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ОТ АВТОРА 

К.нига предназначена для студентов и преподавателей пе

дагогиче~ких вузов. 

Она может быть использована ка1к учебное пособие по кур

су методики математики и в семинарах, посвященных актуаль

ным проблемам 'Преподавания математики в средней .школе, 
... 

с целью привлечения студентов .к научно-исс.педовательскои 

работе в областн педагогики математики. 

Исследование ·рассматриваемых в этой книге проблем мо~ 

жет служить темой курсовых и дипломных работ студентов, 

а также материалом для пр.оведения ими педагогических 

экспериментов. . 
К.нига может быть использована и учите{Iями в их. практи-

ческой работе. 
' 

Участием в исследовании этих проблем, своим творче-

ским трудом учитель может внест.11 существенный вк;:~ад 

в развитие 1с~временной ~педагогики математики, в повыше

ние у.ровня математического образования. 

· Автор сч·итает своим · долгом .выразить глубокую благо

дарность профессору, доктору физико-математических наук 

А. И. Маркушевичу за полезные ~советы, ст. научному 1с6труд~ 
вику АН СССР,..кандидату философ,ских на у.к Б. В. Бирюкову 

и ст. научным сотрудни·кам 'АПН РСФСР, кандидатам педа
го~ических :Наук К.. И. Нешкову, А. Д. Семушину и А. А. Фе· 

тисову за просмотр рукописи и ценные замечания. 
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Автор будет благодарен всем, кто пожелает сообщить 

свои отзывы и замечания о настоящей книге. Отзывы и заме

чания следует направлять по адресам: БССР, г. Могилев, 

ул. Ленина, 35, Педагогический институт, кафедра методики 
математики; г. Минск, ул. Кирова, 24, Издательс:гво «Высшая 
школа». 
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ВВЕДЕНИЕ 

Развитие математики в последнее вре1мя привело к весь
ма плодотворному :внедрению математических методов иссле

дования в новые области .науки и те:юники. Расширение поля 
приложения математики продолжается у1скоренными тем1па

ми, повышая ее роль в жизни современного общества. 
Программа КПСС ·Справедливо называет математику пер-

u u 
вои в ряду ведущих отраслеи естест,возна1ния, развитие кото· 

рых определяет дальнейшие перспективы научно-технического 
прогресса. 

В этих у1словиях совершенно недопустимо знач.ительное 
от1ставание ,ереднего математ.ического образова1ния от разви
тия математической науки и его реформа становит.ся задачей 
большого государстве~ного значения. 

Эта реформа предполагает два на(правления: а) модер
низацию математического образования, т. е. его приближение 
к со:временн:ой науке, и 6) укрепление ег.о .связи с современ
ной практикой, т. е. приближение к жизни. (Имеется в виду 
укрепление связи обучения математике именно ·С современной 
практикой, так как традици0.нное обучение включает лишь 
весь.ма прими.т;fiвные приложения математики и .не дает уча

щимся никакого представления об ее современных важней
ших приложениях, допуекающих элементарное описание.) 

В связи :с необходимостью модернизации среднего мате
матического· образования возникает ряд важных педагогиче
ских проблем, которые могут быть у.словно отнесены к двум 
категориям: 

1) ка·сающиеся ~содержания математического образования, 
объединяемые одним общим вопросом «чему учить?»; 

2) касающиеся методов преподавания, объединяемые· во
просом «как уЧ11ть?». 

Настоящая работа посвящена иоследова:нию некоторы~ 
важных проблем, касающих.~ся логического аспекта препода
вания и назваН1ных нами лог (и чес к им и пр обл ем а ми 
прецодавания математики. 

5 



Предметом нашего и1сследоваtНия являются следующие 
nроблемы: 

а) определение запа·са логических знаний и навыков, 
овладение которыми необходимо школьникам· и да-ст опреде
ленный эффект как в усвоении ими са1мой 1матемахики, так 
и в развитии их позна.вательных ~способностей вообще; 

б) разработка методики препода~вания, включающей изу
чение логического языка математики :в качестве 1состав·ной 
части обучения математике;, 

в) применение логических з.наний и навыкюв, приобретен
ных учащими.ся в ~процессе ·изучения математики, для уточне

ния и выяснения лоnической структуры аксиоц, определений, 
теорем и доказатель·ств; . 

г) применение аппарата современной логи:1{и в методиче
ских исследованиях для логического. анаJJ"иза учебного мате
риала и отыскания наиболее эффективных способов его изло
жения; 

д) приведение школьной трактовки .математических nоня-
.,. u u . u 

тии в соответствие с их 1СОJЗременнои науч·н.ои трактовкои; 

е) определение педагогически целесообразного соотноше
ния эк1спери1мента и дедукции на различных этапах обучения, 
а также определение разл1ич.ных уровней строгост~; 

ж) определение педагогически целесооqразного ·соотuоше
ния кон:кiретноr.о и абстрактного 1на различных этапах обу
чения, различных уровней абстракции; 

з) изучение общих логических ос.нов современной мате-
u 

матики, элементов теории м1ножеств и математическ;ои логи-

ки в классах· физяко-математического профиля ареДJНей 
школы с дифференцированным обучением; 

и) исследование возможности разъяснения у_чащим·ся этих 
классов сущности аксиоматического метода и его основных 
проблем; 

к) .подготовка учителей к решению логических и других 
актуальных проблем п.реподава1ния .математики в школ~. 

Перечисленные· проблемы исследуются во 1взаим.н.ой связи, 
ибо .они :не· являются независимыми И рещение tНеК:оrорых из 
них открывает пути к решению друг.их. 

На1стоящая кии.га .со-стоит из двух частей. В первой части 
· («Логический язык математики и методика преподавания») 
исследуются проблемы а, б, в, д во второй ( «Ак·оиоматиче
ский метод И обучение математике») - проблемы е, ж, з, и. 

Наряду с общим иоследованием указанных выше проблем 
в настоящей работе содержатся упражнения и изложение 
отдельных фраг.ментов матемаmческих теорий .в школьном 
преподавании в качестве иллюстрации 'предлагаемого Проекта 
их решения . 
. 
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Интересующие нас проблемы, хотя и к&саются -методов 
преподавания, т. е. относятся к .категории проблем, объеди.: 
няемых вопросом «как учить?», не могут рассматриваться 

. ...:~.Jt-

B о'I:рыве ·от .содержания преподавания, от того, чему мы 

учй1м. Поэтому перед тем как приступить к иоследованию 
этих проблем, следует раос:мотреть хотя бы в общих чертах 
·вопрос о_ .содержаниИ школьного математического образо
ва1ния. 

Мы обычно говорим, что в школе изучается· «элементар~ 
ная математика». Но термин «элементарная. ,математика» 
применяется для обозначения двух ~различных понят:ий: 

l.) « ... 1совокупности таких разделов, задач и .методов мате
матики, ,в которых не пользуют.ся общим.И понятия1м·и пере
ме.нной, функп:ии, предела и тем более общим понят.нем 
множества»; 

2) «".сювокупности математических дисци-пл1ин, изучае
мых в средней общеобразователыной школе». 1 

Элементарную математику в первом смысле назовем 
в дальнейшем «традиЦионной» ·,и обозначим сокращен.но 
«т. э. м.». Элементарную математику оо втором ·смысле, 
т. е. ·как предмет школьного обучения в современном понима-

- нии, назовем «со.времеНtной» и обозначим сокращенно 
«•С. Э. М.». 

Произ·вед~м сравнит.ельный анализ эт.их понятий. 
I. В1сю ·историю развития математ.ики условно ра_збивают 

на четыре ос·новных периода.2 Начало каждого нового перио
да оэнаме.новалось выдающ·имея научным достижением, опре

делившИ:м переход математики в новое качественное 1состояние. 

Так, за периодом накопления перв.ичных фактов, перио
дом за.рождения .математики, длившемся с древнейших времен 
до VI-V вв. до н. э., 1последовал период элементар.ной мате· 
мат.ики (т. э. м.), ·началом которого послужило построение 
геометрии ка!{ самостоятельной науки. Этот период длился 
.ы;о XVII .в., когда создание исчи.сления бесконечно .малых 

. определило начало .нового, третьего периода - периода клас-
u u 

сическои высшеи математики, или анал·Иза. 

Наконец, с;озда.н.ие Н. И. Лобачевским первой iНеевкл.идо
гой геометрической .системы ( 1826) явилось начал.ом четвер
того периода - периода современной математики. 

Объем пьнятия т. э. м. ·соста1вляют известные разделы 
математики: арифметика, геомет1рия, алгебра и тригоном~т
рия, в основном 1сформир-овавш.иеся во втором периоде, т. е. 
в течение более двух тысячелетий, до XVII в. Разумеется, 
в это же время, ,в недрах ":Г· э. м. уже· развивались идеи, 

• 
1 БСЭ, изд. 2-е, т. 48, .стр. 648. 
2 А. Н. К о л мог о ров. Математика. БСЭ, изд. 2-е, т. 26s стр. 465. 
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послуживши;е подготовК!оЙ к созданию дифференциального 
и интегрального исчислений. Но до XVll в. развивалась 
именно та ~математика, которая впоследствии 1стала назы

ваться «элементарной» 1В отличие от математики ·следующего 
периода, котQрая стала назы1вать.ся «вы·сшей». С д1ругой ·сто
роны, т. э. м. продолжает разниваться ~в настояu.tее время, 

но это развитие не находится на главных 1на1правлеu:иях мате· 

матики этого периода и существенного влияния на саму т. э. м. 

не оказывает. 

Таким· образом, объем понятия т. э .. м. ~вполне определен, 
хотя ·Строгого определения этого понятия не . существует 
и ·вряд ди воз1можно. Указание, что в т. э. м. «Не пользуются 
общими понятиями переменной, функции, преJJ,ела и тем бо
лее общим понятием ~множества», несомненно. характеризует 

~· -

в .некоторои степени понятие т. э. 1М., 1Но не ~может служить 

его опред~лением хотя бы потому, что оно отрицательно 
(указывается то, чем не пользуется т. э. м., а :Не то, чем она 
пользует1ся). 

Период элементарной математики -называют еще и перио
дом математики постоянных величин в отличие от следую· 

щего за ним периода .математиюи переменных величин. Это 
не ·означает, что т. э. м. совершенно не имела дела ·с перемен

ными величинами. Достаточно приве.сти в качес'Еве п1римера 
тригонометрию, относящуюся к т. э .. м. и изучающую опреде· 
ленные функции. Когда говорят об элементарной математике 
как о математике постоянных ~величин, имеют в виду, что она, 

изучая 1некот.орые конК!ретные функции, не имела ·своим пред· 
метам .изучение общего понятия функции. Она .не пользова
ла.сь и не .могла пользоваться ·тем .мощным аппаратом, кото

рый был разработан .в- математике ·Следующего периода на 
базе изучения общего понятия фу1нкции. 

Термин «элемента.рная математика» не .входит в сов·ремен
ную научную математическую номенклатуру, но основные 

дисциплины т. э. м. включаюТ~ся в определенные разделы 

математики: арифметика ---- в теорию чисел, элементарная 
геометрия - в геометрию, элементарная алгебра - в алгебру, 
элемента.рная теор.ия т·ригономеТ~рических функций - в ана· 
ЛИЗ. 

Таким образом, терм·ин «элементар.ная математика» 
в 1смысле т. э . .м. имеет .в основном историческое з·начение, 

обозначая математику определенноге периода. 
11. На•с интересует элементарная математика но втором 

смысле. Математика как предмет школьноnо обучения с тече
н~м времени неизбежно .меняет свое, содержание под вл.ия· 
нием ~развития математической науки, оставаясь, однако, 

... . 
«элемента•рнои». 
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Элементарная мат.ематика как предмет школьног.о обуче
ния характеризуется двумя 1сущест1венны.ми цризнаками: 

А. Она должна быть элемента1р1ной в омь1сле .нaч.aJIЬflt>Й, 
... ... ... 

соста.вляющ·ем основы современном математическом науки. 

· В. Она должна быть элементарной в 1смы1сле достаточ1но 
простой, доступной дл~ учащихся средней школы. 

Это понятие элемента1рной .математики как предмета 
школьного обучения ~никогда не был~а адекватным понятию 
т. э. 'М. Даже до XVI I .в.~ когда т. э. м. составляла по ~суще
ству всю математику, школьная математи1ка включала в се

бя лишь ча1сть ее 1ревrультатов, хотя 1бы потому, что дале
ко не все, что относится к т. э. м., обладает ·признакюм В, т. е. 
является доступным для учащи.х~ся, не говоря уже о том, что 

вообще вся т. э. м. не 1может укладываться в .рамки школь-
~ ноrо 1предиета. 

Не касаясь и·стории развития элементарной математики
как предмета шкюльного обучения, будем говорить об ее 
соврем·енном состоянии, имея в виду не ·Столько то, что пре

подается, сколько то, что ·следовало· бы преподавать 1в совре
менной школе. Эти1м оправдывает.ся и принятое нами назва
ние 1СОв1ременной элементарной математики (.с. э. м.). 

Признаки А и В в некоторой степени характеризуют 
понятие >С. э. м., 1не являясь, разумеется, его ~строгим опреде

лением. Эти признаки разнородны по 1своему характе;ру. П:ри
знак А, требующий, чтобы к понятию с. э. м. было отнесен0> 
.все, составляющее основы современной математики, имеет· 
логико-математический ха.рактер. Признак В, требующий, 
чтобы все, относимое к с. э. м., было достаточно простым 
и понят1ным детям и подросткам школьного возра1ста, имеет 

ярко 1вь1раженный психолого-педагогический характер. 
В на1стоящее время вопрlОс об объеме понятия с. э. 1М., 

т. е. о том, что из 1совр-еменной математиКiи долж.но состав
лять предмет. школьного обучения, широ~о обсуждается-
в м,еждународном ~плане. 

_Не касая1сь различ1ных .предложений . (их очень много),. 
ограничимся приведением двух примеров 1современных изда-· 

ний. дающих некоторое представление об общих контурах 
объема понятия ·С. э. м. Следует оговориться, что оба изда
ния, о которых будет идти речь, адреоованы непосредственно 
учителя.м, •и поэтому -они 'содержат по каждому разделу зна

чительно больше того, что можно преподавать в школе, и из
ложение материала в .них не приспособлено к школьному 
преподава1нию. ..... 

В качесТ1ве первого примера 1воз:ымем Энциклопедию Эле
мента1рной Матема'Гики (ЭЭМ). 1( 1сожалению, хороший за
мысел выпуска Энциклопедии не был полностью осущест·в· 
лен: из запланированных семи книг ~вышли тол'?ко первые 

9 



четыре.1 Следует от.метить, чт.а кр·итика вышедших книг ЭЭМ 
исходила в ~основном из понятия т. э. м., в т.о время ~как 

редакционная коллегия, 1в которую входили видные ученые 

математики и педатоги П. С. Александров, А. И. Ма.ркуше
вич и А. Я. Хинчин, поставила задачу (<дать систематическое 
.ИЗЛоЖение научных ОСНОВ •ШКОЛЬНОГО предмета Маrе.матИКИ», 
т. е. исходила из своего понимания .с. э. м. 

' 
В ПредИСЛОВИИ ,К первой КНИГе ЭЭМ2 дается следующий общий план 

издания, который несколько характеризует. с. э. м.: , 

«Кн и га п .е"р в а я. Арифметика 

Происхождение систем счисления. Понятия мнежества, группы, 
кольца и поля; теоретические ос.новы. арифметики. Элементы теории чисел. 
Устный и письменный счет; вспомогательные средства вычислений. 

К н и г а в т о р а· я. Алгебра 
~ 

Векторные пространства и линейные преобразования. Кольцо много
'Членов и поле рациональных функций. Численные и графические методы 
решения уравнений. 

Книг а .треть я. Анализ 

Функции и пределы; рациональная, степенная, показательная и Лога
рифмическая функции; тригонометрические функции и обратные им. Эле
менты дифференцрального и интегрального исчислений. Элементарные 
.функции· комплексного переменного. ' 

Кн и га четверт а я. Геометри•,. часть 1 

Топологические понятия. Основания геометрии. Понятие о неевкли
довых геометриях. Элементы аналитической и проективной геометрии. 
Геометрические преобразования. Измерение площадей, длин, объемов 
.и поверхностей. 

К ни га п я та я. Геометри•, часть 11 

Многоугольники и многог.ранники. Круги и сферы. Применения в гео
.дезии и астрономии. Замечательные кривые и поверхности. Задачи на 
111остроение. Методы гр.афических изображений. 

К н и Г а ш е с т а я. Различные вопросы 

Комбинаторика. Элементы теории вероятностей и математической 
-статистики. Знаменитые математические задачи. Математические пара
.доксы и софизмы. Математические р.азвлеченJiя и игры. 

Книг а седьмая. Методологи• и историS1 математики» 

В качестве второго примера издания, характеризу"ющего 
" в некоторои степени понятие с: э. м., возьмем вышедшую во 
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Франции книгу Л. Ф.еликс «Современное изложение эле
ментарной математики».1 Хотя автор этого труда акцентирует 
свое внимание на модернизации изложения и систематиsвцнн 

тог.о, что традиционно rвключается в элементар.ную матема4 

тику, .в книге изложены и вопросы, не относящиеся к т. э. м., 

и которые, следовательно, отне·сены автором к с. э. м. 

Об этом свидетельствует беглый просмотр названий основ· 
ных разделов и глав. Ниже приводится этот перечень. 

«К н и r а п е р в а я. Фуидамеи~альиые структуры 
. . 

Гл. I. Словарь и симво}Iы теории множеств. Операции. 
Гл. II. Числа. 
Гл. IП. Векторные пространства. 
Гл. IV. Отображение множества в множество. Точечиl:~iе преобразова

ния. Числовые функции. 
Гл. V. Введение метрической геометрц~. 
Гл. VI. Алгебра Буля на множествах. Меры. !3ероятиости. 

I< и и г _а в т о р а я. Арифметика и алгебра 

Часть первая. Теория чисел. 

Гл. 1. Целые числа. -
Гл. 11. Дроби. Рациональные числа. Десятичные числа. 
Гл. Н I. Веществе иные числа. 

Часть вторая. Алгебраические выражения. Решение уравнений. 

Гл: I. Многочлены. Рациональные дроби. 
Гл. П. Рещеnие уравнений. 

К и и г а т р е т ь я. АиаJ1из 

Гл. I. Локальное изучение числовой функции одной переменной. 
Гл. II.- Глобальное изучение числовой функции одной пере·меииой. 
Гл. III. Графики. 
Гл. IV. Приложения общих ·теорем. 
Гл. V. Первообразные. , 
Гл. VI. Комплексные числа (с элементами теории функций комплек1;-

иого переменного). 

К и и г а ч е т в е. р т а я. Геометрия 

Часrь ·первая. Афиииая и проективная геометрия. 
Часть вторая. Метрическая евклидова геом~трия. (Понятия о метри4 

ческих иеевклидовых геометриях.) 
Часть третья. Коники». 

Если порядок, объем и .трактовка вопросов в ЭЭМ и кни_ге 
Л. Феликс. во W1огом различны, то совокупности разделов 
математики, включаемых в одном -и в другом случае ,в поня-

1 L и с i е n пе F е 1 i х. Expose moderпe des mathemattques ё1emeпtai4 

res. Paris. 1959. 
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тие с. э. м., в главном, т. е. в том, что может составлять пред

мет школьного обучения, совпадают. 
Многочисленные предложения, выдвигаемые у нас и за: 

рубежом по вопросу о том, что следует включать в с. э. м." 
в основном не выходят за рамки двух приведенны~ перечней .. 

По нашему мнению (это мнение высказы.вается многими), 
к с. э. м. должны быть отнесены и начала математической: 
логики, та:к как они входят в основы современной математи~ 
кн и достаточно элементарны, чтобы быть понятыми учащи

мися, т. е. обладают признака1ми А и В. Это предл·ожение 
найдет ниже более детальное обосно:еание и конкретное ме-
тодическое решение. . 

Произве,ц..енный анали.з понятий т. э. м. и с. э. м. показы
вает, что они находятся в отношении пересечения. Многие 

вопросы т. э. м. не входят в школь

ный ,предмет ~математики, так как не 
удовле-гворяют приз.на·ку А или при-· 
знаку В, или обоим признакам (на
пример, различные вопросы геомеТ{рии 

треугольника, за исключением наибо
лее простых ее .результатов). С дру
гой· стороны, многие ·вопросы, которые 
уже входят в ·наши школьные про

граммы (элементы теории пределов" 
ди.фференциального исчисления), и 
те, которые стоит в них· ввести (эле
менты интегрального исчисления, тео

рии верояТ~ностей, математиче1ской л·о
гики \И ·др.)' не ОТН.ОСЯТ·СЯ к т. э. м. 

~~ .... ~ .... ~.....,.~;;...; · В .связи с анализом ·понятия с. э. м~ 

рис. 1. возникает и .необходимость в уточне
,нии свойст.ва элементарности учебно110 
материала. 

Элементарность в смысле простоты, доступности зависит 
не только от излагаемого материала, но и от принятого спо-· 

соба изложения. Простой материал может оказаться труд
ным и недоступным для учащихся в результате неудачно 

выбранного способа изложения, и, наоборот, сложный мате
риал может быть изложен просто и доступно для учащихся 
на соответствующем их пониманию логическом уровне. 

Таким образом, после того как отобран материал, удов
летворяющий признаку А, т. е. составляющий основы совре
менной математической науки, ,возникает важная педагоги

ческая проблема приведения его к такому виду, чтобы он 
был доступен учащимся, т. е. чтобы он удовлетворял и при
знаку В. 
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Исследование и решение этой проблемы требует сосредо
-точения усилий математик~Jв, ученых и ~педагогов и проведе

ния широких педаг.оnиЧеских экспериментов. 

Интересующие нас проблемы не могут решаться без уч~1'а 
психологического фактора, в отрыве от того, кого мьi· обу-
1.1а~м, также как они не могут решаться без учета содержа-
11ия обучения, т. е. в отрыве от того, чему мы обучаем. 

При определении содержания и методики обучения на 
каждом этапе должны учитываться и логика соответствую

щей науки и психология ребенка данного возраста. 
В области каждой науки, в частности и в области мате

матики, можно мыслить на различных уро.внях. Каждый 
уровень мышления включает в себя определенный уровень 
·обобщения и абстрагирования, выполнение определенных ло-

" гических операции. 

Так, например, в докладе «Мышление ребенка и геомет
·рия», 1 представленном международному конгрессу математи
ков в Эдинбурге (1958), П.-Х. ван Хиле выявляет пять уров
ней мышления в области геометрии. Примерно столько же 
уровней мышления выявляется и в области алгебры. (Мы их 
рассмотрим .во второй части Книги в связи с исследованием 
проблем е, ж.) ' 

Важно отметить, что переход от одного уровня мышления 
в данной области к следующему, более высокому, зависит не 
только от возраста. Мы рассматриваем процесс, ведущий 
к более высокому уровню мышления, как процесс обучения 
и воспитания. 

Многочисленные психолого-педагогические эксперименты, 
проводимые в последнее время как у нас, так и за рубежом, 
подтверждают неправомерность приписывания учащимся 

, определенно'Го возраста определенного уровня мышления. 

Путем специально проводимой подготовительной работы 
можно значительно расширить возможности учащихся к обоб
щению ·и а~тра1гирова.нию, к .выполнению определенных 
логических операций, т. е. обеспе_чить более ранний переход 
на более высо]$:ИЙ уровень мышления. 

Если, например, еще недавно считалось преждевременным 
изучение алгебры в V классе ввиду того, что уровень мышле
ния в связи с оперированием произвольными числами в бук
венном обозначении превышает якобы .возможности учащихся 

u 

данного возраста, то сеичас психолого-педагогические экспе-

рименты П. А. Шеварева, В .. В. Давыдова, Д. Б. Эльконина 
и других подтверждают возможность изучения начальной ал
гебры уже в 1-JII классах. 

· 1 Р.-Н. v а n Н i е 1 е. La pensee de t•enfant et la geometrte. Bulletin 
de l•Associatlon des Professeurs de Mathematique de l'Enseignement PuЫic, 
1959, No 198. · 
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Учитывая результаты этих экспериментов, мы приходим, 
1 

к. ·выводу о воз:можшости до~тижения в ста~р.ших ·клаосах 

средней школы более высокого уровня мыwления в области 
алгебры, чем тот, который достигается при традиционном 
преподавании. Мы имеем в виду возможность перехода от 
обыкновенной алгебры, изучаемой в конкретной интерпрета
ции, в которой 'буквы обозначают · :ч:исла из опр~еделенного 
множества, к алгебре как буквенному исчислению, где бук
вы обозначают объекты произвольной, неопределенной при
роды, допускающей различные конкретные интерпретации" 
Во второй части книги мы покажем этот переход на приме-

. рах абстрактной теории коммутативной группы,. абстрактной 
булевой алгебры и их различных конкретных моделей. 

В связи с исследованием проблемы приведения школьной 
трактовки математических понятий в соответствие с их сов
ременной научной трактовкой и формирования для этого 
у учащихся теоретико-множественных понятий (g) мы долж
ны учитывать результаты, полученные- в· исследованиях проф. 
П. Я. Гальперина и его сотрудников, разрабатывающих тео
рию умственных действий как основы формирования понятий. 

Операции над множества~и и отношения между ними от
ражаются соответствуюш.ими умственными действиями, кото-

u 

рые лежат в основе логических операции и трактовки различ-

ных математических понятий на базе теоретико-множествен
ных идей. Приведенная в гл. 2, ч. I система упражнений для 
формирования теорети~о-множественных ·понятий рассчитана 
на выработку у учащихся важных умственных действий, со
действующих их более быстрому логическому развитию. 

· Таким образом, учет психологического фактора при реше.., 
нии логических и других проблем преподавания математики 
не означает простого приспособления преподавания к психо
л-огни ребенка данного возраста, а предполагает такую ме ... 
тодику, которая привела бы к максимально возможному на 
данном этапе развитию учащихся, к ускорен.ню перехода на 

более высокий уровень мышления. 
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ЛОГИЧЕСКИИ ЯЗЫК МАТЕМАТИКИ И МЕТОДИКА 
ПРЕПОДАВАНИЯ 

. •' 

Глава 1. Яз~к математики и яз~к. обучения 

§ 1. Математику иногАа сравнивают с сооруЖением, прк 
этом изучаемые ею множества объектов со свойственными им 
отношениями и операциями сравнивают с кирпичами, а логи

ку - со связывающим в~ществом, цементом.' Этим сравне
нием хотят- подчеркнуть роль логики в построении математи-

... 
ческих теории. 

Когда говорят, что математическая теория строится 
а к с и о м ат и ч е с к и, или д ед у кт и в н о, имеют в виду, 

в~ частности, что :предложения этой теории (теоремы) выво-
. . ... 

дятся чисто логическим пу1:'ем из не~кольких предложении;-
... 

этои же теории, принятых за исходные и называемых аксио-

мами. 

Но что значит «выводятся ч~сто логическим путем»? 
Язык математ.ики ( совокупдость все.х · терминов, слов~ 

и символов, из которых состоят математические предложе

ния), язык каждой математической теорп~ е~ть. язык логико
матем:аrический (Ялм ) ~ Ялм состоит из двух компонентов -
Ям И Ял·:-. · . . 

Ям -·язык_ да:f!НОЙ математической теории, .состоящий из· 
спец.ифических терминов и сим~олов, _обозначающих объек-
ты, свойства· и отношения объектов множества, структура· ко
торого опис1:>1в~ется этой теорией, а . Ял -_логический язык" 
состоящий из терминов и сим,волов, обозначающих лог.ичес· 
кие операции, используемые для конструирования предложе-

... u 

нии и для вывода одних предложении из других, т. е. для 

развертывания теории на базе принятqй системы аксиом. 
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Два компонента Ялм тесно переплетаются в каждом 
:предложении теории. Это легко обнаружить путем анализа 
.любого предложения любой математической теории или же 
рассуждения, проведенного в р.амках теории. 

Возьмем в качестве примера следующее предложение 

элементарной геометрии: «Если диагонали параллелограмма 
·взаимно перпендикулярны или суть биссектрисы углов, то па
раллелограмм есть ромб». 

В этом предложении содержатся: • 
а) математические термины (элементы Ям ) : диагонали 

_параллелогра1мма, взаимно пер1пендикулярны, . би:ссектрисы 
углов, параллелограмм, ромб; 

6) логические тер.мины (элементы Ял): · если .. , то, или, 
суть, есть. 

В качесrnе дру:гого п:риме~ра .возьмем с.педующее ра.осуж
.дение: «Если а или Ь делится на 3, то а· Ь делится на 3; но 
а· Ь не делится на 3, следовательно, ни а, ни Ь не делится 
на 3». 

Это ра,осуждение состоит из трех предложе.ний: 
1) если а или Ь дел.итея на 3, то а · Ь делится ~на 3; 
2) а· Ь не делится на 3; 
3) •ни а, ни Ь не делится .на 3, ,причем из первых двух 

.выводит.ся третье, что и обозначается термином «1следователь· 
·но». Таким образом, 1в этом ра·ссуждении имеют.ся: 

а) .математические терм.И!НЬI (элементы Яы): а, Ь, 3, де
.лится на, · (знак умножения); 

6) логические термины (элементы Ял): если .. , то, или, 
:но, .не, ни .. , ни, следовательно. 

§ 2. С первых попыток аксиоматического построения гео
метрии в древней Греции (V в. до н. э.) и почти до решения 
"'ЭТIОЙ проблемы Лильбертом ( 1899) в этих построениях пользо
-вались неформализованными логическими ·Средствами вывода, 
йбычной содержательной логикой. 

С течением времени математика добилась высокой степе
ни формализации своего аппарата, что весьма положительно 
:повлияло на ее дальнейшее развитие. Но в то времs~, как 
математика ра1р·вивала свой собственный язык (Ям), логичес
кий язык (Ял), используемый ею, оставался неуточненным. 
-получилось несоответствие между компонентами Ялм - соб
~етвенно математическим языком, достигшим высокого уровня 
-совершенства, и несовершенным логическим языком. 

Перед математикой возникла проблема усовершенствова
ния логики, разработки адекватного логическог10 язы.ка. Это 
стало .возможно в результате применения математических ме

тодов к логике. 

Идею возможности и целесообразности математизации 
... " 

..логики высказал еще известныи немецкии математик и логик 
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Лейбниц (1646-1716), однако он ·ее не осуществил. Начала 
новой математической логики были разработаны в ~IX в. 
в работах английского ученого Дж. Буля ( 1847, 1854), н~~ец.- _ 
кого математика Э. Шрёдера (1895), русского математика 
П. С. Порецкого (1884) и др. В работах немецкого матема- 11 

тика Г. Фреге ( 1879, 1884), итальянского математика Пеана 
(1894) впервые аппарат математической логики применялся 

" д.11я построения математических теории. 

Существенный вклад в развитие современной математи
ческой логики внесли и вносят выдающиеся советские мате
матики И. И. Жегалкин (1869-1947) ,, В. И. Гливенко 
( 1897-1940), А. Н. :Колмогоров, П. С. Новиков, А. А. Мар-
ков и их многочисленные ученики. . 

Создание формализованного логического яз:Ь1ка является 
важным достижением современной математики. Различие 
между естественным и формализованным языками, разумеет
ся, не является принципиальным. Это л1ишь различие в степе
ни формализации. Мюж.но сказать, что степень формализации 
логического языка математики была приведена в соот.ветст
вие 1СО степенью фор.мализации собст.вен'Ного ~математического 
языка. Этим доdгигнута, в частности, четкость и точность, 
однозначность смысла логических терминов. 

§ 3. Язык обучения математике в средней школе (в даль
нейшем будем говорить кратко «язык обучения» или обозна
чать символом «Я0») 1 не совпадает ни по форме, ни по со
держанию с языком изучаемой математической теории. 

а) По форме Яо не и1меет столь выоокой степе.ни форма
лизации, как Ялм соответствующей математической теории, 
но превышает по степени фор'мализации естественный язык. 
Общеизвестно, что ,в школьном !flреподавании издавна при
меняется .мате.матическая символика, ча1стично формализо
ванный математический аппарат. Хотя под буква.ми в школь
ной ал,гебре 1м~1 неизменно понимаем числа .из определенного 
множества (~натуральных, целых, ~рациональных, веществен
.ных ч_исел) и, применяя конкретные числовые подстановки 
в бу}{;венные выражения, 1не теряем свя.зь фор.мализованного 
аппарата 1С его содержательным истолкованием, преобразо
вание алгебраических выражений мы выпол1няем по опреде- · 
лен1ным формальдым пра:вилам, не думая при этом о ,юон
кретной числовой интер.претации вы.ражений и о конкретном 
смысле иапользованных свойств операц!Ий. 

'б) По соде.ржанию далеко 1не все в языке обучения отн.о
сится к языку и.2лагаемой теории. 

Например, предложение. «пре.дста.вление о прямой· л-инии 
дает туго вытянутая нить» не является предложением 

1 Понятие Яо еще в меньшей степени уточнено. чем Я лм• Ялt Ям. 

2 А. А. Столяр 1.7 



геометрической теории, так как оно содержит такие термины, 
как: <<~представление», «туго вытя~нутая нить», ·которые не 

являют.ся ,ни геометрически.м.н, ни л·огическимlи. Таким обра
зом, это предложение относится к языку обучения геоме'Грии, 
но не относится к языку самой геоме11рической теории. Оно 
предназначено для описания оановных объектов той .конкрет
ной модели, в которой эта теория ·строится в школьном обу
чении. 

Объя·снен.ие, даваемое в процессе обучения, в связи 
с экспери·ментальным установлен'Ием -истинности какого-ни

будь пр·едложения теории также не относит.ся к языку этой 
теор и.и. 

Напри.мер, ,следующий теК~ст: «Вырежьте· из бу1маг.и т.ре
угольник АВС. О11орвите· углы В .и С и п1риложите их к углу 
А» - относи11ся к языку обучения теометрии, но 1не относится 
к языку геомет,рии. 

Част·о и текст, состоящий из мних .математических и ло
гических т~рм1инов, относится к языку обучения, .но не отно- , 
сит.ся ·к языку научн0.го изложения •СоЬтветст,вующей теории.· 

Например, в процессе обучения част.о обнаруживают не
которые математичесюие истины .индуктивным путем. Гово
рят, например, учащимся 1начальных кла.ооов: «2 + 3 = 3 + 2; 
4 + 5 = 5 + 4; 6 + 3 = 3 + 6». Очев'Идно, что вообще для лю
бых двух ч1исел а м Ь имеет 1место переместителъный закон 
сложения, т. е. а+ Ь = Ь +а. 

Этот те.кст, хотя и состоит из одних а•рифмет.ических и ло-
. " ... 

гических тер1минов, не ютносится к соответс11вующеи научшои 
" u 

теории, потому что в этои теории ком1мутативныи закон сло-

жения (если он .не принят за аКJСИому) устана1вливается без 
помощи конкретных примеров и .неполной индукции, не 
являющейся ·методом дока.зательст.ва, а другими логическими 
средствами. Таким образом, логика .в обучении математ~ке 
ча1сто отличает·ся от логики изучаемой 'математики. Это отли
чие обусловлено ·обстоятельст,ва.ми психологического ~порядка. 

Язык обучения ·соде.ржит .описа1ние ·различных примеров, 
.?~спери1ментов, индукций, аналогий, 1различ.ные приложения 
теории, разъяснения, вообще все то, что должно обеспечить 
У·dвоение учащи1М'ИСЯ .излагаемой теор.ни: Разраб.отка содер
жания языка обучения - о.дна из центральных задач мето-
дики препода,вания ~математики. · 

§ 4. Рассмотрим некоторые серьезные дефекты традици-
" оннои методики преподавания математики. 

а) Язык обучения, раз1ра6отанный т,радиционной ·методи
кой, относится лишь к одному компоненту изучаемого Я лм, 
а именно к Ям, т. е. в1се ·разъя·анен'Ия, ·пр.имеры, приложения, 
приводимые :в п1роцеасе обучения, .иллюСТ!рируют лишь мате
матические поняruя (вещи, ·аsойства, отношения, операции). 
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Необходимо '9Тметить, что и в этой ча1сти Я0 содержит серь,.\ 
езный пробел. Традицион.ная методика уделяет глазное вни
мание .цишь описанию математических понятий, отражающи.х .с 
свойСТ1Ва ~предметов. · -

Получает.ся неправ.ильное ·соотношение между те,м, как 
математика изучает свои объекты и как 1мы их изучаем 
в школе. 

Математика изучает не отдельные объекты, а 'МНожест.ва 
объектов, п,ричем предметом изучения являются структуры 
этих множеств, Оl}р·еделяемые о-гношен.иями между их эле

ментами и операщиями над ними, т. е. законами композиции 

элементов, с помощью которых из двух дан1ных элементо·в 

множесТ1ва обра!зуется н.овый элемент- этого .множест.ва. 
Эта трактовка предмета :математики, особенно ярко выра

женная в ·современном ее ,развитии на базе теоретико-множе
ствен~ных идей, ·Не противоречит, а :наоборот, 1подт.верждает 
из.вест,ное определение предмета маrематиКiи, дан1ное Энгель
сом около 90 лет •на.зад. Энгельс уже тогда ·говорил, 1 что ма
тематика изучает «пространственные ф;ор1мы и количест'вен
ные отношения действительного мира». 

Математика изучает .именно формы, а не объекты, име.ю
щие эти формы, количест.вен,ные отношения, а не предметы, 
находящиеся в этих отноwениях. Множества объектов раз
личной при1родь1 могут иметь одну и ту же структуру, опре
деляемую одни1ми и теми же отношениям.и между элемента

ми этих -множеств. Математика изучает эти · ОТ!Ношения. Объ
екты ра'Зличной конКiретной .црироды могут иметь одну и ту 
же пространст.венную форму. Единство формы характеризует 
это множество объектов. Мате~матика .изучает эту форму. 

Современная .мате·матика з·начительно ра.сширила поле 
своих приложений благодаря тому, что в процессе ее раз.ви-... 
тия существен~но расширил.ся круг 1изучаемых отношении 

и форм. Кроме количественных от,ношений и 1пр.о·стран.ст1вен
нь1х форм 'В т.радиционном понимании, она 1стала !Изучать · 
и друnие отношения и фор·мы дей1ствительности, л1ишь сходные 
с пер.выми. О.бна!руженная глубокая аналогия между некото
рым.и н,еюол.иче1ственны1ми от~ношения,ми ·и традицион,ными ко

личественными отношениями позволила .разработать и 1при-: 
менить матема1'ические методы к н.о.вы-м областям науки 
и практики (биология, ~медицина, языкознание и др.). 

У~стан.овившаяся методика преподавания ~математики 
в школе, акцентируя свое главное внимание на .изучении от
дельных объектов н недостаточно изучая отношения и опе
раЦ1ии в 1раз·личных множеС1'1вах (чисел, точек), •не может до
стиnнуть понимания учащимися современных приложений 

1 Ф. Э иге л ъ с. Аити-Дюрииг. М., 1950, етр. 37. 

2* 19 
" 



математики и недостаточ:но гот.овит их логически к .понима

нию этих .прил.ожений в дальнейшем. Это вполне понятно, ибо 
логическое развитие учаIЦихся как результат воспитания су-

1Це1ствен.но зависит от т.ого на1правления, которое дается е1му 

в процессе обучения. 
В третьей гла~ве будет ·~rасомо'Грен .оопрос об научении от-

" " ношении и операции в числовых множествах. 

6) Возиикает вопрос: .как изучает~ся вторая ча·сть логико
матема·тического языка, т. е. логический язык математ.и:кsи 

(Ял)? 
Он вообIЦе 1не изучает.ся. Т1радиционная методика препо

давания математики не предусматривает ~изучение логическо

го языка матема-гики в процессе обучения. . 
Со.вер1шенно очевидно, что если язык изучаемой теории 

u ". " 
есть логико-.математическии язык, состояIЦии из д!вух ча·стеи 

(Ям и Ял), то и соответствующий язык обучения (Я0) так
же должен состоять из двух ча·стей: Яом и Яол, где Я ои -
язык обучения собственной математической части изучаем.ой 
теории, а Яол - я.зык обучения ее логической ча•сти, ее логики. 

В установившей·ся прак11ике пре.подаван.ия .второй комiпо
нент я~ отсут~ст.вует'. п.олучает.ся ·парадоксальное ·положение, 
когда в одном и том же .математич·еском предложении точ

ный смысл одних терминов (~математических) разъя·сняет~ся 
учаIЦим.ся 1в процеесе обучения, а точный .смысл других те~р
минюв (логических), ·не менее важный для понимания суIЦ
ности выраженного эт1им предложением факта, ·не разъя1с
няется. 

В школьном обучении постоянно одни предложения выво
дЯ'ГСЯ из других, но ни на ОДН1ОМ этапе обучения не разъ
нсняет.ся, что значит «одн.о ~предложение лоnически следует 

из другого (или других)». 
Учащиеся пони,мают свойства выпол·няемых ими матема

тических операц.ий, но ·совершенно не знают (вследст.вие то
го, что ·ИМ это не разъясняется) свойства -не ~менее часто вы
полняемых ·ими л~огичееких операций. Это .незна.н.ие часто 
явЛяется пр1ичиной затруднений в усвоении учаIЦимися учебно" 
го материала. Непонимание лог.ИКJI изучаемого ф1рагмента 
теории пр1ив.одит к .непонима.нию в.сего этюго ф.рапмента. 
· Традиционная ~методика 1с11ремит·ся ус-гранить ЭТ!И труд1но
сти путем увеличения ч1исла .пр.имерюв 1и многократного разъ-

" " яснения математ~tче.скои части непонятом логико-математиче-
u . u u 

скои. конструкц1ии, хотя 1причи1нои .возникших т~рудностеи 

является непонимание ее логической ча.сти. Предлагается 
и тренировка учащих1ся ·с помоIЦью специально подоб~ра.нных 
уп·раж:нений в выпол1нении затрудняюIЦих их логических О1пе
раций, но без разъясне~ия им смысла и свойств этих опе-

" рации. 

~о 



Очевидно, что такой метод обучения задерживает прохож-. 
дение кур.са и раавитие учащИХiС'Я. Мы здесь ·не ·склонны не-
дооцени.13ать значение пов11орения и тренировки, 1НО так~ое rrов-

торенt1е, ~когда мы .не знаем, что повторя·ем, в некоторой 
ст·епени похоже на описанный Торндайком1 опыт .вычерчива
ния с за·крытыми глазами 3000 отрезков длиной в· 4 дюйма, 
в процессе которог·о испытуемый ничему не 1Научил1ся. Сам 
Торндайк признает, что если бы подопытным разрешалось 
откры1вать глаза посл1е каждого .испытания и из1мерять отрез

ки, то у них бы .выработалось у.мен~ие чертить .отрез1ки длиной 
ОТ 3,8 ДО 4,2 ДЮЙМ а. 

Очевидно, если учащимся «открывать глаза», т. е. разъ-
. " 

яснять 1сущность выполняемых ими логических операции". 

" можно уст~ранить м.ного трудностеи на пути у·своения ими 

математичесюих з.на·ний. 
Традиционные мето1ды преподава.ния, почти не учитывая 

.т1огическоrо языка математики, .недостаточно эффективны 
как в обеспечении учащ.их·ся глубоwими математическими 
знаН1инми, так и 1в достижении 1ими 1необходимог.о логического 
развит~и~. Разумеется, эти ,методы п.риводят к юпределенному 
развити'ю логического ~мышления учащихся, одна:R!о не в та
кой ~мере, в какой это необходимо и в какой это ~может быть 
достигнуто при осознанном выполнении логических операций. 

Попытка воапол,нить пробел ,в логическом .воспитании уча
щихся введением логики в качестве специального предмета, 

как известно, не увенчалась успехом. Не.Льзя изучать в школе 
логику в отрыве от ее применения, особенно в от1ры1ве от ма
тематиюи, где она широко используется. 

Воз0никает вопрос: ·можно ли изучить математику в отры
ве от лог.июи, ·С которой она тесню переплетается? Ус.тановив-

" шая-ся практика преподавания дает утвердительныи ответ на 

этот sопрос, но следует отметить, что эффективность такого 
обучения недостаточно ~вы.сока. 

Проблема изучения элеме,нтав лоnики в связи с изучением 
мате1маmки да1в.но обсуждает.ся 1в. методика-математической 
литературе, на ~различных конференциях и съездах по мате
матичоокому образованию. Известны и различные попытки 
решеН1ия этой проблемы, которые, однако, не были внедрены 
в широкую пракmку шреподавания. Эти ,неудачи укрепили 
мнение тех, кто считает, что нельзя и не следует изучать ло

гику на уроках математики, что не только учащиеся, но и мы 

сами правилыно рассужда,ем без знания логики. Чтю ка-
~ 

сается этого довода, то он яви.О' несостоятелен: из того, что 

учащиеся п~ра.В'ильно рассуждают 6ез знания логики, не 
·следует, что знание логики не повысит их культуру мышле-

1 См. Э. Л. То р н да й к. Процесс учения у человека. М., -1935. 
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fIИЯ, не, говоря у~е о том, что сама посылка («учащиеся ПР?
вильно рассуждают») вряд ли может быть безоговорочно 
принята. за истину. · 
Мы дейст.вительно не можем и 'Не должны изучать во.обще 

логику на уроках математики, но мы можем н должны изу-

" чать :некоторые 'ИЗ тех логических операции .и средств ~вывода, 

которыми мы пользуемся при изучении математики. 

Неудачи 1в р·ешении проблемы объясняются ·В основном 
тем, что два компонента логико·математиче'ского языка -
Ям и .Ял был:и ,раанородНЫ'М1И, так как Ял~ в ~своей тради
ционной фор1ме значrительно отличал,ся от Ям н эта его фор
ма т.ребовала .разра,ботки языка обучения (Я ал), значительно 
отл1ичающегося от языка обучения ,собственно ,мат·ематике 
(Яом ) · . . 

В .настоящее время, когда логика математики сама стала 
веТ~вью математики и Ял по ,существу является разнови.!J.но~ 
стью Ям, по-,новому ставится педагогическая проблема раз1ра
ботки второг.о компонента Я0 , а ~именно - Яол· Теперь, изучая 
л,огику 1математиюи, мы по .сущеелву изучаем математиш:у. 

Мы приходим к ~выводу, что логический язык математики 
может и должен изучаться в современной фор1ме, та.к как: 

1) математическая лоrика разрабqтала весьма удобный 
рабочий аппарат маrемаТ1ики, 'К1оторый ·может эффективно 

' 
применяться в школьном преподавании; 

2) мате.матичеака.я логика позвОJiяет знакомить учащих,ся 
с важными ·ее приложениями в со.временной технике; ~ 

3) математическая лоnика :положительно влия.ет на ·фор· 
мирование четкого, ясного и точного мы·шлен.ия учащихся. 

Как видно, изучение элементов мате.матической л1оr.и.ки не 
только устран.яет пробел .в логическом воапита1нии учащихся, 
.но и расширяет ;политехническую направленность математи-

ческого .обраэова1ния. · 
Это изучение мы:елится не rВ ~виде ·специаль·ного :предмета 

или приложения к и.зуче~Нию матемаm·ки, а как неотъе·мле-

мая часть его. · 
§ 5. Применение логической симеолики в школьном обу

чении должно быть тщательно продумано. Символизация не 
означает еще полной формалцзации логических операций. 
Такая формализация вряд ли привела бы к желаемому ло
гическому развитию учащихся. 

Мы должны использовать важные качества символиче-
" ского языка математическои логики: его точность, краткость, 

четкость, способствующие формированию аналогичных ка
честв мышления у учащихся. Но логические символы должны 
вводитьс.я не как лишенные смысла знаки, которыми опери

ру~рт по определенным формальным правилам. Как и мате-
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матическая, логическая символика может быть· введена толь
ко в с9держательном плане. 

Основная педагогическая проблема, которая ставится-· .;: · 
здесь,. состоит не во введении символики, а .в изучении логи

ческого языка математики. Введение же логической симво
лики - лишь часть этой проблемы, которой иногда стремятся 
подменять всю проблему. Так, в связи с обсуждением проб
лемы модернизации математического образования за рубе
жом· выдвигаются предложения о введении ·в школьное 

преподавание логической символики. Такая постановка про
блемы и предлагаемые решения вряд ли могут содействовать 
прогрессу в обучении математике. 

Предлагаемый в настоящей работе проект решения проб
лемы исходит из того, что главное состоит в изучении необ
ходимых элементов логического языка математики, в дости

жении понимания учащимися точного смысла выполняемых 

ими логических операций. Этим целям подчиняется и введе
ние логической символики. Главное заключается не в фор
мальном оперировании логическими символами, а в понима

нии того, что ими обозначается. Разумеется, учащиеся должны 
приобрести и некоторые навыки формального оперирова
ния логическими символами, навыки в «логических вычисле

ниях». Это важно, в частности, для решения задач, связан-
u 

ных с техническими приложениями современнои логики. 

Но и эти навыки должны опираться на содерж.ательное по-
" " ни.мание лог.ических операции и их овоиств. 

Традиционная методика предусматривает изучение· лишь 
содержания (математического) рассуждений, не касаясь их 
формы, их логической структуры. В результате такого обу
чения логическая структура рассуждения оказывается в со

знании учащихся неразрывно связанной с его определенным 
... 

содержанием, что не может содеиствовать развитию умения 

применять fJTY же логическую структуру рассуждения к дру
гому содержанию. 

Аналогичное явление встречается и в других областях 
обучения, · например в начальной арифметике, где иногда 
в результате неправильной постановки преподавания способ 
решения задачи связан в сознании учащихся с определенным 

конкретным ее содержанием. Так, одна ученица IJI класса 
заплакала во время контрольной ·работы потому, что ей пред
ложили задачу «на яблоки», а до этого они решали задачу 
«на конфеты». 

Для выделения "\>и изучения логической структуры мате
матических предложений и рассуждений необходимо варь
ировать их содержание, т. е. рассматривать предложения 

и рассуждения различного математического содержания, но 

одинаковой логическоij структуры, затем заметить то. общее, 
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что имеется в этнх предложениях и рассуждениях, т. е. их 

логическую структуру, и абстрагировать ее от конкретного 
' " " содержания этих предложении и рассуждении. 

Таким образом, мы рассматриваем логическую форму 
в чистом виде для ее изучения в течение лишь 1.1ебольшого 
промежутка времени по сравнению с тем временем, когда 

уже изученная логическая форма применяется в явном виде 
и наполнена новым, различным содержанием. 

§ 6. Возникает вопрос о программе изучения логического 
языка математики. Прежде всего при определении этой про
граммы необходимо исходить из того, что составляет общие 
логические основы современной математики. 

Известно, что к концу XIX в. теория множеств стала одной 
из основ математики. Современная научная трактовка мате
матических понятий строится на базе теоретико-множествен
ных идей. Но при nостроении самой теорни множеств обыч-

" u 
но пользуются логикои высказывании, так. как делают раз-

.JJичные высказывания о множествах. Поэтому справедливо 
" u " считают логику высказывании первоначальнои логическои 

" системои. 

На логике высказываний строится логика предикатов, ко-
" ..-- " торая вместе с теориеи множеств может служить основои 

для построения других общих (общая алгебра, общая топо
логия, общая теор1ия ·векторных и .метрических пр остр а.нств) 

" и специальных математических теории. 

Получается следующая схема общих логических основ 
- современной математики: 

Частные (специальные) математические 
t теории t 

Общие математические теории 

t t 
Теория множеств Логика предикатов 

t t 
Логика высказываний 

Определяя нашу программу изучения логических основ 
" и средств математики в среднеи школе, мы должны исходить 

" 

из тех же пр,изнаков (А и В), которь~.е 1были сформулирова
ны во ~введении в ·связи ·с расс1мотрением .вопроса о содержа- , 

" u 
нии современном элементарнои математики, т. е. мы должны 

отобрать то, что составляет начала логики (А) и достаточ.но 
элементарно, т. е. просто и досту,пно учащимся (В)~ и, кроме 

" " того, находит применение в самои школ.ьнои математике или 

имеет другие важные приложения, доступные пониманию 

учащихся. 

И1сходя из этих признаков, приходим к вы,воду о необхо-
" димюст~и изучения элементов логики .высказывании, теории 

-множе-ст~в и логики предикатов." 
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Логи.:ка вы,сказы1ван.ий --:-- наиболее эл~ментарная и вместе 
с тем фундаментальная часть математической логики, играю
щая в ней такую же важную роль, какую играет, например;.. 1 • 

а,р.ифl\iетика натуральных чисел в учении о чи1сле. Средства 
вывода, которые дает нам логика высказываний, находят ши
р.окое применение :в ~школьной мате.матике :и, кроме того" 
именно а1ппарат логики высказываний находит важные тех ... 
нические приложения, вполне доступные пониманию уча-

щих.ся. , 
Начала логики :вы,сказываний могут быть изложены до

ступно, на конкретном материале школьной математики, уча
щимся 14-15 лет, т. е. lне рань,ш·е, че1м в VII-VIII классах. 
Элементарная же часть теории множеств, получившая перво
началь'Ное развитие под наз1ванием лоnики классов 1И по су

ществу эквивалентная логике высказываний (как две модели 
а6страктной булевой алгебры), доступна уже учащимся на
чальных классов, детям 7-10 лет, так как основные теорети-

... ... 
ко-множественные понятия отражают простеиш.ии, уже до-

сту~пный детям этого возра1ста жизненный опыт. Поэтому 
в школьном обучении фор1мирование теоретико-множествен-

... 
ных понятии должно предшествовать изучению элементов ло-

гики 1вы·сказыван:ий. Изучение элементов теории множеств 
служит логической пропедевтикой. Однако наши цели не бу-, 
дут достигнуты, если мы ограничимся изуч1ением начал тео-

рии множесm и логики 1ВЫ1оказываний. Крайне необходимы 
и некоторые элементар·ные сведения из логики предикатов. 

Начала ло~ики предикатов достаточно элементар1ны и до
ступны учащим1ся IX-X классов.~ 

§ 7. Каждый раз, когда предлагается изучать в школе 
что-то новое, что до сих пор не изучалось, возникает вопрос 

о времеН1и, необходимом для этого изучения: 
Прежде всего следует отметить, что то новое, что пред

.пагается изучать- в данном случае, лежит в основе уже изу

чаемого. Речь идет о постановке школьной математики на 
современ~ные основы. 

Изучение эл~ментов логического языка математики пред
<111агается организовать следующим образом: в 1-VIII клас
сах изучение ведется постепенно, как неотъемлемая часть 

обучения математике, без выделения специальных тем и уро
ков; в IX классах физико-математического профиля (при 
дифференцированном обучении) предлагается выделить спе
циальную тему «Элементы теории м:ножеств и математиче
ской логики» (примерно 20-25 часов) для систематизации 
и расширения уже имеющихся у учащихся теоретико-мно

жественных и логических знаний и рассмотрения некоторых 
1 Намечаемая нами программа и ее реализация описаны в посw11едую

щих главах (часть 1, главы 2, 3, 4, 5, 7). 



в·ажных приложений" В. классах других профилей ( IX, Х) 
" можно ограничиваться некоторым расширением сведении, 

nолученных учащимися· 1-VIII классов, без выделения спе
циальной темы. 

Но и ·в этом случае изучение элементов логИ\КИ требует до
nолнительной затраты времени на уроках математики. Где 
взять это время при наличии перегрузки программ? 

Решение вопроса надо искать в усовершенствовании ме
тодов преподавания. Возникает проблема разработки мето
дов преподавания, обес1печивающих достижение более высо
кого уровня логического развития учащихся, глубоких и проч
ных з1Нан.ий при более интен-сивных темпах прохождения 
ку~рса. Э110 возможно, если главной целью преп·одавания будет 
.достижение определенного уровня математического развития, 

максимально возможного для данного возраста. Для этого 
необходима специальная постановка преподавания, ибо ма-
1'ематическое развитие не является простым результатом 

приобретенных знаний и навыков. _ 
Методика преriодавания, учитывающая логический язык 

" ·изучаемои теории и логические знания учащ,ихся, приводит 

·к экономии врем~ни не за счет исключения из программы 

каких-нибудь специальных тем (возможно )1 это, но мы здесь 
не рассматриваем этот вопрос), а за счет более быстрого 
-прохождения курса, достигаемого благодаря лучшему пони
~анию учащимися изучаемого материала и делающего из

лишними дополнительные разъяснения и многократное реше

ние однотипных примеров. Последнее не надо понимать как 
,отрицание целесообразности: тренировки учащихся с целью 
приобретения важных для практики навыков вычислений, из
мерений, черчения и др._ Речь идет лишь о возможности зна
чительного сок·ращения числа тех однотипных примеров, ко

-торые часто решаются с целью достижения лучшего понима

ния теории. 

Глава 2. Формирование теоретико-множественных понятий 
у учащихся начальных классов 

§ 1. Совершенно очевидно, что неЛьзя успешно использо
·вать теоретико-множественные по~ятия в обучении матема
-тике без достаточной предварительной подготовк~ учащихся, 
~остоящей в формировании у них этих понятий и усвоении 
ими теоретико-множественного языка. Эта подготовка ока
жется тем осно.вательнее, чем раньше она начнется. 

Формиро~ание первых теоретико-множественных понятий 
на возможно более ранней ступени обучения имеет общеоб
разовательное и воспитательное значение, выходящее за рам

ки их применения к трактовке других математических поня-
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т.ий .. Отношения м_ежду М!lожествами· и операции над ними 
nредставляют собой конкретную интерпретацию логических 
отношений и оnераций: . ,,. ·. J 

от,Р.ицани€ высказыва~Ния - дополнение множества, 

дизъюнкция высказываний - объединение множествt 
конъюнкция ·в~1сказываний - пересечение множеств, 
импликация - включение одного множества в другое, 

правило силлогизма - транзитивность включения и т. д. 

НеС;омненно, что традиция ограничиваться в начальных 
классах лишь обучением учащихся алгоритмам четырех 
арифметических операций в настоящее время выглядит арха

, измом. С современной точки зрения обучение логическим 
" операциям в их простеишем теоретико-множественном истол-

ковании является не менее важной целью. 
Настоящая глава посвящена описанию системы упражне

ний для формирования первых теоретико-множест~енных по
цятий, которая была подвергнута автором эксперименталь
ной проверке в IV классе. 

Результаты проведенного эксперимента подкрепляют 
nредположение о возможности еще более раннего начала 
этой работы. 

§ 2. Система упражнений рассчи'fана на реализацию сле
дующей программы формирования первь1х представлений 
и понятий. 

«Множество (конечное, исключая пустое и единичное множества). 
Отношение принадлежности объекта к множеству и его отрицание. За
дание множества перечислением .элементов и описанием (с помощью ха
рактеристического свойства). 

Отношение включения и его отрицание. Подмножество. Равенство 
множеств. Выделение подмножества с помощью свойства. 

Дополнение множе.ства. Объединение и пересече.ние множеств. 
Составление множества всех упорядоченных цар элементов дацного 

множества. Выделение подмножества упорядоченных пар, удовлетворяю
щих некоторому отношению (>, =, <)». 

Предлагаемая система упражнений составлена та"Ким об· 
разом, что каждое новое понятие сна чала разъясняется на 

конкретных пр~мерах, взятых из уже знакомого учащимся 

жизненного опыта, затем эти понятия закрепляются при ре-

шении упражнений с числовыми множествами. · 
Все упражнения соста1влены на примерах дискретных, ко

нечных множеств (натуральных чисел). Это позволяет детям, 
пользуясь заданием множества с помощью перечисления эле

ментов, фактиче.скw определить, прйнадл.ежит или нет то или 
иное число да1н1Ному .м1ножеству чисел, включается или нет OJLН;O 

множество ·в другое. ОН'И в состоя.нии фак-гически .вы.пол.пять 
операции объедннения и пересечен1ия 1множеств, составлять 
дополrНе1ние одного М'Н'ОЖ•ест.ва до другого. 
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Усвоение этих отношений и операций на конечных мно-
u u 

жествах является подготовкои к их усвоению в дальнеишем 

на бесконеЧных множествах. 
Экспериментальная проверка строилась по следующей 

методике~ 

а) устное решен/Не у~пра,жнений ,с разъяснением понятий 
на ·жизненных примерах (разумее'Гся, без оп:ределений); 

б) устное и письменное реш,ение упражнений с использо
ванием уже ра.зъя,сненных понятий на примерах числовых 
множеств; 

в) провер.ка усвоения с помощью само.ст.оятельной ра-
боты. · 

Результаты серии ,самостоятельных проверочных работ 
овидетель1ствуют о хорошем усвоен/Ии учащимися в.сей про
гра,ммы. 

§ 3. Ниже приводится система упражнений (по два-три 
упражнения из каждого типа) со всеми разъяснениями, ко
торые давались учащимся в процессе решения, и некоторыми 

методическими комментариями и· выводами, следующими из 
проведенного экспе~имент а. 

01. Вам уже встречалось, наверное( слово «множество» (множество 
чего-то или множество кого-то). Множество чего вы видите в лесу, на 
ночном небе, на птицеферме, на первомайской демонстрации? 

В классной комнате также имеются примеры множеств. Какие? 
Приведите еще примеры множеств. , 
Какие примеры множеств имеются на- заводе, в поле, на аэродроме, 

в морском порту? Что вы видите на цветущей яблоне в саду? 

01.1. Эти вопросы не встретили затруднений у учащихся. 
Так, 'В лесу они отметиJ;IИ не одно, а несколько мноЖеств: 
множест,во грибов, множество ягод, м1ножество де9евьев, мно

жество птиц, множество листьев, иголок (в хвойном лесу). 
На вопрос, какие примеры множеств имеются в классной 
·комнате, они назвали множество парт, множество. учеников, 

u . 

множест,во тетрадеи, ручек, лампочек. 

02. В русском языке, как и в других языках, имеются специальные 
слова, обозначающие некоторые определеннь1е множества. Например, 
множество жителей одного города называют населением этого города, 
множество' птиц, держащихся вместе,-стаей, множество станков одного 
завода - станочным парком этого завода. 

Не знаете ли вы еще слова, обозначающие определенные множества? 
Как называют множество пионеров одного класса? Множество пионеров 
одной школы? · 

Какими словами обозначаются множество автЩdашин или тракто
ров, множество коров, 'Множество овец в колхозе? 

03. Мы говорим, что каждое дерево в лесу пр ин ад лежит мно
_.жеству деревьев этого леса. Если же какое-нибудь дерево не находится 
в этом лесу, то оно не пр и над л е,ж и т множеству деревьев этого 

леса. 
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Каждый житель города Могилева принадлежит множеству жителей 
этого города (населению города) .. Если же кто-нибудь живет в r. Минске, 
10, разумеется, он не принадлежит к населению города Могилева. · 

Какому множеству принадлежит каждый ученик IV-Д класса? 
Составьте предложение, в которое входили бы: 
а) имя ученика IV-Д класса и слова: «принадлежит» и «.множество»; 
б) имя ученика IV-Д класса и слова: «не принадлежит» и «мно-

жество». 

04. Запишем несколько чисел: 5, 2, В. 17, 13. 
Что образуют эти числа? 
Обозначим это множество буквой А и запишем его так: 

А : 5, 2, 8, 17, 13. 
Число 5 принадлежит множеству А, число 3 не принадлежит этому 

множеству. В дальнейшем для обозначения принадлежности числа 
к множеству чисел применим такой знак: « е », так что предложение 
«число 5 принадлежит множеству. fA» будем . писать так: «5 е А». Для 
обозначения непринадлежности, т. е. для отрицания принад..~ежности чис
.ла к множеству чисел, применим тот же знак, только перечеркнутый 

1 

« J », так что предложение «чис~о :i не принадлежит множеству А» за-
пишется следующим образом~ «3? А». 

Запишите, принадлежат или нет множеству А числа: 3, 4, 8, 10, 13, 
14, 15. 

04.1. Мы воздержались от обозначения множества с по
мощью фигур.пых скобок потому, что эксперимент был ограни
чен во .времени, и мы опасались концентрации больш1ого числа 
новых символов, к тому Ж1е применение фигурных скобок вы
звал,о бы излишнюю затрату времени. В обычных условиях 
можно вводить общепринятое обозначение. Введенный же· 
зн:ак' принадлежности и его отрицания дает экономию 

в записи. Это свойство .символов учащиеся быстро заметили 
и, когда при изучении отношения включения мы воздержа

лись от введения соответствующего символа, учащиеся обра
тились с вопросом, .нельзя ли включение одно:rю множества 

в другое обозначить знаком принадлежности. Когда им 
объясняли,' что отношен1и~е принадлежности объекта к мно· 
жеству и от.ношение включения одного множества в дру

гое - разные отноше,ния и поэтому нельзя их обоз.начать 
одним и тем же внаком, некоторые учащиеся предложили 

обозначить .включение ~каким-нибудь другим знаком. 
Учащиеся уже заметили одно .пр·еимущество символики -

краткость записи, дающую экономию места и времени. Они 
хорошо восприняли применение символических обозначений, 
запомнили начертание и смысл символов. 

Мы также воздержались на этом этапе от введен~я тер
мина «элемент множества». 

05. В предыдущем упражнении (04) мы задали множество чисел пе· 
речислением всех чисел этого множества. Можно также задать множест
во чисел, назвав свойство, которым обладают все числа этого множества 
и не обладают никакие другие числа. Например, вместо того, чтобы пе
речислить числа: 1, 2, 3" 4, 5, 6, 7, 8, 9, можно сказать, что задано мно
жество всех однозначных чисел и, обратно, по свойству однозначности 
можем перечислить все числа, обладающие этим свойством. 
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.. Запишите все числа, nрииадлежа1Q1Н!:· 
а) множеств:у четных еднозначных чисел; 
б) множеству нечетных однозначных чисел; 
в) множеству однозначных чисел, делящихся на 3; 
г) мнО*<еству чисел, меньших 30 и делящихся на 4; 
д) "'llВожеству АВузначиык .Ш'!сеп:-, делящихся на 5; 
е) множеству оста'FКов, которые могут получиться при делении лю

бого чнсла на 5, на 6, на 1 О. 
06. Возьмем какое-нибудь число, -напрнмер 18. Любое Чцсло, на ко

торое чнсло 18 делится без остатка, называется дел и теле м числа 18. 
Запишите множество всех делителей· чнсла 18, числа 24, чнсла 48. 
07. l(ак можно назвать (с помощью какого свойства можно описать) 

множества:. 

А: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; 
В: 1, 3; 5, 7, 9; 
С: 2, 4, 6. 8; 
D: 1. 2,. 3, 4. 5, 6? 

07.t. Вопрос 07 допускает неоднозначные ответы. На
пример, множество D некотор'ь1е учащиеся назвали множест
вом первых шести однозначных чисел, другие - множеством 

всевозможных остатков, которые могут получиться при деле

нии любого числа на 7. Мы замети_ли, что оба ответа пра
вильны, так как при делении любого· числа на 7 остатками 
могут быть первые шесть однозначных чисел. 

08. l(аждый ученик IV-.ll кл.асса является также н учеником СШ 
No 2. Является ли каждый уч'еник СШ № 2 учеником IV-Д класса? Поче
му не является? 

В таком случае говорим, что множество учеников IV-Д класса 
включает с я в множество ·учеников СШ No 2, а множество учеников 
СШ No 2 н е в кл ю ч а е т с я в множество учеников IV-Д класса. 

То множество, которое· включается в другое, называется также его 
под множеств ом. Таким образом, множество учеников IV-Д класса 
является подмножеством множества учеников СШ No 2. 

Рассмотрим такне два множества: множество жителей города Моги
лева и множество жителей БССР. l(акое из этнх двух множ.еств вклю
чается в другое или является его подмножеством? В какое другое мно
жество включается множество жителей БССР? Укажите какое-нибудь 
подмножество множества жителей города Могилева. 

Прнведите примеры двух множест_в, чтобы одно включалось в другое 
(чтобы одно было подмножеством другого). 

09. Даны два множества чнсел: 
А: 1, 4, 2, 3, 6, 7 н В: 3, 1, 4, 7. 
l(акие числа нз множества В принадлеж<;~т и множеству А? Есть ли 

в множестве В чнсла, не принадлежащие множеству А? Есть ли в мно
жестве А числа, не принадлежащие множеству В? Можно ли сказать, 
что какое-нибудь нз этнх множеств включается в другое? l(акое нменно? 
Почему нельзя сказать, что множество А включается в множество В? 
l(акое цз этих множеств я&ляется подмножеством другого? 

10. Укажите, какое из двух .множеств включается в другое: 
а) А: 3, 5, 1; В: 1, 2, 3, 6, 5, 8; 
б) А: 2, 3, 7.. 6, 5, 1; В: 1, 4, 2, 5, 8, 9; 
в) А: 5, 1, 2, 4, 3; В: 1, 2, 3, 4, 5. 

В последнем случае (в) множество А включается в множество В 
и множество В включается в множество А. 

Это значит, множества А н В состоят нз одних и тех же чнсел. 
В таком случае они называются р а в н ы ми, и мы пишем А = В. 



Приведите примеры двух множеств чисел, чтобы~ 
а) первое включалось во второе, но второе не включалось в первое; 
б) ни одно не включалось в другое; 
в) первое ~ключалось во второе и второе - в первое. . ,,.:- ~ -
11. Даны четыре множества: пионерская дружина СШ No 2, пионер:. 

ский сrгряд № 17 IV-Д класса, пионерская организация БССР и пионер
ская организация города Могилева. Назовите эти множества в таком 
порядке, чтобы первое включалось во второе, второе - в третье и ·третье -
в четвертое. 

12. Даны четыре множества чисел:. 
А: 2, 1, 3, 4, 5, 6, 8; 
В: 1, 3, 2, 4; 
С: 5, 6, 8, 2, 9" 1, 3, 4; 
IJ: 5, 4, 3, 2, 1. 

Расположите эти мно.жества в таком порядке, чтобы первое было 
подмножеством второго, второе - подмножеством третьего и третье -
подмножеством четвертого. 

13. Даны два множества: А: 1, 2, 3 и В: 1, 2, 3, _4, 5: Какое из этих 
множеств включается в другое? Допустим, что какое-то третье множест
во С таково. что множество В включается в множество С. Что еще тог
да можно сказать о множествах А и С? Как вы нашли, что и мно:Жест
во А включается в множество С? 

Имеется некоторое множество Е, такое, что ни одно число из мно
жества В не принадлежит множеству , Е. Что тогда можно сказать 
о множествах А и Е? Как вы узнали, что ни одно число из множества А 
не принадлежит множеству Е, хотя вы не знаете, из каких чисел со
стоит множество Е? 

14. Даны два множества чисел: 
А : 2, 1, 3, 5, 4, 7, 9, 6, 8; 
в : 1, 3, 9, 4, 8. 

Каким является множество В по отношению к множеству А? 
Составьте множество С всех чисел, которыми нужно дополнить мно

жество В·, чтобы получить множество А. 
Множество С называется д о п о л н е н и е м множества В до мно

жества А. 
Приведите 

включалось в 

:множества А. 

примеры двух множеств чисел А и В, чтобы множество А 
множество В и составьте дополнение множества В до 

15. Дано множество чисел: А; 1, 4, 3, 2, 5, ·9, 8, 12, 15. Буквой «Х» 
Gбозначим всякое число этого множества. Составьте множество В всех 
чисел, которые удов{lетворяют условию х < 5, т. е. прн подстановке каж
дого из них вместо х получается истинное высказывание (например, 1 < 5). 
Чем является множество В по отношению к множеству А? Составьте 
дополнение множества В до множества А. 

Выделите из ~ножества А подмножество тех чисел х, которые удов
летворяют условию х < 7. Составьте дополнение этого подмножества до 
множества А. Каким свойством обладают числа этого дополнения? 

15.1. Учащиеся не были знакомы со знаками отношений 
<~меньше» и «больше». Перед решением упражнения 15 мы 
сравнили некоторые числа, установили, какюе из двух чисел 

меньше, какое бо.JJ.ьше, и ввели сим1вол·ичесюие обозначения 
« < » и « > ». Учащимся также было предложено поставить 
отсутствующий зна1К в предложениях: 

а) если 3 <а, то а ... 3; 6) если 5 > Ь, 'I'O Ь ... 5; в) есл1и а < 3 
и 3 < Ь, то а ... Ь; г). если х > 7 и 7 >у, т.о х ... у. 



16. Имеются два списка: список учащихся IV-Д класса, которые хо
рошо поют, назовем его списком А, и список учащихся IV-Д класса, ко
торые хорошо танцуют, назовем его списком В. 

а) Требуется составить список учащихся IV-Д класса, которые поют 
или танцуют (хотя бы одно из двух). I(ак вы составите этот список, имея 
списки А и В? 

б) Требуется составить список учащихся IV-Д класса, которые 
-и поют ·и танцуют. Как вы составите этот список, имея список А уча
щихся, которые поют, и список В учащихся, которые танцуют? 

16.1. Отвечая на вопрос 16 а, учащиеся говорили, что для 
составления 1описка тех, .кто поет или танцует, надо выписать 

все фамилии из сп·иска А и добавить к ним фамилии учащих
ся из списка В. На вопрос, скольrоо раз запишут в новом 
списке фамилию ученика, который числится и в списке А 
и в списке В, учащиеся ответили правильно. и, таким обра
зом, был уточнен порядок составления нового •описка: выпи
сы·вают все фамили1и учеников :из списка А и д:ополняют их 
теми фамилия.ми из спи9ка В, которых ~нет в А. На ~вопрос, 
нельзя ли иначе составить новый ·список, учащиеся предло
жили выписать сначала ~все 'фамилии из спиока В и добавить 
к ним те фа1милии из описка А, которых нет в В. 

Отвечая на ~вопрос 16 6, учащие,ся говорили, что для со
ставления спис.ка тех, кто и поет и танцует, они ~выпишут те 

фамилии, К:оторые числ)ят.ся и в списке А и .в списке В. На во
прос, жак найти все такие фамилии, учащиеся пред.Ложили 
взять по порядку каждую фамилию из списка А и проверить, 
нет ли ее в спи.ске В. Если есть, то ее за~писывают в новый 
список (тех, кто поет и танцует), если этой фамнлии нет 
в списке В, то ее не записывают в новый список. Здесь также 
выяснилась возможность проверить по порядку каждую фа
милию из 1списка В, нет ли ее 1В списке А. 

-

17. Даны два множества чисел~ 
А : 1, 2, 5, 6, 4 и В : 8, 2, 6, 9, 5, 10, 7. 
а) Составьте множество всех чисел, принадлежащих множеству А 

или множеству В (хотя бы одному из них), причем, если число принад
лежит и множеству А и множ.еству В, запишите его один раз. 

Это новое множество называется о б ъ е д и н е н и е м множеств 
А и В и обозначается знаком «А U В». 

б) Составьте множество всех чисел, принадлежащих и множеству 
А и множеству В. · 

Это множество называется п е р е с е ч е н и е м множеств А и В 
и обозначается знаком «А П В». 

18. Имеются два списка учащихся: список А учащихся IV-Д класса, 
являющихся читателями школьной библиотеки, и список В учащихся 
IV-Д класса, являющихся читателями городской библиотеки. 

а) К:ак можно озаглавить список, составленный с помощью объеди
нения множеств А и В? 

б) К:ак можно озаглавить список, составленный с помощью пересе
чения множеств А и В? 

в) I(ак узнать, какие ученики IV-Д класса не беру'~; книг ни в школь
ной, ни в городской библиотеках? Какими способами можно составить 
этот список? 



19. Запишите множество А всех делителей числа 18 и множество В 
всех делителей числа 24. · 

Составьте пересечение этих двух множеств. · 
Мы получили множество всех о б щи х д ел и т е л е й чисел Hf' ". 

и 24. Назовите наибольший общий делитель этих двух чисел. 
20. nусть А - множество делителей числа 18, 

В - множество' делителей числа 24, 
с - множество делителей числа 30. 

Найдите множество (А nB) ПС, т. е. сначала найдите пересечение 
ыножеств А и В, затем пересечение этого множества с множеством С. 

Найдите множество А n (В n С), т. е. сначала найдите пересечение 
множеств В и С, затем пересечение множества А и этого множества. 

Что можно сказать о множествах (А П В.) П С и А П (В П С)? Как 
можно назвать это множество? (С помощью какого свойства можно 
описать это множество?) 

Назовите наибольший общий делитель чисел 18, 24, 30. 
21. Пусть дано множество чисел А: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Выделите из 

этого множества подмножество В чисел х, удовлетворяющих усло
вию х > 3. Назовите все числа, принадлежащие дополнению множест· 
ва В до множества А. · 

Выделите из множества А подмножество С чисел х, удовлетворяю
щих условию х < 7. 

Как найти множество чисел, удовлетворяющих хотя бы одному из 
УСЛОВИЙ ·Х > 3 ИЛИ Х < 7? 
. Как найти множество чисел, удовлетворяющих обоим условиям· 
х > 3·и х < 7? 

21.1. При решении у~пражнения 21 мы применили следу-
ющую запись: 

А ; 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 
В (х> 3): 4, 5, 6, 7, 8. 
С (х < 7): 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
BUC (х > 3 или х < 7): 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 
в n с (х > 3 и х < 7): 4, 5, 6. 

Затем была :построена геометрическая модель множеств 
А, Bt С1 В U С и вn С с помощью множеств точек на прямой. 

А f ё З 4 5 б 7 8 

вrx~JJ 4 5 б 7 8 

С{х<-7) 1 2 З 4 5 б 

вис 1 2З45б76 

влс " s о 
Рис. 2. 

От начальной тюч&и на п.ря·мой откладываем вправо 
(рис. 2) отрезки в 1" 2, 3, 4, 5, 6, 7 и 8 см и отмечаем полу
ченные точки соответствующими числами. Получаем множе
ст1во А точек на прямой. (Говорим: точка 1, тючка 2 и т. д.). 

ПодмножесТ!ву В принадлежат в·се те точки этого М'Ноже
ства, которые лежат :Правее точки 3. Выясняется, ка1кие Тtочки 
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множества А принадлежат ~подмножеству С, как получить из 
м.ноЖеств точе1к В и С их объединение и пересечение. 

21.2. Необходимо отметить особое значение )'iПражнений 
типа 21. В у;пражнениях этого типа: а) устана·вл1ивается 
свя.зь объединения множест1в с дизъюнкцией вы_сказы1ваний" 
выражающих характеристические свойства этих множеств" 
пересечения множеств с конъюнкцией этих высказываний; 
б) вырабатываеТ~ся понимание решения неравенства и систе
мы неравенств в заданном множестве чисел; в) геометриче
ская модель, заменяющая множество чисел множеством то

чек прЯ'мой, содейсТ~вует лучшему пониманию операций объ
едиления и пересечения множеств. 

22. Дано множество, состоящее из трех цифр (однозначных чисел): 
l, 2, 3. Составьте всевозможные двузначные числа, которые можно запи
сать с помощью этих цифр. Сколько вы получили таких двузначных 
чисел? 

Чтобы не. ошибиться и получить все требуемые двузначные числа" 
выпишем эти числа в столбиках в следующем порядке: в первом столби
ке запишем все двузначные числа, имеющие цифру десятков 1, во вто-

··--... ром - все числа с цифрой десятков 2, в тре

' 

тьем - все числа с Цифрой десятков 3. I lолу
чаем три столбика по три числа в каждом" 
т. е. всего 9 двузначных чисел, образованных 

4 из цифр 1, 2, 3. 
llf. 21./. J4 44 

Составьте таким же способом все дву-
3 вначные Числа, которые можно записать с по

IJ 2J JJ 4J 

мощью цифµ 1, 2, 3, 4. Сколько их? 
2 Покажем еще один способ составления 

12 22 J2 Ч.2 

всевозможных двузначных чисел, которые 

t можно записать с помощью цифр из данного 
множества, например l, 2, 3, 4. 

11 21 J! Ч./ 

Проведем две прямые под прямым углом: 
f 2 З 4 - одну горизонтальную, другую вертикальную 

(рис. 3). Первую назовем горизонтальной 
Р и с. 3. осью, вторую - вертикальной осью. От точки 

пересечения отметим на каждой из этих осей 
на равных расстояниях в l 'см (на горизонтальной оси вправо) на вер
тикальной - вверх) точки 1, 2, 3. 4. Через отмеченные точки на гори-. 
:-юнтальной оси проведем вертикальные прямые, а через отмеченные 
точки на вертикальной оси - горизонтальные прямые. Каждой вертикал:r.
ной и горизонтальной прямой присвоим номер, равный отметке той точ
ки оси, через которую проходит эта прямая. Получилась решетка. Точки, 
в J{оторых пересекаются вертикальные и горизонтальные прямые, назовем 

узлами решетки. Каждому узлу присвоим имя, дадим название в виде 
двузначного числа, составленного следующим образом: цифрой десятков 
служит номер вертикальной прямой, а цифрой единиц - номер горизон
тальной прямой, проходящих через данный узел. 

Отметьте таким способом все узлы решетки (поставьте около каж~ 
дого узла его имя). 

23. Нарисуйте решетку для множества цифр; 1, 2, 3, 4, 5. Сколько 
узлов имеет эта решетка? Скодько всего двузначных чисел можно запи·. 
сать с помощью заданных цифр? Отметьте узлы решетки соответствую· 
щими двузначными числами. 
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Нарисуйте еще одну т~ку~е же решетку и отметьте на ней только те 
узлы, и:мена которых составu11ены из одинаковых цифр (число десятков 
равно числу единиц). . ,.. $ -

Нарисуйте еще одну такую же р.ешетку и отметьте на ней только 
те узлы, в которых: 

а) число десятков меньше числа единиц; 

6) число десятков больше числа единиц; 
в) цифра десятков· - 1; 
г) цифра единиц - 1; 
д) цифра десятков или цифра единиц - 1; 
е) цифра десяfков и цифра единиц - 1. . 
Что представляет собой множество отмеченных узлов в примере ( д) 

по отношению к множествам отмеченных узлов в примерах (в) и ( г )? 
Что представляет собой множество- отмеченных узлов в примере ( е) 

по отношению к множествам отмеченных узлов в примерах (в) и ( г)? 
24. На решетке, соответствующей множеству цифр 1, 2J 3, 4, 5, 6, 

отметить: · 
а) узлы с четными названиями; 
6) узлы с названиями, делящимися на 3. 
Как из этих двух множеств получить множество узлов, названия кото

рых делятся на 6? 

22-24.1. В упражнениях типа 22-24 заложена важная 
идея образ.ования множества в·севозможных упорядочен,ных 
пар элементов да:нноrо множества (если данное множест
во - М, то множество всевозможных пар элементов из М 
обычно обозначается 1символом М ХМ и называетсядекарто
nым множеством, соответст,вующим множеству М) и выделе
ния подмножест.в этого множества пар .с помощью различных 

отношений. Эта идея лежит в основе теоретико-множествен
ной трактовки понятий отношения и функции. 

Использованная в эт~их упражнениях решетка представля
ет собой по существу результат применения коррдинатного 
принципа для точек плоскости с натуральны.ми координатами 

из данного конечного множества натуральных чисел. 

Представление о конечной решетке оодей·ст.вуют форми
рованию понятия о бесконечной решетке, соответст.вующей 
всему множеству ·натуральных чис·ел, а затем и целых чисел. 

С введением ~новых чисел решетка будет уплотняться 
и в конце концов заполнит всю плоскость, когда каждой 
точке плоскост~и будет сопоставлена упорядоченная пара ве
~цестввнных чи·сел, или :ко1м1плек.сное число. 

Выделение раз.лич1ных подмножеств узлов решетки содер
жит в себе важные идеи графического изображения функций 
и граф:ического решения неравенсТ~в. На•пример, отмечая узлы, 
в которых число десят.коt равно числу единиц, мы по суще

ст.ву нашли график ... функции у= х, определенной на множе
стве чисел: 1. 2, 3, 4, 5; отмечая узлы, в которых число де-· 
СЯТiков мень.ше числа единиц, мы решили неравенство х <у 
в ·М~ножест.ве чисел 1, 2, 3, 4, 5, так как нашли все точки, коор
динаты ~которых удовлетворяют этому неравенству. -
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25. Следует отметить, что приведенная система упраж
нений характеризует начальный этап работы по формирова
нию теоретико-~множественных понятий у .школь1ников. По
этому .мы воздержались ~на этом этапе от всего, что М1огло 

бь1 затруднять учащихся овоим отличием от обычного пони-
" ма1ния вещен, .например от раоом<>трения единичного .и пусто-

го множест.в, ибо эти понятия противоречат обычному 'ПОНИ
манию термина «м1ножество», :на который мы ссылались. 

25.1. Приведен1ный nеречень упраж·нений, разумеется, 
" не исчерпывает все типы упражнении, которые можно решать 

на этом этапе, а содержит лишь основные. Эффективность 
приобретенных учащимися сведений зависит. от того, ка1кое 
они применение и расширение получат при дальнейшем обуче
нии в V-X классах. 

§ 4. В нек!@торых из !Приведенных выше (§ 3) упражне
ний применяется бук·ва х для обозначения про:иэвольного 
числа из некоторого задан.ного м.ножества. По .существу бук-
вой ·обоэначается не са.мо ч~·сло, а то .место в математиче
ском тек1сте, куда можно подставить -имя ~прои:звольного 

числа из некоторого множесmа. В такюм ·СЛ'уча·е говорим, что 
буквой обозначается переменна я длЯ чисел, или ч и с" 
л о в а я п е р е 1м е н н а я. 

· К достижениям современной логики несомненно относит-
" ся и уточнение понятm:я .переменнои, ее ·РОЛ1И как ·важного 

сред·ства математического языка для вь1ражения общих пред-
" ложе нии, относящихся ко всем элементам ·некоrорого ~мно-

жества. 

Недостаточность изучения математического языка как 
один из существенных дефектов традиционной метод:Ики пре
подавания состоит, в час11ности, .в том, ч110 не достигается 

формирования у учащихся правильного понятия о пере-
" ' меннои. 

Раоота по формирова1нию Э'ГОГо понятия должна ·вестись 
параллельно с .работой по формированию :nервых теоретико-

" .множественных понятии у учащихся, начальных кдассов. 

Ниже при.водит.ся ю.писание одного из возможных вариан
тов начала Э'I'оЙ работы. 

01. Рассмотрим два высказывания: «Ученик Иванов получил сегодня 
оценку 5» ( 1) и «Ученик Петренко получил сегодня оценку 4» (2). . 

Что можете сказать об этих высказываниях? 

Термин <<~высказы·вание» мы ~применяем здесь для обозна
чения интуитивно цсного понятия предложения, в котором 

«чrо-то о ком-т·о или о чем-то высказываем». . 
Опыт показывает. что еще . до постановки вопроса, как 

только учитель записал на доске оба предложения, ученики 
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сразу же говорят «невернр, ч-,,о Петренкч пЬJ)учял '4»,, «а Пет
ренко 1не получил 4». «его .не вызЬl!Вали» и т. д. 

Таким образом устана1вливают. чrо высказывание ~1) ~ .. 
верно, или и ст и н н о, а высказывание (2) неверно, или 
л о ж но. (Тер1МИ1НЫ «·ИСТИННО» и «Л1ОЖ·НО» как синонимы для 
«.верно» и «·неверно» могут быть введены и немного позже.) 

02. Учитель записывает на доске следующие высказывания: 

3 + 5-: 8, (3) 
3 + 6 = 8, (4) 

" и спрашивает: «Что можно сказа.ть об этих высказываниях?:. 

Очень важ.но научить учащих,ся видеть ,в записях ·,вида (3) 
и (4) и других именно вы.ражения ·высказыва·ний на матема
тическом языке. так же 1как в за1Писях ·вида ( 1) и (2) -. вы- · 

" ражения высказы·вании. на не.математическ:ом языке. 

После тоnо. как учащиеся (·разумеется, без всяких затруд
нений) определят, что вы·сказы·вание (3) истинню. а ( 4) /IОЖ
но, учитель за1писы·вает напротив (3) слово «истинно», на
протИtв (4) - <<.ЛОЖНО». 

03. На доске появляется запись: 
«Ученик . • . • . . • • получил сегодня оценку 5:. (5). 

На вопрос учителя, истинно или нет это высказывание. 
учащиеся обычно отвечают: «А ·кВ!кой ученик?», «Вы 1не запи
сали фамилию ученика» и т. д. 

Таки~м образом, они приходят к ·выводу, чrо о таком пред
ложении с «пустым местом» нельзя сказать. что выраженное 

в нем верно или неверно (истинно или л·ожно). В нашем слу-. 
чае (5) мы з.наем, что вы1сказывается («!Получил ~сетодня оцен
ку 5»), но не знаем, о ком высказывается. Поэтому предло
жение (5) пред·ставляет собой 1не высказывание, а лишь 
«фор1му» для высказывания. Если ~в этой форме за[lолнить 
пустqе мec"flo, ПQдставив фамилию какого-ни6у~ь ученика. 
получим высказывание истинное или ложное, смотря по 

тому, действительно ли получил оценку 5 ученик, фамилию 
которого подставили. 

04. Истинно или ложно равенство: 3 + ... = 8? (6). " 
Подставьте на пустое место числр так, чтобы получилось истинное 

высказывание (истинное равенство), ложное высказывание. Можно ли 
подставить кроме числа 5 другое число, чтобы получить истинное вы-
сказывание? • 

Таким образо~, выражение «3 + ... = 8» тоже представля
ет собой, как и ( 51, ли1шь форму для выскаэы1вания. После 
того как подставляем на пустое место число 5, получаем 
истинное выс1казывание: «·сумма чисел 3 и 5 равна числу 8»; 
если же подсrа:ВитЬ другое число, например 6, получ·аем лож
ное вы.сказывание: <<еу1м1м~ чисел 3 и 6 равна числу ~». 
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05. Опустим в форме для высказывания (5) цифру «Ь» и поставим 
вместо нее точки. Получим новую форму для высказывания с двумя 
пустыми местами: 

· «Ученик .""."" получил сегодня оценку .""» (7). 
Из слов, которые остались в этой форме, понятно, как ее надо запол
нять: на первом пустом месте разрешается записать фамилию ученика, 

на втором - одно из чисел l, 2, 3, 4, 5, обозначающих оценки, которые 
ученики могут получить за свои ответы или письменные работы. При этом 
могут получиться как истинные, так и ложные высказывания. 

Заполняйте эту форму так, чтобы получилось истинное высказывание, 
ложное 1;3ысказывание. 

06. Игра «Заполнение формы с закрытыми глазами». Для этой игры 
можно использовать форму для высказывания (7). Заполнение формы 
«с .закрытыми глазами» состоит в том, что один ученик ·заполняет пер

вое пустое место, а второй, не зная, как заполнено первое место, запол-
няет второе пустое место. · 

Эту же игру затем целесообразно провести и на математическом 
предложении с пустыми местами, например: 3 + ." = .", где на первое 
место (слева от знака равенства) разрешается подставить любое число 
из множества А: 5, 6, 7, 8, 9, 1 О, а на второе место - любое число из 
множества' В: 13, 12, 11, 10, 9, 8. 

По окончании этой игры м·ожно замет1ить, что из полу
чаемых заrполнением фор1мы «с заюрытыми глаза1ми» выаказы
ваний пода1вляющее боль.шинство л1ожны. Поэтому для полу
чения истинного выоказывания форму заполнять подобным 
образом ·нельзя. 

'01. Что можно сказать о каждом высказывании: 
3 + 4 = 4 + 3; 3 + 5 5 + 3; 3 + 6 = 6 + З; 3 + 7 = 7 + 3? Выпишем 
сначала общее для всех этих записей, а то, чем они отличаются, опустим 
и заменим точками. 

Получаем следующую форму для высказываний: 

3 + ". = ." + 3. 

Если в этой форме подставить любое число, одно и то же слева 
и справа от знака равенства, _то получим истинное высказывание, верное 

равенство. 

·· Очевидно, если вместо числа 3 подставить любое другое число, полу-
чим верное равенство. Но если и вместо числа 3 оставить «пустое ме
сто», то получим форму: « ... + ." = ... + ".» и не будем знать, на какие 
пустые места надо подставлять одно и то же число, а на какие - раз

личные числа. Поэтому лучше по-разному изобразить пустые места, 
на которые подставляются различные числа., Например, полученную выше 
форму можно изобразить так: 

о+о о+о, 

где в пустой «квадратной коробке» по..дставляется одно какое-либо число, 
только одно и то же в каждой квадратной коробке, а в каждой «Круг
лой коробке» - тоже одно и то же число, например: 

\ 5_\ + <!> = (7J + 15 \ . 
В математике для большего удобства вместо пустых «коробок» раз

ной формы применяются разные буквы. Например, полученную выше 
форму для высказываний записывают так: а + Ь = Ь + а или с помощью 
каких-нибудь других букв, например:' х + у = у + х. Буквы а, Ь, "., Х1 у,". 
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называются пере м е н_н ы ми, а числа, названия которых можно под· 

ставить вместо этих букв,- их· з н а ч е н и я м и. 
08. Рассмотрим форму для высказываний (предложение с перемен· 

н<>й> 7 + х = 12 на множестве А: 6, 7, В,· 9, 10, т. е. значениями перемен"· ,r • 

ной х щшяются числа из множества А. 
Обращается ли это предложение при каком·либо значении перемен· 

ной х в истинное высказывание? Если же рассматривать это предложе
ни:е на множестве В: 1, 2, 3, 4, 5, 6, то при каком значении переменной х 
оно обратится в истинное высказывание? 

09. Рассмотрим предложение «Х < 7» на множестве А: 3, 4, 5, 6, 7, 
8, 9, 10. Заполните следующую таблицу, обозначив «истинное высказыва· 
ние» через «И», а «ложное высказывание» через «Л». 

Какое чисJю 
подставляется 

вместо х? 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

Результат подстановки 

3<7 

10 < 7 

Какое высказывание 
получается - истинное 

или ложное? 

и 

л 

10. Заполнить ·такую же таблицу, как в 09, для предложения 
<<Х > 3» на множестве В: l, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

Как видно, вместе с началом формирования понятия пе
ременной описанная работа 1содержит и начало фор1мирова
ния понятия об уравнении и неравенстве, но это лишь начало, 
J<оторое должно найти в процессе дальнейшего обучения пра
вильное развитие. 

Глава 3. Применение и дальнейшее расширение теоретико" 
множественных понятий при изучении числовых множеств 

§ 1. Число - осно.вное понятие математики как науки 
п как учебного !Предмета в школе. 

Развитие понятия числа в сознании учащихся в некото
рой степени повторяет историчес1кое раз-вит.не, которое это 
понятие прошло в течение тысячелетий, начиная с первых 

шагов пра1ктической деятельности людей, когда фор мирова
лось понятие натурально!iо· числа, как отражение простейших 
потребностей этой деятельнос'f!И. 

Вполне ecтecTBeJ:IHO, что и современное учение о _числе 
базиру~тся fk1 арифметике натуральных ЧИfеЛ. 

Множест,во натуральных чисел описы,вается аксиоматиче
ски. (Аксиоматика арифметики натураль·ных чисел будет 
раосмотрена во второй ча1сти.) 
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Дальнейшее развертывание учения о числе состоит в по
следов·ателоком расширении множества нату1ральных ч~сел 

по следующей схеме: N се cR cD сК, 
где N - мнюжест·во натуральных чисел; 

С - множество целых чисел; 
R- М·ножество рациональных чисел; · 
D - множество вещественных чисел; 
к - МНIОЖеСТВQ КОМ'ПЛеJ\1СНЫХ чисел. 

(Современное учение о числе не ог.раничи1Ваеrея множеством 
КQм·плексных чисел, раооматривая еще и гиперкомплексные 

·системы.) 
Множе1сТ·ВО натуральн.ых чисел служит фундаментом, 

на КiоторQМ ·строятся все другие 1множест.ва: Это ПQстроение 
удовлетворяет четырем условиям. · . · 

Пусть М!Н.Ожество А ра·сширяет-ся до множества В, ТQгда 
эти четыре условия ·сформул.ируют·ся сл·едующи1м образом:. 

1. МнQжоство А есть подмножество множества В (А СВ). 
2. Все операции и отношения элементов из А определены 

та1кже и для эле1ментов' множес11ва В, причем их омыс.п для 
элемен'f~ов мз А, .ра.осматриваемых уже как элементы расши
ренного множества В, должен совпадать с тем, какой QНИ 
имели ~в множест·ве А до расширения. 

3. В множестве В выполнима операЦtия, которая невып.ол
нима или не всегда 1вьmолнима в 1множест·ве А. (В этом усло
вии заключена основная цель расширения множества А.) 

4. Расширение В ДQЛЖно быть мин,имальным среди в·сех 
расширений множества А, у.довлетв·оряющ11х условия·м 1-3, 
т. е. та:к~им, чтобы не существовало никакое под:маожест.во В, 
содержащее А и удоnлетворяющее тем же у.словия1м. (Исходя 
именно из условия 4, _отражающего л1оnическую завершен
ность схемы 1ра1оширения. множество натуральных чисел рас-

. " 
ширяется д·о целых, а н.е оразу до рациональных и.ли деист-

вительных чисел.) · 
Конст.рукц.ия ра1ош.ирения числового множес'flва может 

быть осуществлена различными путями. Одна из идей, лежа
щих ·в основе Э1'ИХ конструк~ий, получила. название те о р и и 
пар. 

Согла.сно этой идее, целое ~исл10 определяе'Гся как пара 
натуральных чисел (1их разность), ~рациональнQе число--: как 
пара целых чисел (их частное), . вещественное число - как 
па:ра классов рациональных чисел (сечение), компле:&сное 
число- как пара вещ.ественных чисел (а, Ь) =а+ Ы (всю
ду под «парой» имеется в виду «упорядоченная пара») .1 

§ 2. В установившейся школьной практ.ике до сих пор 
сохраняется историческая последовательность разiВития поня-

1 И. В. П р о с к у р я к о в. Понят» я множестваt группы, кольца и по· 
ля. Теоретические основы арифметики.' ЭЭМ, кн. 1. М., 1951. 
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тия ч1ис.ла, отличающая1ся. от приведенной выше сх~мы тем, 
что др,оби истор·:ичес~и ·появились намного раньше отрица
тельных чнсел. Уже древнегреческие 1математи.Кiи пользраа=, .r • 

лись IIJ.оложительным.и дробями, в то время КЭiк многие мате
матики XVI в. не признавали еще отрицательных чисел. 
И1апра1влением ис~орической схемы раз1вития понятия q.ис

ла достигнута ббльшая Логическая .стройность с. точки ~,рения 
алтебра.ичеакой структуры, оrrределяемой в числовых множе
ствах операциями сложения и умножения. Первая введенная 
в множестве нату1ральных чисел операция - сл1ожение. Рас
ширением множества .натуральных чисел до мно:щества це

лых чисел получаем группу (С,+] целых ЧJИсел относитель
но. сложения. 

Возни.кает ~вопрос: нельзя ли привести в 1соответствие схе
му развития п1онятия числа в школьном курсе с развитием 

эт.ого 1понятия в современной науке? 
Школьная схема обычно обосновывается педагогически

ми соображениями, исходящими из 'I'Ого, что понятие дроби 
(положительной) доступнее 1пониманию учащихся, чем поня-_ 
тие отрицательного числа. Вообще, соображения п·сихолоrо· 
педа:гогичеако.го порядка, ка1сающиеся досту1пности учебноrо 
материала, могут неоо.мненно служить достаточным основа-· 

нием и для отклонения в школьном преподавании от логикк 
" научнои системы. 

Однако н данном случае в·ряд ли такое от~клонение оправ
дано. Его можно оправдать, если главное внимание в обуче
нии уделять отдельному числу; а не 1структуре ч.ислового

множесТва. Неправильное определение большей до·ступности 
дробей связано здесь с тем, что традиционная методика счи
тает .предметом •из~ения дроби, а не множество пол·ожитель
ных рациональных чисел, отрицательные числа, а не множе

ст~во целых чисел. В дейсrnи·тельност.и же, изучая отношение 
порядка и операции, мы изучаем С'Г'руктуру множества и до-

" " ступность определяется простотои этои 1ст,руктуры. " 
В нашем 1случае структура множества целых чисел проще 

ст.ру,ктуры мно!f{ества положительных рац,иональных чисел" 

так как первое - дискретное \множест.во, а второе - плотное~ 

Когда говорят, что дробь легче представить наглядно 
с помощью различных пособий, то уместно спросить: чт.о на
гляднее ·изображается с помощью точек -прямой - дискрет
ное множество целых чисел или Ж·е плотное, но не непрерыв

ное множество рациональных чисел? К тому же следует 
иметь в виду, что яменно изображение Ч'Исел точками прямой 
является наиболее важным наглядным пособием при :Изуче
нии ЧИСЛОВЫХ МНОЖес'ЛВ. 

В последнее время разрабаты:вается методика и проводит
ся экапери1ме·нтальная работа по введению ·в школьном 

41 



'Обучении отрицательных чисел раньше дробей. Весьма инте
ресный эксперимент пр,оводится в настоящее время К:. И. Неш
ковым в СШ № 444 г. М·осквы, где в IV классе отрицатель-
ные числа изучаются раньше дробей. · 

§ 3. Усовер·шенствование ·методики изучения .числовых 
множ~ств предполагает применение и дальнейшее расшире
ние теоретико-множественных понятий, имеющихся уже 
у учащихся в результате .предшествующей .подготовки. 

Ра1ссмотр·и1м следующие вопросы: 
А. Разъяснение идеи развития :понятия числа. 
Б. Изучение свойств структуры числовых множеств. 
В. Изучение отношений между различны1'!и числовыми 

множествами. 

А. Описанная выше (§ · 1) общая схема расширения дан
ного числового множества предполагает построение нового 

множества, содержащего в качестве подмножества данное 

множество (вообще множество, изоморфное данному). 
Этот путь раоширения числового множества нашел отра

жение 1В способе построения множества рациональных чисел, 
.изложенном в учебнике А. П. l(иселева.1 Вначале еоздается 
впечатление, что и отрицательные и положительные числа 

суть новые числа, и только впоследствии положительные чис

Jiа отождес:nвляются с ранее извест·ными. Однако это первое 
впечатление способствует формированию у учащихся непра
вильного представления о том, что ,положительные числа 

отлич·ны от .известных 1из арифметиюи чиеел, иногда непра
вильно называемых «числами без знака». или «арифметиче
скими». (Здесь ·сказывается и искусственное, ·совершенно не 
-опра1вдывающее себя ни с научной, ни ·с педаг.огической точ
ки зрения, традиционное разделение учения о числе на две 

·части, включаемые одна в арифметику, другая в алгебру.) 
Педагогические соображения подсказывают нам иной 

путь ра·оширения понятия о числе в школьном обучении. 
Вместо того, чтобы об.раз.овать новое ра·сширенное числовое 
множество, содержащее данное в качестве подмножества, мы 

допол·няем ·известное нам числовое множество новыми числа

.ми, получая таким образом новое расширенное множество. 
Иначе говоря, iВМест.о того, чтобы конструировать расши

ренное множес11во В, а затем показать, что А С: В, где А -
лсходное множество, мы допол·няем множест,во А множест-

вом А и образуем расширенное множество В =А UA. Поэто
му мы не говорим, например, «введение целых чисел», 

а употребляем «введение отрицательных чисел» и «образова· 
ние понятия •О множестве целых чисел». 

1 А. П. 1( и селе в. Алгебра, Ч. 1. М" 1954, стр. 15. 
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Важ,нейш•им моментом . процесса расширения понятия 
о числе в ·школьном обучении является разъяснение основной 
пели этого _е_асширения, т. е. пр,иооединения ,к множеству А~' 

:.н1ожест.ва А новых чисел. 
Мы не можем огра,ничиваться в обучении чисто формаль

ным обоснованием необходимости введения новых чисел для 
обеспечения выполнимости операций. Учащимся было бы 
непонятно, почему мы добиваемся, чтобы, например, опера
ция вы~итания ·всегда вы:полнялась. Может быть, практика, 
жизнь никогда не требует, чтобы мы умели вычитать из 
меньшего числа большее. В таком случае различные ра·еши
рения ·числового множества_выглядел:и бы для учащих·ся чи
сто теоретическими увлечениями, не вы.званными/ потребно
стями пра1ктики. 

Поэт.ому ~В школьном обучении перед введением новых 
чисел приводятся обычно Uiримеры :практ.ическ:~их задач, не
разрешимых или не нсегда разрешимых в известном множе

стве чисел. Чтобы сделать эти задач,и всегда разрешимыми, 
~·1Ы и ра.сш.иряем имеющееся множест.во ч·исел. Однако эти 
потребности практики обычно не переводятся на математи
ческий язык, т. е. не показы.ваются, что они ра·в1носильны вы
полнимости определенной матемаТ1ической операции. Напри
мер, необходимость введения <УРрИцательных' чисел обосно
вывается обычно с помощью задач, в которых фигурируют 
направленные величины, изменяющиеся в двух противо

положных направлениях, однако при этом не показывают, 

что неразрешимость этих задач в множестве неотрицатель-

' пых чисел обу.с.повлена тем, что .выч.итание не всегда выпол-
нимо в этом множестве. 

Иногда в школьном обучени.и необходимость введения 
новых чисел объясняется, с одной стороны, mотребностями 
практики, а с другой стороны, как будто не связанными с ни
ми потребностями ·математики. 

В этом р·аосуждени:и содержится \Методологическая ощиб
ка, ибо в нем потребности математики рассматр.иваются 
в отрыве от потре1бностей практики. Разумеется, в математ:и
ке имеются внутренние лотребности, которые непосредствен
но не обусловлены практикой. Примером могут служить м~ни
мые числа, которые возникли исключительно из внутренних 

потребностей математики. Однако в к.онечном итоге потреб
ности математики обусловлены потребностями практики. 
Мнимые числа получили впоследствии весьма реальное 
:истолкование и важные приложения. 

На примере развития понятия о числе мы и должны по
казать, как математика развивает и совершенствует свой 
аппарат под влиянием"' пот.ребностей практики. 
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Получается следующая схема обучения: от потребностей 
пракТ!иК~и 'В разреш.имости задач к потребностя·м математики 

" в выполнимости операции и от этих последних к новым чис-

лам, вооружающим математику средствами для удовлетво-

рения потребностей пр~1ктики. . 
Детальная реализация этой схемы не входит в предмет 

нашего иселедования. 

Б. 1. В,се изучаемые числовые множества улорядочены 
отношением «мень·ше» ( <) или «1больше» ( >). Очевидно, 
что никаких затруднений не вьIЗывает изучение свойств это
го отношения. Уже в начальных классах на множестве нату
ральных чисел можно показать, что для любых двух различ
ных чисел а и Ь имеет место: l) а < Ь ил1и · Ь < а и 2) если 
а< Ь, то Ь <t а (Ь >а) и 3) если а< Ь и Ь < с, то а< с. 

Разумее11ся, буквенная за;пись последует после достаточ
ного числа конкретных ~примеров. Эти свойства лег.ко пере
водятся самими учащи•мися на геометрический язЫJк при изо
бражении натуральных чисел точками полупрямой. (Из двух 
различных точек а И Ь: 1) а лежит левее Ь или Ь лежит ле
вее а, 2) если а лежит левее Ь, то Ь не ·лежит левее а (Ь ле
жит правее а) и 3) если а лежит левее Ь и Ь лежит левее с~ 
то а лежит левее ·с. . 

Целесообразно разъяснить, что отношение «меньше» уста-
. навл·ивает определенный ~порядок в множестве -,натуральных 
чисел. Это можно сделать, предлагая учащимся упорядочить 
с п0мощью этого отношения заданное конечное множество 

натуральных чисел. Запись лодсказывает нам ~правомерность 
говорить «Ь следует за а» или «а предшествует Ь»·, если 
а< Ь. 

На базе отношеп:ия порядка («меньше») мы разъясняем 
более сложные отношения «лежит между» и «непосредствен
но ·следует за». 

Отношение «лежит между» сложно .в том смысле, что 
высказывание, выражающее это. отношение через отношение 

«Меньше», имеет сложную л·огическую стру~ктуру: «с лежит 

между а и Ь» означа~т «а< си с< Ь или Ь <с и с< а». Его 
название заимствовано из геометрического языка, наглядно 

изображается в геометр:ической интер1претации чисел точками 
. " . 

прямои. 

Отношение «непосредственно следует .за» сложно в том 
же смысле: «Ь непосредственно следует за а» означает «а < Ь 
и не существует числа х такого, что а < х и х < Ь» или, 
используя отношение «лежит между», «а < Ь и не существует 
Ч!Исла х, лежащего между а и Ь»" Его труДtНее я·столковать 
с помощью геоме11ричеокой интерпретации. 

Действительно, что точка 3 лежит между (в обычном 
смыеле) точками 2 и 4, ясно каждому ученику (IV-V клас-
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са) из наблюдения прямой с помеченными точками, но что 
точка 4 непосредственно следует за точкой 3 не будет понято 
учащимися из одного наблюдения прямой без дополнителъ• · · $ • 

~ых разъяснений. · 
На прям.ой между точка1ми 3 и 4 имеются и другие точ

ки. Пр·иходится разъяснять, что среди этих точек нет ни 
одной, ·соответствующей натуральному ч1ислу. Очевидно, лег
че разъяенить отношение непосредственного ·следования без 
помощ:и геомет.рической интерпретации ( «4 непосредственно 
следует за 3, так как нет такого числа, которое было бы 
больше 3, .но меньще 4»). 

Знание рассмотренных выше отношений необходимо для 
изучения свойств структуры множе.ства натуральных чисел. 
Необходимо рассмотреть следующие свойства, принимаемые 
обычно за основные, при аксиоматическом •построении ариф-
мет.ики натуральных чисел: . 

а) множество натуральных· чисел имеет начало ( 1). Это 
надо понимать так: единица не следует ни за каким другим 

числом; 

б) за каждым нат)Тiральным числом непосредственно сле
дует одно и толыко одно нату.ральное число (для всякого 
числа а существует только одно чи.сло (а + 1), непосредст
венно следующее за ни.м) ; 

в) каждое натуральное число (~кроме 1) непо<;редственно 
следует за одним и только за одним натуральJ:IЫМ числ.ом. 

Свойства а, б 1Н тр.ебование единственности из в составили 
содержание .первых трех из четы1рех аксиом арифметики на
туральных чисел, предложенных Пеано (1891). 

Процесс формнров~ния -понятия о ст·руктуре множест.ва 
нату·ра.r~ьных чисел должен ~продолжаться :в старш•их клас

сах. В частности, аксиома индукции, выражающ~я одно _из 
хара.ктерисtическшх евойсТ~в этой стру1ктуры, может быть 

u 

рассмот.рена в связи с :и.;зученнем метода математическоиJ 

индукции, формальной основой которого она является. 
Свойства б и в ·выражают дискретность м;ножества нату

ральных чисел (для каждого числа можем указать непосред
ственно следующее за ним число и число, за которы1м непо

средственно следует данное). Термин «дискретное множество» 
может быть еообщен учащимся в ста·рших 'Классах; .важно не 
знание термина, а понимание сущности свойства, обозначае
мого этим термином. 

Множество целых чисел, полученное после присо~динения 
к ~множеству натуральных ч.исел, нуля и отрицательных (це
лых) чисел, обладает той же структур.с)й :порядка, как и мно
жество натуральных чисел, за иеключением начального эле

мента (1предшествуЮJЦего всем остальным), который отсут,ст
вует во множеСТtве ц~лых чисел. 
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Множество рациональнь1х чисел, полученное путем 
дополнения множества целых чисел дробями, уже не об.па
дает свойством дискретности, а является плотным, т. е. меж
ду .пюбыми двумя ч,ислами лежлт число (а следовательно" 
бесконечное множество чисел) этого множества. ~(Используя 
л·огический аппарат, можно показать, что вы,сказывание, выра
жающее евойство плотности множества, есть точное отрицани<: 
вЬiсказывания, выра)l{ающег9 снойство дискретности.) 

Предста·вление о [плотности МfIОжест.ва рациональных чи
сел можно образовать у учащихся, показывая им в геометри
ческой интер1претации, на конкретных примерах, что Т~<1чка, 
соответ.ствующая среднему арифметическому двух ·чисел, ле-· 
жит между точками, соотве'Гст.вующими эт:Им числам. Та.к,. 
например, между точками, соответствующими числам 2 и 6, 
лежат точки, соответствующие средним арифметическим чи-· 
сел 2 и 6, т. е. 4; 2 и 4, т. е. 3; 2 и 3, т. е. 2, 5; 3 и 4, т. е ~ 
3,5; 4 и 5, т. е. 4,5; 5 и 6, т. е. 5,5; 2 и 2,5, т. е. 2,25 и т. д. 

Разумеется, продолжать этот процеос как угодно далеко· 
практически невозможно. Отрезки с рациональными/концами 
при последовательном делении их пополам становятся столь 

малыми, что с некоторого шаг& их концы кажутся совпадаю

щими, а мы должны убедить учащихся в том, что между 
этИМ'И рациональны~ми точкам.и существует еще рациональная 

точка, и даже не одна, а бескоffечное множество.~ 
Здесь Я'ВНО вы.ступает сложность структуры множества 

рациональных чисел по сравнению со структурой множества 
целых Ч'ИСел, о чем было упомянуто выше (§ 2). 

При изучении множества целых чисел нам встречается 
один тип бесконечности - бесконечность множества всех це-

- лых чисел. При 41зучени1и же множества рациональных чисел 
нам :встречаются два типа бесК"онечност.и: а) бесконечность 
множества ·всех ·рациональных чисел и 6) беоконечность мно
жества рациональных чисел, лежащих между любы.ми двумя 
рац1иональным.и числами. 

Для формирования понятия бесконечности, как известно, 
конкретные восприятия и основанные на них представления 

уже недостаточны, ,и они должны· дополняться логическими 

ассоциациями. Но в первом случае понятие бесконечности 
множест1Ва в·сех .рац~иональных чисел (как и всех целых чи
сел) подкрепляется 1понятием бесконечности прямой линии, 
в то время как во втор.ом случае 1поня1ше бесконечност,и мно

жества рациональных чисел, лежащих между двумя рацио

нальными числа·ми, не подкрепляется, а, наоборот, задержи· 

i Применяем одну из основных абстракций математики и логики
абстракцию потенциальliой осуществимости: отвлекаясь от того, что с не
кото~ого шага продолжение процесtа становится практически неосущест

вимым, считаем его потенциально осуществимым неограниченно. 
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вает·ся конl<'ретным восприятием конечного отрез,ка, содер

я<ащего это множество. 

Этот пр.имер являет.ся хорошей иллюстрацией к выводам.:- -
наших психол-огов о том, что восприятие наглядного материа

ла может играть в []роцессе понимания не толь,ко положи

тельную, но м отрицательную роль. 1 

Здесь, как и всюду, ГlL1,e понятия ·связаны с категорией 
бесконечности в любом ее проявлении, конкретные восприя
тия и основанные на них представления не способствуют,, 
а препятствуют подлинному пониманию, так ка1к они в-сегда 

конечны. В этих случаях главную роль в обучении играют
логичеокие ~процессы. 

При изучении свойства плотности множества рациональ-. 
ных чисел мы не должны ограничиваться частными примера

ми. После ознакомления учащихся с решением и- доказатель
ством алгебраичеоких неравенств должно быть дано и общее 
доказательсrв.о того, чтю меж.ду любым.и двумя рациональны
ми числами а и Ь существует рациональное число. (Это сво-

дится к доказательству двойного неравенства а< atb < Ь, 
если а< Ь.) Таким образом, учитывая сложност~ свойства 
плотности,. целесообразно рассмотреть его дважды: первый 
раз - после введения дробей в связи с формированием поня
тия о -множестве рац1иональных ч,исел, второй - на более· 
высоком логическом уровне, 1В связи с формирование.м ПОfIЯ
тия о множестве ·вещественных чисел. 

Учащиеся склонны считать множество рациональных чи
сел не только плотным в себе, но и полным, т. е. покрываю
щим прямую без пробелов. Это ошибочное понимание тоже 
обусловлено наглядным.и представлениями. Точки, соот,ветст
нующие рациональным числам (для краткнсти удобно их на
зы·вать, ~как мы это уже сделали выше, рациональными точ

кам.и), 1располож~ны на ·прямой настолько плотно, что кажет-
"" ся, что они у}ке не оставляют на прямои никаких пустых 

l\lecт, т. е. что они исчерпывают все точки прямой. Опроверг
нуть это неп1равильное представление можно только логикюй" 
доказательсmом сущест.вования на прямой точек, не соответ
ствующих никаким рациональным числам. Это доказательст
во, ·как из·вестно, может быть основано на несоизмеримости 
диагонали квадрата с его стороной. 

На отрезке ОА, где А - рациональная точка (рис. 4), строим квад
рат и диагональ его откладываем на прямой от точки О. Полученная 
точка А1 не является ~ациональной, ибо диагональ квадрата (ОА') несо· 
измерима с его стороной (QA). Так как рациональных точек А на пря-

1 Н. А. Мен ч и нс к а я. Советская психология обучения. «Вопросы 
ПСИХОЛОГИИ», 1957. № 5, стр. 130-192. 
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мой бесконечное множество, то и точек А', которым не соответствуют 
никакие рациональные числа, также бесконечное множество. (Здесь, разу· 
:меется, не отражается тот факт, что эти множества неравномощны.) 

Чтобы иметь возможность после ·введения и1ррациональ
ных чисел показать, что множество вещественных чисел 

За'ПОЛНЯеТ 1пОJ{НОСТЬЮ беа пробелов прямую, Т. е. ЧТО ОНО 
обладает свойст·вом полноты, необходимо ·в К)11р·се геометрии, 
кроме акюиомы АрХ~и-меда, рассмотреть и аксиому К:антора 
о стягивающихся отрезках. 

Это-- поз.вол1ит ознакомить учащихся с изоморфизмом мно
жест.в вещественных чисел и точек прямой. (Понятие изомор
физма рассматривается дальше, ч. II, гл. 4.) 

2. Мы рассмотрели вопрос об изучении сtруктуры число
вых множеств только с· точки зрения отношения порядка 

(порядковые структуры). Ра·с
смотрим. вопрос об изучении 
структуры числовых множеств 

с точюи зрения введенных 

в них операций ( алгебраиче
ские структуры). 
Традиционная методика пре- / 

подавания не уделяет необхо
димого внимаНIИЯ понятию опе· 

рации. Получается формальное усвоение учащимися отдель-~ 
ных свiойств операций без понима·ния их З~Начения. В частност·и, 

о А А' 

рис. 4. 

" значение своиства ассоциативности остается невыяененным 

в практике обучения, хотя учащиеся и формул.Иtруют это 
.свойство и применяют его. В школьной практике не применя
ется и тер·мин «операция». Очевидноt через неюоторое время 
после введения термина «действие» (ар,ифметическое дейет
вие) целесообразно в.вести и термин «операция» как сино
ним тер·мина «действие», а в старших клаесах полностью 

" nереити на п,рименение термина «операция». 

Остано·В.ИМ·СЯ юратко на современной научной тра1ктовке 
общего понятия операции, с которой целесообразно ознако
МIИТЬ учащ·ихся ·старших классов физико-математичеакого 
профил·я после того, как они уже, лознаком·ились .с рядом 
операций, отличных от арифметических (операций алгебры 
множеств, алгебры логики). 

В современной математике понятие операции в некотором 
·множестве т~рактуется 1ка1к за1кон композици~и элементов этого 

-множества, т. е. как закон или правило составления из двух 

элементов ·множе·СТ·ва нового элемента этого же множества. 

Если в множествеМ:={а, Ь, с,."} введена неюоторая опера
ция (*), это значит, что для любых двух элементов (а, Ь) · 
этого множест;ва операция (*). выполнима, т. е. существует 
единственный элемент т 1в этом множестве, являющийся ре-
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зультатом применения это.й операции (закона композиЦии) 
к элементам а и Ь, что обозначается обычно так: а* Ь = т. 
Применяемый здесь знак равенства надо пони1мать как знак-· .: -
соsпад.ения элемента а* Ь с элементом т данног.о множества. 
Так именно .надо понимать, ,напр1имер, равен.ст:во 3 + 1 = 4 
Результат сложения чисел 3 и 1 сов~падает ·С числом 4. 

Если операция (*) ком1мутативна, то и Ь* ti = т, т. е. 
а*Ь = Ь*а. 

Коммутативное, или переместительное, свойство обычного 
сложения и умножения достаточно просто и не вызывает 

затруднений у учащихся начальных .классов. Однако следо
вало бы привести учащимся и примеры операций, не являю
щихся коммутативными. На1иболее близкими им примера1ми 
являют·ся операции, обратные сложению и умнож·ению, т. е. 
вычитание и деление._ Можно ~пр1И·вести и 'Пример другой опе
рации, . некоммутаТ1ивность которой непосредственно следует 
из ее оп1ределения. 

Пусть для любых элементов а и Ь даннqго множества 
иl\lеет место а*Ь ~ Ь. Тогда согласно определению опера
ции* Ь*а = а и для любых а и Ь таких, что а=!= Ь, т. е. для 
различных элементов а и Ь имеем а*Ь+Ь*а. 

Если операция * понимает.ся как закон составления из 
двух элементов множества нового элемента, то возникает 

вопрос: как надо понимать выражение а* Ь* с? Это выраже
ние не имеет пока точного смысла, ибо операция *по опре
делению применима лишь к двум элементам. Интуити;8НО 
ясно, что имеются два пути раопрос11ранения закона компо

зиции на три элемента, а именно, ил1и определить элемент 

т = а* Ь, затем элемент п = т* с, т. е. понимать выраже
ние а* Ь * с как название элемента (а * Ь) с, или же опре
.J.Рлить элемент р = Ь *·с, затем элемент q =а* р, т. е. пони
мать выражение а *Ьж с как название элемента а*· (Ь *с). 
Ассоциативность олерац.ии устана1вливает со.впадение элемен
тов п и q, т. е. (а* Ь) *с= а* (Ь * с), и этим самым в111ра
жение а*Ь*.с получает определенный смысл. Ассоциативность 
позволяет расnрост1ранить за1кон комп.031.иции на любое число 
элементов. 

Следует разънснять учащимся, почему можно опускать 
скобки в выражении (а+ Ь + с) + d и поче1му .мюжно про
извольным образом расставлять скобки в вьiражении а+ 
+ Ь + с + d. Таким образом, ассоциативность играет важ
ную роль, обеспечивая однозна'Чность применения операции 
к любому конечному числу элементов множества. 

При изучении арифметических операций мы должны по
степенно готовить учащихся к возможным обобщениям для 
перехода к абстрактному понятию операции и изучению дру
гих конкретных операций, отличных от арифметичес~их. 
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С этой целью ·весьма важно подчеркнуть аналогию 
" в с1воис11вах сложения и умножения: 

а+ Ь = Ь + а а·Ь = Ь-а 
а+ (Ь + с) :::;= (а+ Ь) +с а·(Ь·с) = (а·Ь) ·с, 

аналогию в роли нуля по отношению к сложению и единицы 

по отношению к умножению: 

а+О=а a·l·=a 

О - нейтральный элемент числового множества по отно
шению к сложению, 1 - по отношению к умножению. Термин 

u " • 
«неитральныи элемент операции» весьма наглядно характе-

р.ивует соответ.ствующее свойство: .пр.и сло:Жени;и ic нулем 
и 1при умножении на единицу любой элемент остается без l!З-

" менения, не переходит ·в дrругои элемент множества. 

На1ряду со 1сходсТ1вом надо rподчерюивать и разЛ'ичие. 
В ·множестве целых чисел в отл1ичие от .множества на

ту1ральных чисел для каждого числа а ·существует единствен
ное п1ротивоположное ему число (-а), такое,. что а+ (-а) =О, 
но нет аналогичного свойст.ва ло отношению ·к умножению 
на 1. 

В множест.ве рациональных ч.исел, кроме этого свойс11ва, 
" имеется, аналогич.ное ·Своие11во и по от1ношению к умножению: 

для ·всЯ1кого 1ра1ционального· числа а ( отл:ичного от О) сущест-

б . J 1 1 
вует единственное о ратное ему число а такое, что а. а = . 

0.перации сложения ·и . умножения не изолированы, они 
связаны ·.между собой ·свойством :распределительн.ости (.или 
дистрибутивности): «для любых трех чисел а, Ь, с имеет ме
сто: а·(Ь+с)=а·Ь+а·с. Важно отметить здесь односторон
ность этого с·войст·ва, наличие ~ист.рибу11ивности умножения 
ОТfIОСИтелъно ~еложения ·и отсутствие· дист.рибу11ивности сло
жен:ия относительно у1м:но.жения. 

Есл~и ,и.мела бы ~место дистр1ибуmвность .сложения от.но
сительно умножения, 1мы бы записали это ~свойств-о так: «для 
любых трех ч1и.сел а, Ь ·И с, а+ Ь· с= (а+ Ь) ·(а+ с)». Оче
видно, для доказательства ложности этого выакаэы1вания 

до~таточно доказать ист;инность его· отрицания: «существует 

три числа а, Ь и с таких, что а+ b·c=f(a + Ь)· (а+ с)». На-
пример, при а= 1, Ь = 2, с= 3, а + Ьс = 7, а (а+ Ь) · (а+ 
+ с) = 12. (У.мение формулировать точ.ное отрица1ние да1нно
го вы.сказы•ва:н:и.я лр:и различ.ных логических структурах его 

эффектив1но вырабатывается применением аппарата соВ1ре
менной ло·гиюи. Это будет .показа.но дальше (гл. 5) .) 

Изучение числового ~множества должно ~включать в себя 
" выя.снение ~вопроса о ·вь1.полнимости опер~ц·ии 1в данном мно-

жестве, т. е. ·О замкнутости эТого .множества относительно . 
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определенных операций. Qез этого невозможно разъяснить 
vчащим·ся идею расширения понят.ия числа. 

~ Целесообразны некоторые у~nражнения, в .которых вопрее" 
" о выпо.лнимости операции ставится для числового множества, 

составляющего некото1рое ·подмножество и.з·вестного учащим" 

ся на данном эта1пе обучения множества чи.сел. (На.пр'Имер: 
какие операции выполни.мы в множестве чеТных чисел, не
четных чисел, отрицательных чисел, правильных дробей 
и т. д.) 

Целесообразны и та;кие у1пражнения) ·В ~которых рассмат" 
р.и1Ваются операции, отличные от обычных. Н·иже приводятся 
несколько ТИiпо.в таких упражнений (их •можно .рассматри
вать в различных классах, преимущественно в старших). 

1) В множестве, с9стоящем из двух чисел ,Р и 1,. введены две опера
ции « · » и «V», где « • » - обычное умножение, а «V» определяется сле
дующим образом: х V у= х +у- х ·У~ где «+», «-» и «·»-знаки обыч
ных операций сложения, вычитания и умножения соответственно. 

а) Доказать, что операции «·» и «V» выполнимы в данном множестве 
и коммутативны. 

б) Доказать, что имеют место два свойства дистрибутивности: 
x·(yVz) ="(х·у) V (х·z)-дистрибутивность операции «·»относительно 
операции «V» и х V (У· z) = (х V у)· (х V z) - дистрибутивность операции 
«V» относительно «· ». - . 

в) Составить таблицу для выполнения операции «V» в заданном 
множестве. 

Если в этом упражнении О и 1 интерпретировать как значения истин
ности высказываний (1 - истинно, О- ложно), то операция «·» интерпJ.lе
тируется как конъюнкция, а «V» - как дизъюнкция высказываний. 

2) В некотором множестве введены две операции: 

хо у = у и х о у = х. 

Доказать, что обе эти операции некоммутативны и ассоциативны. 
3) В множестве трех чисел О,. 1, 2 введены две операции: х + у

остаток от деления суммы чисел х и у на 3 и х· у - остаток от деления 
произведения чисел х и у на 3. · 

а) Составить таблицы для выполнения этих операций в заданном 
множестве чисел. 

б) Выполнимы ли эти операции в заданном множестве? 
в) Выяснить, являются ли эти операции коммутативными, ассоци.

ативными. 

4) Выполнима ли в множестве целых чисел операция 

Выполнима ли эта операция в множестве четных, нечетных, рацио
нальных чисел, веществеitных чисел, меньших 1? 

По окончании оредней школы учащиеся должны уметь 
охарактеризовать известные им числовые множества пример
но следующим образом: 
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а) Множество N натуральных чисел-_ бесконечное, упо
рядоченное, дискретное, с начальным и без конечного эле
мента, замкнутое относительно сложения и умножения и не

замкнутое относительно вычитания и деления. 
6.) Множество С целых чисел - бесконечное, упорядочен~ 

ное, дискретное, без начального и без конечного элемента, 
замкнутое относительно сложения, умножения и вычитания, 

незамкнутое относитель1но деления. (Вопрос о введении тер· 
минов «группа», «кольцо», «поля» не имеет принципиального 

значения.) 

в) Множ.е.ство 1рациональных чисел - бесконечное, упоря
доченное, без начального и конечного элемента, плотное в се
бе, замкнутое от1носительно сложения, умножения, вычитания 
и деления (за исключением, разумеется, деления на О, которое 
исключается). 

г) Множество вещест,венных чисел - бесконечное, упоря
доченное. без начального и конечного элемента, плотное 
в себе, полное, замкнутое относительно сложения, умножения, 
вычитания, деления и операции определения предела любой 
сходящейся последователыiости вещественных чисел. 

В. В процессе изучения различных числовых множеств 
возникает необходимость выяснения отношений между ними 
и выполнения различных операций над ними . 

. В связи с этим здесь, еетест,венно, ~продолжается наша си
стема упражнений, начало которой описано в гл. 2, запол
няясь различным конкретным материалом, зависящим от изу

чаемого числового множества. 

В этой системе упр9жнений преследуются три цели: 

l J дальнейшее изучение элементов теории множеств, 
2) применение этих знаний для лучшего понимания изу

чаемых числовых множеств, 

3) подготовка к введению в лог·ику высказываний. 
На каждом этапе расширения понятия числа, полученно

го в результате дополнения ранее известного множества но-

" вым1и числа1М'И, ~расшир,енное м1ножее11вю ч:и~сел 1служ·ит у ни-

ве р с а л ь н ы м множеством, т. е. множеством всех чисел, 

известных учащимся на этом этапе обучения. 
В дополнение к тому теорети1ко..1множественному словарю, 

с которым уже знакомы учащиеся в связи с решением 

упражнений, описанных в гл. 2, в дальнейшем .постепенно 
вводятся: т·ермин «элемент множества», символ для обозна
чения уже известного учащимся отношения в,ключения, поня

тия единичного и пустого множ·ес:тва, символ « М [Р]» для 
. х 

обозначения множества элементов х". обладающих свойст
вом Р. 
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Ниже приводится про,q.олжение системы упр~жµений 1 рас
положенных по эталам ра,сширения понятия числа . 

• 
1. Универсальное множество - множество С целых чисел 

01: Предметы, принадлежащие к некоторому множеству, называются 
элементами этого множества. Например, каждое натуральное число-. 
элемент множества натуральных чисел. Каждый ученик класса - элемент 
множества учеников этого класса. 

Каково различие между множеством учеников нашего класса и мно
жеством всех натуральных чисел? 

Можем ли мы определить ·число элементов множества учеников 
1шасса? А число элементов множества натуральных чисел? 1 

02. Обозначим число элементов конечного множества А символом 
р(А). Пусть даны два конечных множества чисел: 

А={-1·, 2, -3, О, -4, 6, -8, 10} и В= {4, ~5, 6, 28, 2, О,}. 

Мы имеем р(А) = 8 и р(В) = 6. Определите число элементов множест
ва АПВ. Составьте объединение А U В. Сколько элементов в этом мно
жестве? 

Какую связь вы замечаете между числами: р(А), р(В), р(АПВ) 
и p(AUB)? 

Приведите примеры двух других конечных множеств и покажите, 
что это же с.оотношение между р(А), р(В), р(АПВ) и p(AUB) сохра
няется. 

Как доказать, исходя из смысла операций объединения и пересече
ния, что для любых двух множеств А и В имеет место соотношение 
p(AUB) = р(А) + р(В) -р(АП.В)? 

03. Мы изучаем множества, элементы которых суть числа. Эти мно
жества называются поэтому ч и с л о вы м и м нож ест в а м и. Приме
рами числовых множеств являются: множество натуральных чисел, мно

жество отрицательных чисел, множество целых чисел. Выясним отноше
ния между этими множествами. 

Всякое ли натуральное число является целым? 
Всякое ли целое число является натуральным? 
Какое из двух множеств, натуральных и целых чисел, включается 

в другое? 
Обозначим буквой N множество BfeX натуральных чисел: 

N = { 1, 2, '3, 4, 5, 6 ... } 

Три точки «".» озн,ачают «и т. д.» и служат в записи для обозначе
ния бесконечности множества (в нашем случае N), так как перечислить все 
э.пементы множества, как мы это делали в случае конечных множеств, 

здесь невозможно .. 
Три точки (или вообще несколько точек) применяются и для записи 

конечного множества натуральных или других чисел. Когда чисел много 
и выписывать их все неудобно, тогда обязательно используют точки и за
писывают последнее число. ,Например, множество всех натуральных чисел 
от 1 до 100 можно записать так: { 1, 2, 3, "" 100}, в множестве же N всех 
натуральных чисел последнего числа нет. 

1 Изучая бесконечные множества, мы отвлекаемся от невозможности 
перечисления всех элементов множеств (от незавершимос;.rи процесса их 
образования) и рассуждаем о них так же (по тем же логическим 
законам), как и о конечных множествах. (В этом сущность одной из 
основных абстракций математики и логики, абстракции актуальной бес-· 
конечности, которую нужно разъяснить учащимся на определенном этапе 
обучения.) · 
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Обозначим буквой С множество всех целых чисел: 

с= { "., -5, -4, -3, -2, -1, о, l, 2, 3, 4, 5 t ."} 

Как видно, множество N имеет первое (наименьшее) число (1), но не 
имеет последнего (наибольшего) числа. Множество С не имеет ни пер
вого, ни последнего числа (в записи множества С мы дважды примени· 
ли знак «."»). . 

Обозначениями N и С будем пользоваться в дальнейшем, понимая 
везде под ними соответственно множество натуральных и множество 

целых чисел. 

Для обозначения отношения включения применим знак «С». 
Запишите с помощью .этого знака и букв N и С высказывание «МНО· 

>l\.ество натуральных чисел включается в мно-?Кество целых чисел». 

. 03. 1. Важно разъяснить разл1ичие между отношениями 
принадлежности объекта к множеству ( в). и включения 
одного множества в другое ( с::), чтобы учащиеся не путали 
знаки «б» и «С::», похожие по 'начертанию. 

Слева· от знака «6» стоит наз"Qание предмета, справа - название 
множества, элементом которого является (или не является) этот 
предмет. Так, например, l e N, 2 е N - истинные высказывания, так как 
l и 2 действительно принадлежат множеству натуральных чисел; -3е N, 
-5 е N- ложные высказывания, так к·ак -3 и -5 не являются нату
ральными числами; ~N е С» - бессмысленное выражение, так как в нем. 
знак « е » применен неправильно. Он может применяться только к назва
ниям предмета и множества, причем название предмета должно стоять 

слева от него, а название множества - справа, ибо он об0значает отно
шение предмета к множеству.1 

Среди записанных ниже выражений укажите те, которые а) обозна
чают истинное высказывание, б) обозначают ложное высказывание, 
в) представляют собой бессмысленное выражение: 

5eN, -7eN, 3еС, -5еС, 2еб, Се-7, 15еС 

CeN, -lOeN, №5, -9eN, -9еС, .ое С, -le/'{. 

04. Бессмысленным будет ·также выражение l C:N, так как в нем 
неправильно применен знак «С»~ который может ставиться только между 
названиями двух множеств, а не между названиями ·предмета и мно..: 

жества, выражение же { l} С N- истинное высказывание. · 
Мы уже знаем, что высказывание NC:C истинно. Будет ли также 

истинным и высказывание CC.N, т. е. включается ли и множество С 
в множество N? 

Так как множество С не включается в множество N, мы это запишем 
1 ' / 

так: «С FN» (перечеркиваем знак включения). Высказывание «C
1
C:N» 

(«множество С не включается в множество N») истинно. Оно является 
отрицанием ложного высказывания С c::N («множество С включается 
в множество N»). Отрицание образуется с помощью постановки частицы 
«не» перед сказуемым. 

Образуйте отрицание высказывания N С С. Запишите его с помощью 
знака включения. Каким будет это высказывание, истинным или ложным? 
, Таким образом, если высказывание истинно, его отрицание ложно, 
если же высказывание ложно, его отрицание истинно. 

1 Разумеется, и множество можеr быть элементом другого множест-
~ 

ва, но мы такие случаи не рассматриваем. 
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05. Так ка:к множество N включается в множество С, то Ч'ем явля
ется множество N для множесtва С? 

Отношение множеств N и С может изображаться с помощью нагляд-
ной схемы. Для этого представляем каждое из множеств N и С с nмю.;;· r - -

щью множества точек некоторого круга. l<руг, изображающий множест-
во N, назовем кругом N, а круг, изображающий множество С, назовем 
кругом С. · 

I<ак должны быть расположены эти круги, чтобЫ они правильно изо
бразили отношение между множествами N и С? 

I<акое множество чисел изображается той частью круга С, которая 
находится вне круга N? 

05.1. В гл. 4 рассматривается вопрос· о целесообразности 
проведения с учащимися I-III классов работы по определе
нию общих и не общих частей геометр1ических ф11гур, различ
ным образом расположенных на плоскости. 

В результате этой подготовительной работы, учащиеся 
IV-V кл.а.асов уже легко ·найдут часть юруга С, находящую
ся вне круга N. 

06. Пусть N' - множество всех отрицательных чисел. 

№={-1, -2, -3, ."} 

06.1. Мы не говорим. «целых отриЦательных» потему, что 
множество целых чисел - универсальное множество на этом 

этапе, учащиеся других чисел не знают .. 
1 

Имеет ли место равенство NU№ = С, т. е. составляет ли объедине
ние. множества натуральных чисел и множества отрицательных чисел 

множество С всех целых чисел? 
Из каких чисел состоит дополнение множества N до множества· С? 
Так как натуральные числа мы назвали также пол о житель н ы ми, 

то числа, составляющие дополнение множества N до множества 9 можем 
назвать н е п о л о ж и т е ль н ы м и, так как они не принадлежат мно

жеству положительных чисел. Но дополнение множества N до множест· 
ва С, как мы выяснили, состоит из всех отрицательных чисел и числа О 
и поэтому называется множеством н е п о л о ж и т е л ь н ы х чисел. 

Из каких чисел· состоит дополнение множества N' до множества С? 
I<ак еще можно назвать множество, состоящее из всех положительных 
чисе.л и числа О? 

07. Мы уже знаем, что положительные числа больше нуля, а отрица
тельные - меньше ·нуля. 

I<аким может быть число х, если известно, что оно неположительное? 
Мы получили, что: «Х < О или х = 0». Это записывается кратко 1Так: 

«Х < 0» и читается «х меньше или равно 0», что равносильно «Х не по
ложительно». 

I<аким может быть число х, если оно неотрицательное? Предложе
ние «Х >О или х = 0» записывают кратко «Х·~ 0» и читают «Х больше 
или равно 0» или же, что то же, «Х не отрицательно». 

08. Для обозначения множества чисел х, обладающих некоторым 
свойством Р, применим следующий знак: «М[Р]». Например, М[х > О] 

х х 

обозначает «множество всех чисел (целых), больших нуля, т. е. положи
тельных». Это множество, как известно, есть множество всех цатураль
ных чисел, т. е. М[х > О] = N. Аналогично, М[х <О] = N'. 

х х 
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Запишите с помощью введенного обозначения множество всех чисел. 
абсолютная величина которых меньше 2. Перечислите все элементы этого 
множества. 

Как провер.ить принадлежность какого-нибудь числа к множеству 
М[ \х 1 < 2]? Надо подставить это числq вместо х в предложение «абсо
х 

лютная величина числа х меньше 2», т. е. в 1х1 < 2, если~ в результате 
этой подстановки получается истинное высказывание, то данное число 
принадлежит этому множеству. Если же в результате этой подстановки 
получается ложное высказывание, то данное число не принадлежит дан

ному множеству. Например, если подставить вместо. х число -1, полу
чаем « !-11 < 2», т. е. истинное высказывание («абсолютная величина 
числа -1 меньше 2»), если же подставить вместо х число -2, получаем · 
«1 - 21 < 2», т. е. ложное вьiскааывание («абсолютная величина числа 
-2 меньше 2», в действительности же она равна 2). 

Перечислите все элементы множества А= М [lxl =·2], В= M[lx\<2]. 
х х 

Можно ли перечислить все элементы множества M[I х ! > 2]? 
х 

Из четырех множеств 

M(lx\ < 2], M[!xl 2]. M[lx! -> 2], M[\xl > 2] 
х х х х 

укажите пары дополняющих друг друга множеств и изобразите эти мно
жества с помощью точек на одной прямой. 

09. Какое множество чисел является дополнением для множества: 
а) М [х > О]- положительных чисел, 

х 

б) М [х ~ О] - неотрицательных чисел, 
х 

в) М [х <О]- отрицательных чисел, 
х 

г) М {х < О]- неположительных чисел? 
х 

Нетрудно заметить, что свойства, характеризующие два дополfiЯЮ
щих друг друга множества, отрицают одно другое. Например, свойство, 
характеризующее множество положительных чисел, выражается предло

жением· «число х бо~ьше О». ( «х>О»), а свойство, характеризующее допол
нение этого множества, выражается предложением «число х меньше или 

равно 0», что равносильно предложению «число х не больше 0», т. е. отри
цанию первого предложения. 

Почему мы говорим здесь, что предложение «число х меньше или 
равно 0» (х <О) равносильно предложению «число х не больше 0» (х :\>О)? 

Для всякого числа х имеет место один и только один из случаев: 
х > О, или х = О, или х < О. Если х = О или х < О, то х )> О, и обратно, 
если х :\>О, то х = О или х < О, т. е. х< О. 

Если взять какое-нибудь положительное число, например число 3, 
то оно обращает первое предложение (х > О) в истинное высказывание 
(3 > О), а второе (х ~ О) - в ложное высказывание (3 < 0). Если же 
взять какое-нибудь число из дополнения множества положительных чи
сел, т. е. неположительное, например -3, то оно обращает первое пред
Jюжение в ложное . высказывание (-3 > 0), а второе, его отрицание, 
в истинное высказь1вание. (-3 < О- истинное высказывание, потому что 
-3<0-истинное высказывание, а сложное высказывание «-3<0 или 
-3 = 0», образованное с помощью союза «или» понимается как истинное. 
если истинно хотя бы одно из высказываний, соединенных этим союзом. 
В данном случае истинно первое из этих высказываний: -3 < О. Выска
зывание 3 <О, т. е. 3 <О или 3 =О, ложно потому, что ложны оба вы
сказывания 3 < О и 3 = О. соединеннь1е союзом «ИЛИ».) 

56 



10. Пусть даны два множества: 
А = М [х < О] и в = ·м [х > -5]. 

х х 

Из каких чисел состоит объединение этих множеств А UB? Как доказа~Ьt " -
что любое целое число принадлежит множеству А UB? -Если взять, на
при~ер, число -8, то о.но принадлежит этому множеству, так как при
надJ,Iежит множеству А (-8 < О- истинное высказывание); число 30 при
надлежит этому множеству, так как оно принадлежит. множеству 

В (30 > -5 - истинное высказывание); число -3 принадлежит этому мно
жеству, так как принадлежит и множеству А и множеству В (-3 < О 
и -3 > -5- оба. истинные высказывания). 

Если взять теперь любое число х" каким оно может быть относитель
но числа О? Если оно отрицательно, то оно принадлежит множеству А" 
а значит и множеству А UB. Если же оно неотрицательно, то каким оно 
будет относительно числа -5? В этом случае какому множеству при· 
надлежит число xr 

К какому выводу мы пришли? 
Как выразить свойство, характеризующее множество AUB через 

свойства, характеризующие множества А и В? 
Мы получаем AUB = М[х <О или х > -5]. 

х • 
В этой записи союз «или» имеет такой смысл: предложение «Х < О или 

х > - 5» представляет собой истинное высказывание, когда хотя бы одно из. 
предложений «Х < 0», «Х > -5», соединенных союзом «ИЛИ», представляет 
собой истинное высказывание. 

tt. Возьмем те же множества А и В1 что и. в упражнении 10. Из 
каких чисел состоит пересечение А n В этих множеств 7 Можно ли пере
числить все элементы множества АП В? Чем отличается в этом отноше-
нии множество АПВ от множества AUB? " 

Как выразить свойство, характеризующее множество AnB, через 
свойства, характеризующие множества А и В? 

Мы получаем АПВ=М[х <0 и х > -5J . 
..t 

Союз «И>>, соединяющий два предложения, имеет следующий смысл: 
сложное предложение «Х <О и х > -5», образованное с помощью этого
союза, представляет собой истинное высказывание тогда и только тогда, 
когда оба предложения «Х < 0», «Х > -5», соединенные этим союзом, пред
ставляют собой истинные высказывания. 

Каждое из чисел -1, -2, -3, -4 принадлежит множеству А nB~ 
так как обращает предложение «Х < О и х > -5» в истинное высказывание~ 
Любое другое число не принадлежит этому множеству. Например, число О 
не принадлежит это-му множеству, ибо высказывание «0 < О и О > -5» 
Jюжно, так как ложно высказывание «0 < 0»; число -6 не принадлежит 
этому множеству - высказывание «-6 < О и -6 > -5» ложно, так как 
.1ожно высказывание «-6 > -5». 

12. В виде объединения или пересечения каких множеств можно 
представить множество: а) М[х >О и х < 5J; б) М[х > О или х < 5]? 

х х 

Какое из данных множеств конечно? 
13. Пусть имеем М [х >-3 и х < 3]. Из каких чисел состоит это мно-

·" ' 

жество7 

Составьте всевозможные пары элементов этого множества (имеются 
в виду у пор яд о ч е н н ы е пары, т. е. различными будут считаться не, 
только пары вида (-~; О), (-2; -1), (-1; 2), отличающиеся хотя бы 
одним элементом, но и такие пары, как (-2; О) и (О; -2), которые от~ 
личаются только порядком элементов). Скодько всего пар получилось? 

Найдем все эти пары геометрическим путем, с помощью решетки. ко~ 
торую мы уже умеем строить. (Раньше мы строили решетки для конеч
ных множеств натуральных чисел и присваивали каждому узлу решетки 
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название в виде двузначного числа, теперь мы построим решетку для ко-

1Iечного мно.жества целых чисел: {-2, -1, О, 1, 2} и каждому узлу решетки 
присвоим название в виде упорядоченной пары'чисел из этого множества 
тю тому же правилу, по которому мы записывали двузначные числа с по

мощью цифр из данного множества.) 

11. Универсальное множество- множество R рациональных чисел 
14. Всякое ли целое число является рациональным? Всякое ли рацио-: 

яальное число является целым? Какое из двух множеств С и R включается 
в другое, является подмножеством другого? 

Таким образом, отношение между множествами С и R можно запи-
1 

сать следующим образом: «С с: R и R с;С». 
1 

Изобразите это отношение с помощью кругов. Дополните эту схему 
·кругом N, изображающим множество натуральных чисел. Како~ множест
во чисел изображается частью круга R, расположенной вне круга С? 

т 
Множество несократимых дробей n• где п + 1 (т. е. не являющихся 

.целыми числами), обозначим - Dp· 
Что представляет собой множество CUDp? 
Из каких чисел состоит дополнение множества С до множества ·R? 

Из каких чисел состоит дополнение множества N до множества R? 
15. Всякое ли целое число - положительное? Всякое ли положитель

ное число - целое? Изобразите отношение между множествами целых 
.и положительных чисел с помощью '"Кругов С. и Р, где Р- круг, изобра
жающий множество положительных чисел. 

Что представляет собой пересечение этих множеств: С ПР или 
М[хеС и хеР] или же М [хеС и х >О]! 
х х 

Какое множество чисел изображается частью круга Р, расположен-. 
ной вне круга С; частью круга С, расположенной в не круга Р; общей 
.:частью этих кругов? . 

16. Изобразите отношение между множествами целых и отрицатель
ных чисел с помощью кругов С и О, где О - круг, изображающий мно
жество отрицательных чисел. 

Что представляет собой .по отношению к этим множествам множест
во М[х еС и х < О]? Какая область на схеме изображает это множество? 

х 

1(акое множество чисел изображается частью круга О, расположенной вне 
круга С? частью .круга С, расположенной вне круга О? 

17. Пусть А = М [!xl < 2], т. е. А - множество всех (рациональных) 
х 

'Чисел, абсолютная величина которых меньше 2. Какое из следующих вы-
·сказываний истинно: · 

3. 5 
ОеА, -leA, 2еА, leA, Т еА, 2 еА? 

В каком отношении находится множество А и множество В = 
=M[jxJ<2]? 

х 
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Перечислите все элементы дополнения множества А до множества в: 
18. В ~аком отношении находятся множества: 

а) М [xeN и х < 5] и М[хеС и х < 5]; 
х х 

б) М [xeN и х > 5] и М [хеС и х > 5]; 
х х 

в) М [хеС и х > 5] и М [х > 5]; , 
х х 



г) М [хе С и lx! < 2] и М [lxl < 2]; 
х х • 

д) М [хе(.' и lx\ = 2]' и М [l.xl = 2]? 
х . х . 

.19." Выясните отношение между каждыми двумя из трех множеств~ 

А = М [хеС и х < 5], В= М [xeN и х < 5] и Е = М [х < 5]. 
х х х 

Изобразите эти числовые множества с помощью точек прямой. 
20. В каком отношении находятся множества 

М [/х\ < 2] и М [!xl < l]? 
х х 

Найдите ·объединение и пересечение этих множеств. Изобразите эти мно
жества с помощью точек прямой. 

21. Мы уже знаем, что решетки, которые раньше строили для неко· 
торых конечных множеств натуральных или целых чисел, получены в Р,е

зультате применения метода координат, а именно: 

горизонтальная ось - ось абсцисс, 
вертикальная ось - ось ординат, 

упорядоченная пара чисел, соответствующая узлу решетки,- .абсцисса 
и ордината (координаты точки или. узла). 

Подобные решетки назовем координатными. 
Множеству N всех натуральных чисел соответствует бесконечная ко

ординатная решетка, расположенная в первом координатном углу, узлы 

которой суть точки с натуральными координатами. 
Что представляет собой координатная решетка, соответствующая 

множеству С? 
Изобразите конечный участок этой решетки (например, для множест· 

ва чисел А ={--3, -2, -1, О, 1. 2, 3} ). 
Отметьте на этом участке решетки узлы: 
а) координаты которых равны между собой или, что то же, найдите 

М [ хеА и уеА и х =у], т. е. «множество всех пар чисел (х. у) из А. 
х,у 

таких, что х =у»; 

6) абсцисса которых меньше ординаты М [х еА и уеА и х< у]; 
(Х,,У) 

в) абсцисса которых больше ордняаты М txeA и уеА ·и х>у]. 
. (х,у) 

Как выглядит координатная решетка, соответствующая множеству R? 
Можно ли изобразить все узлы конечного участка этой решетки? Вслед· 
ствие ltакого свойства множества R это практически неосуществимо? 

111. Универсальное множество - множество D вещественных чисел 

22. Всякое ли рациональное число - вещественное? Всякое ли ве
щественное число - рациональное? Какое из двух множеств R и D 
является подмножеством другого? Как записать отношение между этими 
двумя множествами 

/ 
(RC:.DиD7R)? 

Изобразите это отношение с помощь19 кругов. Дополняйте эту схему 
кругами С и N. 

Какое множество чисел изображается частью круга D, расположен
ной вне круга R? 
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Обозначим множество иррациональных чисел буквой /. Что предста.в·-
ляет собой множество RUZ? · 

Что представл~ет 'собой дополнение множества R до множества D". 
множества С до множества D, множества·· / до множества D, множест-· 
ва N до множества D? 

23. Изобразите с помощью кругов отношения между множествами: 
а) целых, рациональных, положительных и вещественных~ чисел, 
б) натуральных, отрицательных, рациональных и вещественных чисел .. 
Иногда удобно изобразить эти отношения, представляя множества не-

с помощью кругов, а с помощью мнржеств точек произвольных замкну

тых фигур, расположенных внутри некоторого прямоугольника, множест
во точек которого изображает наиболее «широкое» множество объектов,. 
изучаемое нами и называемое у ни в ер с ал!? н ы м множеством. 

Выясним, в каком смысле мы здесь применяем слово «широкое». 
Множество вещественных чисел является наиболее шир_оким множеством 

чисел, которое мы знаем, в том 

смысле, что все другие известные· 

рис. 5. 

D нам числовые множества являются 

его подмножествами. Так как мно
жество вещественных чисел содер

жит все числа (которые мы знаем), 
оно является для нас универсальным 

числовым множеством. (До того, как 
" ввели иррациональные числа, универ

сальным числовым множеством было 
множество рациональных чисел, до 

введения дробей - множество целых 
чисел, а до введения отрицательных 

чисел - множество натуральных чи

сел.) 
Схему отношений между множествами N, С, R, D можно изобразить 

так, как показано на рис. 5. 
Отделите на этой схеме область, изображающую множество положи-

тельных чисел (Р}. 
Укажите на схеме, какая область изображает: 
а) множество целых отрицательных чисел; 
б) множество положите.]Jьных иррациональных чисел; 
в) множество рациональных отрицательных чисел. 
Когда мы говорим «целые отрицательные числа», имеем в виду мно

жество всех чисел, которые являются одновременно целыми и отрица
тельными, т. е. М [хеС и х < О], множество положительных иррацио

~ 

нальных чисел - М [х > О и хе 1 ], .множество рациональных отрицатель
х 

ных чисел- М [xeR и х <О]. 
х 
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24. В каком отношении находятся следующие множества: 

А1 = М (xeN и· lх! < 3]; 
х 

А2 = М [хе С и lxl < 3]; 
х 

Аз= М [xeR и Jxl < 3]; 
х 

А 4 = М [х < 3]. (Здесь, разумеется, и xeD.) 
х 

Изобразите эти множества с помощью точек прямой. 
Какие из этих множеств конечны, какие бесконечны? 



25. Мы рассматриваем коне.чные и бесконечные множества. Множест
'Ва N, С, R, D- бесконечные. Множество делителей данного числа - ко
нечное. В предыдущем примере Ai и А2 - конечные множества, Аз и А4:- .~ " 
бесконечные. · -

Кояечное множество может со.держать большое или небольшое число 
элементов. Например, Ai содержит лишь два элемента: 1 и 2. Если из 
множества, содержащего два элемента, у да лить один элемент, то остав

шийся элемент уже не составляет множество в обычном смысле этого 
.слова. Тем более, если нет ни одного элемента, мы считаем обычно, что 
нет никакого множества. 

Покажем сейчас, что некоторое расширение нашего понятия мно
жества весьма удобно. 

Возьмем два множества: А= М [хеС и х > 2] ={3, 4, 5, 6, ... } и В= 
х 

= М [хеС и х < 3]={3, 2, l, О, - l, ... }. 
. х 

Найдем их пересечение АПВ={3}. В результате этой операции полу
чилось одно число (3); но мы знаем, что пересечение двух множеств 
-есть множество. Этот пример показывает нам целесообразность расши
рения понятия «множество», включая в него и множЕ;.ство, состоящее из 

-одного элемента, которое мы назовем е д и н и ч н ы м множеством. 

Возьмем другой пример. Пусть А 11!=: М [хеС и х > 2] и В= М [хеС и 
х х 

х < 2]. 
Найдите пересечение этих множеств. А nв не содержит ни одного эле

мента. Но AnB · по определению есть множество и, как видно, мы за
ранее не можем знать, бесконечное ли это множество или конечное, а если 
оно конечное, то сколько содер~ит элементов и вообще содержит ли оно 
элементы. 

Поэтому встречаются случаи, когда нам приходится рассматривать 
и множество, не содержащее ни одного элемента, которое называют 

пустым и обозначают знаком « 0::.. 
Если два множества не имеют ни одного общего элемента, то их 

пересечение есть nустое множество и они называются н е пе р е с е к а ю

щ им и с я. Так, например, отношение ·между множествами R и / может 
быть записано следующим образом: «RUI = 1) и RПJ = 0». 

Укажите еще пары числовых множеств, находящихся в аналогичном 
отношении. Если .же пересечение двух множеств не пусто, т. е. эти мно
жества имеют общие элементы, то они называются п е р е с е к а ю щи-

м и с я. . 
Найдите пересечения следующих множеств: 
а) М [х > О] и М [х < О], 

х х 

6) М [х>О] и М [х<О]. Какие из этих пар множеств пересекающиеся, 
х х 

а -t какие непересекающиеся? 
26. Изображая множество рациональных чисел с помощью точек пря

мой, каждому рацио1:1альному числу сопоставляем точку прямой. Эти точки 
называем рациональными. 

В каком отнощении находится множество рациональных точек прямой 
с множеством всех точек прямой? 

Мы уже знаем, ч1р координатная решетка, соответствующая множе
ству R, очень густа, т. е. узлы этой решетки (точки плоскости с Р.ацио
нальными координатами) очень близки друг другу. Имеет ли смысл гово
рить здесь еще о «решетке»? Не является ли каждая точка плоскости ее 
уз.11ом? 

Образует ли множество точек плоскости с вещественными координата
ми «решетку» илн же покрывает полностью плоскость? 
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27. Так как при заданной системе координат каждой упорядоченной 
паре вещественных чисел (х, у) соответствует определенная и единствен
.ная точка плоскости (с абсциссой х и ординатой у) и, обратно, каждой 
точке плоскости соответствует определенная и единственная упорядочен

ная пара вещественных чисел, мы можем, учитывая это соответствие~ 
называть пару вещественных чисел (х, у) - точкой (х, у) плоскости, 
а множество пар вещественных чисел, удовлетворяющих некоторому от· 
ношению !( (М [х!(у]) ,- множеством точек плоскости, удовлетворяющих 

(%,у) - ~ / 
этому отношению. / 

Например, М [х = у]- множество точек плоскости с равными коор
(х,у) 

динатами. Изобразите это множество точек. Можем ли мы изобразить 
все это множество? График какой функции мы получим? . 

Изобразите множества точек: М [х = - yJ, М [х = 2yJ, М [х = - 2yJ. 
(х,у) (х,у) (х;у) 

Что представляют собой множества точек: 
. . 

М [х <у], М [х' у], М [х > у], М [х :> yJ? 
(х,у) (х,у) (м,у) (х,у) 

28. Сравните следующие ·-множества точек плоскости: 

а) М [х < у]; 
(х,у) 

б) М [xeR и yeR и х < у]; 
(х,у) 

в) М fxeC и уеС и х < у]. 
(х,у) 

В каком отношении находятся каждые два из этих трех множеств? 
29. Что представляет собой следующее множество точек плоскости: 

а) М [х < 1 и у < 1]; 
(х,у) 

б) М [х' 1 и у <; 1]; 
(х,у) 

в) М [х > 1 и у > 1]; 
(х,у) 

г) М [х > 1· и у:> 1]? 
(х,у) 

30. Найдите пересечение следующих множеств точек плоскости: 

а) М [у= xz] и М [у= 1]; 
(х,у) (х,у) 

б) М [xZ + yz = 1 J и М [у = х]. 
(х,у) (х,у) 

Перечень упражнений ( 1-30) 1Не является, разу1мее-гся" 
исчерпывающим, но он содержит наиболее важные типы 
упражнений теоретико-множественного характера, которые 
необходимо решать на материале учения о чисЛе. 

Глава 4. Применение и дальнейшее р·асширение теоретико· 
• u 

множественных понятии в курсе геометрии 

. 
Параллельно с формированием и применением теоретико-

множественных понятий в ученl.Ии о числе необходимо исполь
зовать имеющиеся в курсе геометрии широкие возможности 

применения и дальнейшего расinирения этих понятий. 

62 



Мы рассмотрим три оt;новных ,направле.ния развития тео-
... 

рет.ико-множественных идеи. в курсе геометрии. 

Первое направление свяЗано с трактовкой геометрическей ~. · 
фигуры . как множества точек, второе - с понятием геомет
рического преобразования, третье - с разъяснением отноше
ний между различными МН:ожествами (классами) геометри
ческих фигур и их применением к анализу силлогистических 

" уrмозаключении, из которых строятся доказательства геомет-

рических теорем. 

§ 1. Применение одной и той же теоретико-множественной 
концепции как в учении о числе, так и в геометрии сбли
жает эти области и устраняет изоляцию геометрии в школь
ном обучении: над числовыми· множествами и над множест
вами точек (геометрическими фигурами) выполняем одни и те 
же операции. Исходя из небольшого числа геометрических 
фигур, рассматриваемых как множества точек, путем объ
единения и пересечения этих множеств получаем большое 
разнообразие новых геометрических фигур. Работа с геомет
рическими фигурами, как со множествами точек, явно недо
оценивается установившейся методикой· преподавания. Эта 
работа полностью отсутствует в начальных классах, где она 
особенно нужна для подготовки учащихся к изучению систе
матического курса геометрии. :К этому вопросу мы еще воз
вратимся во второй части в связи с рассмотрением вопроса · 
о различных уровнях в обучении геометрии. 

Здесь приведем лишь несколько типов упражнений, кото
рые ·целесообразно решать с учащимися начальных классов. 
при эт_ом предполагаем, что они распознают по форме круг, 
треуг.олыник, 1к.вадрат, прям·оугол:ьнмк, параллелограм.м, ромб, 
знают, что значит точка лежит «внутри» и «вне» фигуры. 
(Интересный эксперимент по первоначальному ознакомле
нию учащихся I-:-III классов с этими и другими геометриче
скими понятиями проводится уже в течение нескольких лет 

А. М. Пышкало.) 

01. Начертите квадрат. Начертите внутри его еще один (меньший) 
квадрат. 

Отметьте какую·нибудь точку внутри меньшего квадрата. Как она 
дежит относительно большего квадрата (внутри или вне его)? 

Отметьте какую·нибудь точку вне большего квадрата. Как она располо· 
жена относительно меньшего квадрата? 

Нельзя ли найти такую точку, которая лежала бы внутри меньшего 
квадрата, но вне большего? 

Нельзя ли найти 'Ре.Кую точку, которая лежала бы внутри большего 
квадрата, но вне меньшего? 

Отметьте такую точку. 
02. Начертите два каких·нибудь квадрата, один полностью вне дру· 

го го. 

Отметьте точку, леЖащую внутри первого (один из квадратов назо-
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вем первым, а другой - вторым) и вне второго, отметьте точку, лежаtцую 
внутри второго квадрата. Как она расположена относительно первого? 

Существует ли точка, лежащая внутри обоих квадратов? 
03. Начертите два квадрата так,· чтобы были точки, лежащие внутри 

обоих квадратов, точки, лежащие внутри первого, но вне второго, и точк1:1, 
лежащие внутри второго, но вне первого. • 

Закрасьте часть первого квадрата, лежащую вне второго в красный, 
часть второго квадрата, лежащую вне первого,- в синий и общую часть 
двух квадратов - в желтый цвет. 

04. Начертите два одинаковых круга радиусами в 6 см так, чтобы 
расстояние между их центрами равнялось 9 см. 

Обозначьте один круг буквой А, а другой - буквой Б. 
Как расположены эти круги? 
Отметьте точку: 
а) лежащую внутри круга А и внутри круга Б,: 
б) лежащую внутри круга А, но вне круга Б; 
в) лежащую внутри круга Б и вне круга А; 
г) лежащую вне круга А и вне круг~ Б. 

04.1. После решения упражнен~й, приведенных во второй 
главе, в частности тех, в которых учащиеся знакомятся с по

нятиями дополнения множества, объединения и пересечения 
. множеств, можем решать и на геометрическом материале 

... 
упражнения, закрепляющие представления учащихся в этои 

области. 

05. В результате какой операции над множествами точек кругов А 
и Б получается множество точек общей части этих кругов? (Имеются в виду 
круги А и Б из упражнения 04.) · 

Что представляет собой объединение АUБ? 
Раскрасьте: в красный цвет множество An Б, в синий - дополнение 

множества А nБ до множества А, в желтый - дополнение множества 
АПБ до множества Б. 

06. Начертите два круга А и Б так, чтобы все точки круга А лежали 
внутри круга Б, но не все точки круга Б лежали внутри круга А. , 

Какое из двух множеств точек А и Б включается в другое? Укажите 
дополнение множества А до множества Б. Что представляет собой 
в этом случае пересечение АПБ, объединение А UБ? 

07. Начертите два круга А и Б так, чтобы часть круга А лежала 
внутри круга Б, а часть вне его. Что представляет собой в этом случае 
пересечение А11 Б? Что представляет собой объединение А U Б? 

Начертите прямоугольник так, чтобы оба круга оказались внутри его. 
Укажите: 
а) дополнение множества А до множества точек прямоугольника; 
6) дополнение множества Б до множества точек прямоугольника; 
в) дополнение множества А nв до множества точек прямоугольника; 
г) дополнение множества А U Б до множества точек прямоугольника. 

(Надо сделать четыре чертежа прямоугольника и внутри его двух пере
секающихся кругов и на каждом чертеже закрасить требуемые допол
нения.) 

08. Допустим, что какой-то круг А лежит полностью внутр11 другого 
круга Б, а круг Б полностью лежит внутри третьего круга В. Что можно 
сказать о расположении кругов А и В? 

Начертите три круга А, Б и В так, чтобы круг А лежал внутри кру
га Б, а круг Б - внутри круга В. 

Укажите дополнение множества Б до множества В, множества А до 
множества Б, до множества В. 
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09. Допустим, что круг А лежит полностью внутри круга Б, а круг 
~Б ле)J{ит полностью вне круга В. Что можно сказать, не глядя на эти кру-
ги, о расположениц кругов А и В? · . ,,.. _ . .r _ 

Начертите три круга А, Б и В так, чтобы круг А лежал внутри круга 
Б, а круг Б - вне круга В. 

10. Начертите три круга А, Б и В так, чтобы у них была общая часть 
и у каждого круга б:ьша часть, лежащая вне других кругов. (Можно 
посоветовать учащимся начертцть равные круги радиусом; н·апример, 
в 4 см, а их центры расположить в вершинах равностороннего треуголь-
ника стороной в 6 см.) · 

Заготовь1'е 4 таких чертежа. · · 
Укажите множества А nБ, БnВ, AnB. Что можете сказать·· о мно-

жествах АnБ и Б[1А? ВПВ и ВnБ? АПВ и Bn А? 
Найдит_е множество А n Б, а затем ·пересечение этого множества 

с :множеством В, т. е. множество (А n Б) пв. Закрасьте это множество 
на одном из ваших чертежей в красный цвет. 

Найдите множество Б n В, а затем пересечение множества А с этим 
множеством,· т. е. множество А n ( Б nB). Раскрасьте (на втором чер-
теже) это множество в синий цвет. ';1 

Сравните закрашенные множества. 
Мы получили: (АnБ)пВ = An(БnB). 

· Укажите объединение множеств А и Б, т. е. множество АUБ, а затем 
объединение этого множества с множеством В, т. е. множество (А U Б) U В. 
Закрасьте Это множество (на третьем черт~же) в красный цвет. 

Укажите объединение множеств Б и. В, т. е. множество БИВ, а за
тем объединение множества . А с этим множеством, т. е. множество 
AU(БUB). За~расьте (на четвертом чертеже) это множество в желтый 
цвет. 

Сравните закрашенные множества. 
Мы получили (AUБ)UB = AU(БUB). 
10.1. С помощью двух пересекающихся кругов легко выяс-

• 
няется коммутативность операции над множествами, ·с по-

мощью трех попарно пересекающихся кругов - ассоциатив

ность этих операций. Очевидно, эти упражнения целесообраз
но решать, когда учащиеся уже знакомы -С одноименными 

свойствами арифметических операций. В таком случае уча
щиеся без труда обнаруживают сходство в свойствах опера-
ций над множе<;.твами и над числами. · . 

В дальнейшем: с помощью трех попарно пересекающихся 
кругов можно иллюстрировать и два дистрибутивных свойст-

• 
ва операции над множествами, показывая при этом, что 

обычные операции сложения и умножения чисел обладают 
.пишь одним дистрибутивным. свойством (умножения относи
тельно сложения)- .. 

11. Заготовьте четыре одинаковых чертежа, на каждом из которых на
чертите три равных круга радиусами в 4 см с центрами, расположенными 
друг от друга на расстоянии в 6 см. Об<Jзначим эти круги буквами А, Б 
и В соответственно. · 

На одном чертеже закрасьте множество An(БUB ), т. е.· пересече
ние множества А с объединением множеств Б и В, на другом - множество 
(А ПБ) U (А ПВ), т. е. объединение пересечений множеств А и Б и мно
жеств А и В. 

Сравните закрашенные множества. 
Мы получили А П(БU В) = (АПБ) U (А!1В). 
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Закрасьте (на тР.етьем чертеже) множество А U ( Б ПВ), т. е. объе· 
динение множества А с пересечением множеств Б и В, а на другом (чет
вертом) чертеже закрасьте множество ( AU Б) П(АUВ), т. е. пересечение 
объединений множеств А и Б и множеств А и В. Сравните закрашенные 
множества. 

Мы hолучнли А U(БПВ) = (АUБ)П(АUВ). 
1§ 2. Изучая геометрические фигуры на плоскости, мы 

должны их рассматривать как множества точек, представ·· 

ляющие собой подмножества универсального множества -
множества точек плоскости. 

Термин «пло.скость» (как и термин «прямая») применяет
ся для обозначения определенного множества точек, а также 
и для обозначения носителя этого множества" В проективной 
геометрии обозначают эти понятия различными терминами: 
множество точек плоскости называют плоским полем, а тер

мин «плоскость» применяется для обозначения носителя 
этого множества. (Аналогично множество точек пр.Ямой назы
вают прямолинейным рядом точек, а термин «прямая» обо
значает лишь носителя этого ряда.) Такое различение удоб
но в свйзи с рассмотрейием геометрических преобразований 
на плоскости, когда устанавливается соответствие между 

двумя плоскими полями с общим носителем (или в связи 
с рассмотрением преобразований на прямой, коГда устанав
ливается соответствие между двумя рядами точек с общим· 
носителем) . 

В .. школьной практике нет специальных терминов для 
обозначения множества точек плоскости и множества точек 

" прямои и поэтому часто термины «плоскость» и «прямая» 

применяются в процессе обучения для обозначения соответст
вующих множеств точек. Однако в традиционной практике 
это делается в неяввом виде, мы предлагаем это подчерки

вать в процессе обучения. 
Приведем несколько примеров. 
1. · При аксиоматическом построении геометрии обычно 

исходят из трех категорий геометрических элементов (основ
ных объектов) : точек, прямых и плоскостей. 1 

Как видно, точки, прямые и плоскости задаются как са
мостоятельные первоначальные объекты геометрии. Они мо
гут находиться (или не находиться) в отношении «принад
лежности», описанном соответствующей группой аксиом.2 

С помощью аксиом принадлежности и порядка устанав
ливается, что каждая прямая (плоскость) находится в отно
шении принадлежности с бесконечным множеством точек. 
Каждая из этих точек называется точкой прямой (плоско
сти), и это надо понимать в том смысле, что эта точка при-

1 Д. Гильберт. Основания геометрии. М., 1948, стр. 56. 
2 Т а м ж е, стр. 63. 



надлежит (в теоретико ... множественном смысле) множеству 
точек, находящихся в отношении принадлежности (в геомет-... 
рическом смысле) с этой' прямой (плоскостью). r"" 

Из дальнейшего применения, которое получают термины 
«точка», «прямая» и «плоскость» при развертывании геомет" 

риЧеской теории, следует, что «точка» - название для про

стейших элементов, из которых геометрия строит свои обра
зы, а «прямая» и «плоскость» -- названия для множеств 

" - -точек, своиства которых описываются аксиомами и логически-

ми следствиями из них (теоремами). Из этих соображений 
исходят, когд'а для обозначения геометрического отношения 
принадлежности применяют знак отношения включения и пи

шут, например, «а С et» для выражения предложения «пря
мая а принадлежит плоскости а». Эту же запись вполне 
естественно интерпретировать и как выражение следующего 

факта: «множество точек прямой а включается в множество 
точек плоскости а (ил~и является подмножеством этого мно
жества)». 

Однако, исходя из тех же теоретико-множественных со
ображений, принадлежность точки к прямой или плоскости 
следовало бы уже обозначать не знаком включения, как это 
обычно делают, а знаком отношения принадлежности объек
та к множеству, т. е. писать Аёа, Аёс~, вместо А С а, А С:: а, 
чтобы не дезориентировать учащихся, знакомых с отноше

ниями включения одного множества в другое и принадлеж

ности объекта к множеству. (Можно, разумеется,_применять 
и специальный знак для обозначения геометрического отно
шения принадлежности, но вряд ли целесообразно это де

лать в школе, когда мы стремимся раскрыть теоретико-мно

жественный смысJI этого отношения.) 
2. Когда мы .говорим «точка делит прstмую на две полу

прямые» или «прямая делит плоскость на две полуплоско

сти», точный смысл этих· .вы·оказываний ЯIВНО не вЬ11ражен" 
хотя они ин-,,уи_ти·вно я.сны и не вызывают за11руднений. Для 
достижения подлинного понимания сущности свойств, выра
женных этими .высказывания.ми, необх:одимо, одна.ко, рас
крыть их точный смысл. Мы предлагаем не строгое обоснова
ние в школьном курсе этих свойств, а их разъяснение на тео
ретико-множественной базе. Например, «прямая делит плос
кость на две .полуплоскос11и» означает «п·рямая разбивает 

~ 

множество точек ~плоскости на два подмножества». 

Здесь ·возникает важ~ный rвопрос, что -оз.начает «1раз6иен1ие 
множества на подмножества»? · 

Допу·сти.м, мно1кество точек а ~разбито на два подмножест" 
ва а1 и а·2. Под этим надо понимать, что \ 
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а) всякая ·точка А множества а принадлежит at или а2 
и обратно, т. е. Ава, если и только если А ва1 или Аеа2 , 
или а1 Ua2 = а; 

6) каж.дое из ~подмножеств а1 и а2 .содержит точки (т. е. 
не является пустым), иначе, если, например, а2= QJ, то а = а1 
и н~ имеет место никакое разбиение; 

в) не существует точки множества а, которая пр1инадле
жала бы и а1 и а2,. т. е. ие ·существует точк·и А (А в~) такой, 
что Ава1 и Ав:х2, иначе говоря a1na2 = 0. 

Таким образом, три' условия, определяющие разбиение 
множества а на д'Ва подмножества а1 и а2, могут быть кратко 
выражены следующим образом: а) a1Ua.2 =а; б) а.1 0 
и а2 =1= 0 ; в) a1n а2 = 0. 

Разбиение множества на два .подмножества осуществ-
u 

ляет·ся с помощью некоторого 1своистrва, которое имеет·ся 

у одних элементов этого множества и, не имеется у других, 

или ·с помощью отношения, которому одни па,ры элементов 

данного множества удовлетворяют, :д·ругие не удовлетворяют. 
В нашем случае разбиение осуществляется ·С помощью 

следующего отношения между па·рами точек ·плоскости: отре-
. " 

зок, соединяющим две точки ллос~ости, не 1прина1длежащие 

прямой а, может содержать или не ~содержать точку эrой пря
мой. В· перв-ом случае две точки считаются принадлежащ·им:и 
различным подмножест·вам, во ·втором - одному и тому же 

подмножеству. 

Идея разбиения множества на. подмножества находит 
rnирокое применение,' в ча~тности при определ-ении и класси· 
фикации геометрических понятий. Эту идею м·ожно разъяс
нить в таком аспекте, ка·к это сделано выше, учащимся IX 
класса, уже знакомым (по предлагаемой нами системе) с не
обходимыми теоретико-множественными понятиями. Однако 
и в начале курса теометрии .необходимо ·разъяснять учащим
ся с·мысл высказывания «~прямая делит .плоскость на две по

лу.плоскос'DИ». На этом этапе (IV-V класс), ·основываясь н~ 
u " 

·кон:юретном восприятии разделения rплоокости 1прямои линиеи 

на две полуплоскости, легко доказать учащим.ся, каким гео· 

метр,ичес1ким рвойством характер.изует1ся это деленме. П·ред
лагая учащимся взять две произвольные точки «ПО одну сто-

u u 

рану» от прямои и по. «разные стороны от прямои», м~ по-

могаем им обна1ружить это свойство. 
3. В старших классах понятие угла может быть уточнено 

следующим образом: имеем две .прямые а и Ь, ~пересекаю
щиеся в точке О (апЬ =О); точка О опр·еделяет .на прямой а 
два луча а1 и а2, на прямой Ь - два луча Ь1 и Ь 2• Прямая а 

определяет на плоскости две~· ~полуплоскости а 1 и а 1 , прямая 

Ь - соответственно а2 и а2. 
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· Пря-мые а и Ь .разбивают ,множество ·точек плоскости. на 
четы.ре области (;подмножества). Каждое JJ3 этих подмно
жеств точек плоскости (пересечеНilе двух полуплоскостей~ 
вме.сте с ограничивающими их лучами назы·вается углом. 

(Можно ,ра.осмотреть и случай двух 1па·раллельных пря
мых, определяющих на плоскости три области: две полупло
скости и полосу.) 

4._ Многоугольник обычно определяют как фигуру или 
часть плоtкости, ограниченную замкнутой ломаной линией. 1 

Целесообразно ввести ·выражение «под·множест·во точек 
пл.оскости» как с~ноним вы·ражений «часть плоскости» и «фи
г)'lр а». Для учащихся, зна1комых с элементами теори1и мно-

. v 

жеств, это выражение имеет точно определенныи смысл 

и ~поэтому лучше содейст.вует tIJравильному пониманию опре" 
делен,ия. 

В с-вяз1и с формированием лонятия многоугольника в ~ка
честве подготоВ!~и целесообразно ~рассмотреть -вопрос о раз
биении зам.к_нутой ломаной Линией 'Множества точек плооко
сти на 'два подмножества. Это · раЗ1биение. осущест.еляется 
след'Ующим отношением: отрезок, ,соединяющий две точки 

' v 
плос1кости, 1не 1пр.ИiНадлежащ1ие лома.нон, ~может оодержать 

нечетное .или четное (в том числе и О) число точек ломаной. 
В первом случае эти две точки сч.ит&ются дринадлежащими 
различным ~подмножествам, во втором - одному .и тому же 

подмножеству. Следует отметить, что ;3десь мы имеем обоб-' 
щение случая ·раз,биения множества точек· плоокости прямой 
линией «на два подмножества (1п. 2). 

Одну ·из двух областей,. определяемых замкнутой ломаной 
v v " 

линиеи, назы1ваем в н у т 1р е н н е и, другую - ·в не ш н е и. 

Интуитивно совершенно ясно, какая из областей считает" 
ся внутренней, 1ка1кая ·Внешней. Но эта «интуитивная ясность»~ 
порожденная !Н,аблюден.ия~м·Ц и опытом, еще 1не ~позволяет уча
щимся сформулировать на языке геомет.рии характеристиче
ское свойство (:пр·изнак), отличающее ·внутреннюю область от 

" внешнеи. 

По.иск так,их овойат.в, характеризующих 1идтуитивно яс
ные, ,но не ·сфор!мул·ир:ованные еще положения,- важ1ное уп
ражнение, помогающее уточнить и точно сформулировать 
то, что получено опытным путем или обнаружено в резуль-
тате на·блюдений. . 

В нашем случае мы находим такое ха_рактеристическое 
свойство: расстояние ·между лю6ы.м1и двумя точками в од1ной 
области огра1ничено, -в· другой - .неог.ра.ничено (может быть 
сколь угодно . боль·шим - множество ра·сстояний не имеет 

1 Н. Н. Ни кит и и. Геометри~. Учебник для VI-VIII классов. м.. 
1961, стр. 42. .-
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верхней, грани). Первую область и назы·вают LВнут.ренней, 
а вместе с ограничивающей ее ломаной линией - много
угольником. 

На•ше 'Р·ассуждение естес'nвенно пр~иводит iHa,c ·к .ва.ж~наму 
понятию д .и а м е т р а многоугольника и вообще фигуры :ка,к 
наибольше1rо .из отрезков, 1соеди1няющих пр.оиз1вольные две 
точки фигуры, !Которое в школе не ра·ссматри1вает.ся .. Введе
ние этого понятия в ш~Кольном преподавании .представляется 

целесообразным и не встретит никаких трудностей. 
5. Отрез.ок 1прямой, многоу;rюльник, м.ноnоnр,анннк - МiНО

жест·ва точек. На разли~ных этапах обучения · мы изучаем 
понятия длины отр-ез.ка, площади ·многоуго.льника, объема 
многог,ранни.ка. Все эти понятия -/Конкретные модели обще
го, абстрактного ~понятия м е р ы множества~ 

Поэтому целесообра3нd сопоставить эти понятия для вы
явления о·бщих 1свойств, характеризующих общее понятие 
меры множест.ва. 

Длина отрезка 

1. Положительное чис
ло 

2., Конгруентные от
резки имеют рав

ные длины 

3. Длина суммы от
резков равна сумме 

длин этих отрезков 

4. Суiцествует отре
зок, длина которо

го равна единице 

Площадь 
многоуголыJика 

Положительное чи
сло ' 
Конгруентные мно· 

го угольники имеют 

равные площади 

Площадь многоу-
гольника. состоящего 

из частей {непересе-
кающихся много" 

угольников). равна 
сумме площадей этих 
частей 
Существует много

угольник, площадь ко

торого равна единице 

Объем 
многогранника 

Положительное число 

Конгруентные много
гранники имеют равные 

объемы 
Объем многогранника, ... 

состоящего нз частеи 

{непересекающихся мно
гогранников), равен сум
ме объемов этих частей 

Существует многогран
ник, объем которого ра
вен единице 

Нетрудно заметить, что перечисленными свойствами обла
дает и «чи1сло элементов конечного 1м1н10жества» (гл. 3, 
§ 3, 02). Дейст·вительно, 

а) для любого множ1ества А, отлИЧ!Ного от 0. р(А) >О; 
б) если А::; В, то р(А) = р(В); 
в) если АПВ == 0, то p(AUB) == р(А) + р(В); 
г) сущес11вует ·множество А та1кое, что р(А) == 1. 
§ 3. Геометрическое 1Преобразование и числовая функ

ция - две кон:юретные 'Модели общего теорети·ко-множествен
ного понятия отображения одного .множества в другое. 

В самом общем и абстра1ктном виде понятие отображения 
М'Ножества М :в некоторое множество М' (которое, 1в частню
сти, может совпадать с множеством М) определяется ка1к за
кон, или правило, по которому каждому элементу х множе-
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ства М сопоставляется { ставитея в соответствие) определен
ный, единственный элемент у множест~а М'. 

Элемент у называется образом элемента х в ·3"ОМ ~ 
о-rо~ражени:и множества М f:t м~ножест.во М'. Есл.и эrо отобра
жение обозначить буквой F, то запись «F (х) =у» имеет 
смысл: «образ элемента х 'В отоб.ражении F ·СОВIПадает с эле
ментом у м1ножес.т;ва М'». Множество обра.зюв в1сех элементов 
множества М в этом отображении обозначается симво· 
лом F (М). Это множество может составлять подмножест
во мг или сов111адать ,с этим множеством. В 1последнем случае 
говорят, что множество М отображается 1на множество М' 
(не только в множест~во М'). 

·Если, кром.е того, что каждому элементу х множест1ва М 
сопоставляется единственный элемент ·множе.ства М', раз
личным эле·ментам множества М сопоставляются различные 
элементы множества М', т. е. каждый элемент у мно~ест
ва М' сопоставляется единст.венному элементу х множест
ва М, то соответствие, которое устанавливается в этом ото
бражении, является в за и мн о о дн о з нач н ы ·м и имеет 
ме1сто та1кже та,кое обра11ное отображение мн~ожества М' на 
множество М (F-1), что если F(x} =у, то F-1(y) = х. 

Это общее понятие отображения одного множества в дру
гое не ~должно изучаться в ш1коле. Но, изучая кон~кретные 
·модели этого поняТ1ия, геометрические преобразования и чис
ловые функции, ·мы должны лодчер·кивать то главное, что их 
характеризует как виды отображения. Каждое конкретное 
геометрическое преобразование хара·ктер·изуется за1коном, 
или пра·ВИЛОМ, СООТ·Ве"Г!С.ТВИЯ и двумя •МiНОЖествами точек, 

из ~которых одно ~п1реобразуется ·в другое ло этому правилу. 
Это .понятие отличается от общего понятия отображения тем, 
что вместо а·бстрактных множеств элементов неопределенной 
природы и абстра1ктного закона .соответствия мы имеем 

• u 

конк·ретные множест.ва точек и коикретныи закон соответ-

ствия. 

Следует от'Метить, что имеющаяся у нас пра1ктика препо
давания геометрическ1их п~реоб.разований явно недостаточна 
вв1и.ду того, что :наши 1прогр8.!ммы до 1недавнеrо .времени недо· 

оценивали .их значение. 

В недавнем прошлом пытались несколько исправить поло
жение включением специальной темы в IX ·классе. Одна· 
·КО и это решение вопроса об отражении в школьном препо
давании идеи геqметричеаких преобразований нельзя считать 
удовлетворительным, ибо если геометрические ·преобразова
ния изучал1ись бы ра1ньше, чем :в IX :кЛаасе, м 1не ·&се в одном 
месте курса, они могли бы послужить основой для более 
рационального построения I<ypca геометрии как в теоретиче
ской, так 1и 'В его пра1ктической част.и. 
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·Н~ касаясь конкретной методики изучения геометриче
ских преобразований, не входящей в предмет настоящей ра
боты, от.метим лишь некоторые трудности в усвоении общего 
понятия геометрического преобра'1ования, которые наблюда-

. ются в имеющейся практике, и выясним причины этих за-
" труднении. 

1. Мы изучаем геометрические преобразов~ния (~виды 
движения и rомотетию) на плоскости. Это значит, что преоб
разованию подвергается множество точек плоскости (мы 
говорим просто ~плоскость, но ~имеется в виду именно множе

ство точек ~плоскости, зде·сь двойственность 1В пони·мании тер
мина «\Плоскость» отнюдь не помогает ·ВЫясне!fИЮ ситуации) 
и. результатом этого преобразования является это же мыо
жество точек .плоскости. 

Когда· мы говор·1!м о преобраз.ова1нии «плюсн;ости», -это· 
вызь~вает непонцман:ие и.менно потому, что учащиеся пони

мают .. под плоскостью не множест.во точек, а н:осителя этоrо 

множества, .который не подвергается. никакому преобразова
нию. Они относят преобразование лишь к той отдельной фи-
ГУfJе, ·которую· преобразо'вы.вали. . . 

Необходимо уточнить, что речь .идет о преобразовании 
множества точек лло6кости, что каждой точке плоскости 
со.r;~оставляется тоЧ1ка этьй же ·плоскости по заданному зако-, 
ну или правилу~ . · · . 

После того как учащиеся ознакомились с понятием функ
ции, целе.соо6разно. показать, 1что понятия «геометричеqкое 
преобр-азование» JИ «.фун1кция» совпадают ·с точ.ностью до при
роды элементов множеств .и. способа задания закона соответ
ствия. Каждое гео1метрич@'С!кое 1nреобразован~е устана·вливает 
некоторую .·фун.кцию, только· облает.и оп,ределе1ния и измене
ния эrой фу1нкци1л я~вляются ,не ·числовыми, а то1чечными мrно
жествами, числ.овая же функция «преобразовывает» одно 
множество (чисел} в д:ругое (или ·в это же) ~по определенно
му закону. 

Такое сопоставление с~пособст13ует .• выяснению положения 
о ·том, что в 1геомет,ричеоком ~преобразовании на плоа~ости 
множество точек плоскости играет роЛь областей определения 
и изменения функции, устана1вливаемой в данном преобразо ... 
вании. . 

Такая связь между понятиями. «геометрическое преобразо
вание» и «фу.н.кция» в обучении отражает связ~ в совре
менной тракто1в·ке этrих_ ПО\НЯ11ИЙ как .моде.ши более общего 
и абстракт.наго теорети~ко-множественного :понятия отображе
ния и способствует лучшему у·авоению этих лонятий уча
щимися. 

2. Наблюдения показывают,~ что учащиеся зат1рудJНяются 
ответить на вопрос, чем определяется данное геометрическое 
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преоораэование, ·или ко~:да можно ·считать геометрическое 
п~реобразование заданным. · 

Аналогичный вопрос ставит,ся и ·в, учении о функц:иях" ... i 
Фун}).ция считается эаданной, если 1) задана область о.преде- · 
ления ·и 2) каким-то способом указано ~пр~вилю, rпо которому 
для каждого значения аргумента из заданной· области опре-, 
деления функции може·м определить соответСТtвующее ему 
значение-функции. · 

Очевидно, та1Кже четко необходимо выя,снить этот вопрос 
относительно гео.метрических шреобразований. Что ·должен 
понимать ученик, например, под вы,сказыванием «на п.fIОС'КО

сти задана симметрия относительно оаи х»? "О1н должен по
ни1ма'Ть, что ~подвергается прео6разова~нию .множос·т.во точек 
плоскости и что каждой точке А пл·оскости сопо·ставляетсяi 
точка А' этой же плоскости 1по следующему правилу: 
а) АА' _lx;. б) А и А' лежат ~ПО разные стороны от прямой х· 
и в) на равных расстояниях· от нее. (Е·сли точ1ка А принад
лежит ·оси х, она совпадает 'С -соответствующ,ей ей 'I'Очкой.) 

3. При изучении функции нас интересуеr умение находить. 
для каждюго э~наче.ния ар·гумента (~из обла1сти определения) 
соответ,ствующее. значение· функции. При изучении же гео
метричес·ких преобр·азований нас интересует нс только пре-· 
образование отдел~i~ых точек плоскости, но ~И преобразование· 

" опреде:.ленных подмножеств точек · 1плос1юости, фигур (от.резка, 
прямой, 'I'реугольн.и.ка, к.руга и т. д.). В 1свяэи 1С этим также· 
возникают некоторые трудности. Учащиеся Затрудняются от
ветить н·а очень важный вопрос: ка~кие свойства фигур со
храняются 'неизменными (инвариантuы) в данном преобра-

1. . 

зован1ии, а ·какие меняются. 

С этой точки зрения ,важно кла1ссифицировать :рассматри
ваемые преобразования по иiгвариан-гнь~.м свойствам фигур .. 
Фактически мы. имеем дело в школе с тремя группами пре
обр·азова·ний: . 

а) преобразования, не деформирующие .фигуры, т. е. раз· 
.личные -!В:Иды движений, переводящие любую фигуру ~в рав-

u . - • 

ную еи, пр.и этом лишь. осевая оо.мметр~ия меняет ориентац•ию 

фигуры; . 
б) преобразования, изменяющие размеры, но сохраняю". 

щие форму фигур, т. е. переводящие лю_бую фигуру iВ лодоб
ную- ей (гомотет_ия), и .вообще преобразования подобия (ком-
позиция гомотетии и движени~); 

в) I]реобразова.ния, изме~яющие и размеры, и форму фи
гур, сохраняющие лишь прямолинейное расположение точек 
и па1раллельность прямых; это - афин1ные преобразованияt. 
которые пока п1рогра.ммой не цр.едусмотреныt но мы с ними 
неизбежно ·встречаемся :при изобра?Кении про<;тр.а!fСтвенных. 
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тел на nлоокости (изображая, наtnрцмер, правильную шести
угольную пирамиду с помощью параллельного nроектирооа

тия, мы черти!м ,в осноо.ании шестиуrольник, вообще непра
вильнь1й, 1но .не ·прои:зв·олыный, 1противополож:Ные стороны ег·О 
дол1жны бы·ть параллельны). Очевидно, что афинцые преоб
разования должны найти ·Себе место в школьной программе. 

Важ~но, чтобы учащиеся пюн.имали, какое «воздействие» 
на. 1различ,ные фиг)l'ры име,ет ·каждое изучаемое rеометриче

~екое преобразование. 
§ 4. В геометрии .мы .имеем дело с классами иди множе

rствами объектов, ·свойствам.и и отношениями. Свойства одних 
·объектов часто выражаются через отношения ·Jvieждy Другими 
объектами. Например, свойrст.во равнобедренности треуголь
ника выражается череэ от1ношение равенст.ва Двух ef'o :с11орон, 

" своиство прямого угла - через отношение равенства смеж-

RЫХ углов. Выяс.ним, ·в какой связи находятся ,свойства (или 
отношения) с множествами (классами) объектов, обладаю
щих этими свойствами (.и;ли находящихся в этих отношениях). 

По.няwе соеД1И1няет в се1бе ~множество объектоs (объем 
этого поня11ця) и ха~рактер,истическое 1свюйств·о этого :множе
ства (содержание .понятия). Это свойство может быть слож
:ной логической стру.ктуры, например вида «Р1 и Р2 и Р3 и ... 
и Р п», поэтому иногда говорят во множественнем числе 

<> свойствах или 1существенных1nр~внаках Р1, Р2 ••. , Р п' харак
теризующих данное множество объектов. 

Е1сли в 1:м~ножес,т;в.е А .имею11ся элементы, обладающие не
хоторым свойством Р, и элементы, не обладающие этим 
~войст~вом, то с.воЙIСТtВо Р осуществляет разбиение множест-
13а А на два подмножества: 

В== М{хеА и Р(~)] и В = М[~еА и Р(~)], 
х х 

где Р (х) обознач-ает «элемент х обладает свойством Р», 

.а Р (х) -.<<элемент х не обладает свойством Р». 
Это ~разбиение уДЮ1влетворяет всем у,словиям прав.ильного 

разбиеНtИя ·М1ножест;ва .на под1м.ножества ( § 2). Действитель-
но, BUB =А, BnB-= 0. а B=F0 и В =1=0, так как в мно
жест·ве А по условию .имеются элементы, обладающие и не 
облад~ющие свойством Р. 

С помощью ·свойства Р мы о.пределили множество В ·ка·к 
подм·ножес11во :множестна А. В ~:пра1дицион~ной ло·ги:к;е говорят, 
что определение построено указание·м рода (А) 1и видового 
пр1изнака ил.и отлич·ия (Р). 

Мы не склонны пользоваться этой терминологией для 
. " 

-разъяснения учащимся логическои структуры определения. 

Конструкцию определения моЖно легко объяснить на теоре-
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1'июо-м.иожест.вен~ном язµ.ке (.ил.и на языке логик" п:реди
катов). 

Пусть А i - множестsо .многогранников, Р1 - свой.ство, -
состоящее в том, что весь многогранник расположен по одну 

сторону от плоскости лю:бой его грани. С ломощью этого 
свойства опр,еделяем мн.ожество А2 выпуклых мн·огогран-
ников: 

А1 = М [хе А1 и Р1(х)]·. 
х 

Пу1сть Р2 - свойство, состоящее в том, что две гра.Н!И мно
гогранника - равные многоугольники с соответственно па

раллельными сторонами, а остальные грани - параллело

граммы, попарно пересекающиеся по параллельным прямым. 

С помощью свойства Р2 определяем множество А 3 призм: 

А8 ::::; М [хе А, и Р,(х)]. 
х 

Пусть Р3- свойство, состоящее в том, что в основании 
призмы -- параллелограмм. С помощью этого ,свойства опре-
деляем множество А4 параллелепипедов: ' 

А,= М [хе А3 и Рз(х)). 
х 

Пусть Р4- свойство, состоящее 1в том, что боковые ребра 
параллелепипеда перлендикулярны плоскостям оснований. 
С помощью этого свойства определяем множество As прямых 
параллелепипедов: . 

А1 ;i;: М [хе А4 и Р,(х)]. 
х 

Пусть Ps -. свойство, ·состоящее в том, что в - основании 
прямого парал:ЛелепИ!Педа - n·рямоугольни.к. С ,помощью это
го свойства определяем ·множество А6 ·прямоугольных парал
.лелепи1педов: 

Ае;:;:М(хеА0 и Рь(х)]. """' 
х 

Наконец, пусть Р6 - свойство, состоящее в том, что из· 
мерен.ия •прямоугольного ,параллелепипеда равны. С помощью 
этого свойст.ва оцределяем множество А1 кубов: 

А1 = М {хе А6 и Р6(х)]. 
х 

Мы .получили семь множеств, отношения между которыми 
выражаются следующей цепоч1кой ·:включений: А1 С::А6 С АБС: 
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__ С:А4 С:::А 9 С::А 1 С А 1 • Целесообразно эти 011ноше.ния .иллюстри-· 
р.овать 1с помощью К1ругов (рис. 6). 

Нетрудно показать на этом примере, что -множество ку

бов моЖIНо определить не только ·как подмножество прямо

угольных лараллеле.пипедов, но и ·как подмножество любого· 
из множестs А 1 - As, но .в Э'1l0М 1мучае ~получится громоздкое· 
опр·еделение: 

А1 =М[Х6 А5 И Р5(х) И Р6(Х)] или 
.х 

А1 = М [х 6 А3 и Р8(х) и Р .(х) И Рь(Х) и Р в(Х)] • 
.х 

К.ак rBIИJlJHO, наиболее ~Простое определение -~содержит наи-
более простое (по своей логической структуре) характери.сти

ческое свойство. Это достигается, 
тем, что · определяемое множество

выражается как подмножество м и

н и м а ль ног о множества, т. е. 

такого множества, никакое другое-

подмножество которого, содержа

щее определяемое множество, ра
нее не определено (ближайший род, 
на языке традиционной логики). 

рис. б. 

Мы должны всегда ~тремиться 
~троить наиболее простые опреде
ления. Только такие определения 
считаются метор.ически безупречны· 
ми, если, разумеется, они не страда

ют другими дефектами. 
С той же теоретико-множественной точкИ зрения можно 

разъяон.ить учащимся и сущность некоторых широко _рас

прост·раненных ошибок в определениях. 
На1пр.им.ер, если свойством Р не обладает юи ~<;>ди1н эле

мент tМножества А, то определение множества В, В = 
= М [хе А и Р (х)] ничего не определяет (кроме пустого мно-

х . - 1 

жества). Если, :например, ромбом назовем «квадрат с нерав-
·НЫМИ углами», то никакого ромба не определим, так как ере·· 
ди квадратов нет ни одного, обладающего у.каза.нным свойст· 
вом. Мы ·определили пустое множество. 

Поэтому в связи с определением М{х е А и Р(~)] ·воз.пика-
х 

ет задача «доказательства еущ~ствования». Эта задача 
состоит именно .в до·ка.Зательстве существования в ·множестве 
А элементов (хотя бы одного), обладающих свойством Р. 

Например, Qпределяя прямругольный треугольник как , 
треуголь.ник с прямым углом, .мы доказываем его сущес_т·ВQ: 
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·ва.ние непосредственным. построением такого т.реугольника. 

:Если же мы определим «двупря·моугольный» треугольник как 
треугольник с двумя ~прямыми углами, то нетрудно д~аза1'·Ь', -
·что .·в множестве треугольников не суще.ствует HJI один такой 
•-треугольник, и это определение должно быть отброшено,. ибо 
оно о·пределяет то, что не существует. . . 

При1веде~н1ный выше пример определения· видов 1многог.ра.н
,ников может использоваться и для разъяснения невозмож

·ности такого определения для универсального множества 

(основных объе~тов) . , 
Действительно, множество А 1 .многогранников может опре

деляться ·как .подмноже.ст.во множества А геометрических 
тел с помощью с~sойства Р, ·Состоящего в том, что геометри
ческое тело ограничено плоскостями: 

A1 kM[xeA и Р(х)]. 
х 

Тогда ;ВОЗНИlкает в0~проt, а как определить 1\.,:!НОжество А 
геометр.ичес·ких тел? Геометрическое тело можно определить 
как подм.ножество точе~к пространства, ограниченное каким

то образом .в пространстве (не обязательно плоскостями, 
может быть какой-нибудь кривой поверхностью), т. е. 
~ели У - множество точек простра.нства (универсальное мно
жест.во) и Р' - свойсТ\во, выражающее ограниченность под
множества точек пространства, то оп·ределение множества 

геомет.р.иче.ских тел получается •В. виде 

А== М [х С: У и Р'(х)]. 
х 

Со·вершенно очевидно, что дальше идти таким путем не
возможно. Множество У всех тоЧек простра.нства (универ
сальное ·множество) нельзя уже определить ·как -подмноже
ство другого (:более широкого) множества геометр.ичеоких 
элементов. Множество У косвенно определяется ·с помощью 
.аксиом. · 

§ 5. В доказательствах геометрических теорем широко 
nримоояюrе.я силл~0ги1сwчесюие фор1мы у;м.озаключений. Но 
для того, чтобы научить учащихся (VIII-IX классов) про
изводить логический анализ этих умоза1ключений с целью 
выя·снения .их безошибочности или обнаружения ошибки, нет 
надобности изучать в школе аристотелевскую силлогистику. 

В этом мы уоедились ·На опыте в процессе проведенного 
эксперимента. Те ~правила вы.вода, .которые выражаются 
сред:ства1ми логики высказы:ва1ний, удобно 1разъя.снить уча
щимся на языке этой логики (гл. 5), друлие. же пра~Вила логи
чес·кого вывода, представляющие собой .различн!:>Iе модусы 
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категорического силл·огизма, могут подвергаться анализу беа; 
специального изучения силлогистики, на базе теоретико-мно-

... 
жественных jидеи. . 

I(атего'J)ичес1кий силлоtизм с rеорет.ико-м1ножественной 
точки зрения представляет собой решение следующей задачи· 
трех множеств (или трех кла·С<;"ОВ). Иэвестны отношения 
между множес11вами А и В (AR1B) и между множествами 
В и С (BR2C). Требуется определить отношение Rз между 
множества·ми А и С. 

Модусы ·силлогизма дают заключение об отношении R.з. 
между множест1ва·ми А и С во .всех тех и только в тех случа
ях, .к;огда известные от,ношения Ri и R2 между А и В и меж
ду В и С соответственно одиозна чно определяю·т отношение 
между множества·ми А и С. В тех же случаях, когда отноше~ 
ние Rз не определяется однозначно отношениями Ri и R2,. 
т. е. множества А и С могут .нахо:диться 1в 1различных отноше
ниях, допускаемых отношениями R1 и R2, категоричес.кий сил
логизм никаiкого заключения не дает (,из 1посылок AR1B 
и BR2C не следует никакое заключение тила АRзС). 

Покажем на 1Нескольких :юонкрет.ных 1пр·имерах, как мо9Кно 
построить анализ силлогистических рассуждений, используя 
лишь эле·ментарные теорет1ик;о-:№ножеотв.енные поня11ия. 

1. Рассмотрим в качестве примера следующее рассужде
ние: «куб есть параллелепипед, а параллелепипед - призма" 
следователь·но, куб - призма». 

В этом ~рассуждении применено некоторое пра.в.ило -выво
да, о чем свидетельствует слово «1следовательно», отделяю

щее посылки от заключения. Чтобы ·выяснить логическую 
структуру iВЫВода, сущность примененного здесь правила, ие

о6ходимо отвлечься от ·содержа1ния этого рассуждения. 
Прежде 1всего заметим, что .когда говорим «куб -~паралле
лепипед», «параллелециnед - призма» и т. д. имеем в виду 

«все кубы суть ·Параллелепипеды», «все ла·раллелепиnеды -
призмы» ·и т. д. 

Обозначим: множество кубов буквой А, множество па·рал
ле~еnи.педо:в буквой В и ·множество призм бу~к~вой С. 

Тогда в посылках ут.верждается об отношении ·Включения 
множества А в множество В(А СВ) и множества В в множе~ 
ство С (В t::.C), а заключение ут·верждает, что множество А 
вклю·чается .в М·ножест.во С(А t::.C), т. е. примененное в нашем 
рассуждении правило лог.ического вывода ~имеет следующую 

Ас:В, ВС: С 
схему: А с: С (·схема .пра:вила 1вывода записывается 

обычно так: над чертой записы1вают.ся посылки, :под чертой 
заключение). 
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Как показать, чтq отношение А С: С действительно следует 
из отношений А СВ и Jзс С, т. е. если истинны посыл.кн 
А СВ и Вс С, то истинно .и ·ВЫ·сказы·вание АСС? . " "' -

~то легко показать, изображая множесТ~ва А, В и С кру
гам,и (:мы уже 9то сделали при решении у.n1раж1н~ний -
гл.4,§1). 

Действительно, если ~изобразить 1м.ножест.ва А,· В и С кру
га,ми так, чтобы кру,г А лежал внутри \круга В(А С В) а круг 
В- внутри круга С(В СС), то окажется, что круг А лежит 
и ·внутри круга С (рис. 7). Таким образом, за.ключение дейст
·вительно следует из посылок и наше .ра·ссуждение правильно. 

Пр.имененное зде-сь п·равило вы-вода основ-а·но на свойстве 
транзитивности отношения включения: «если А СВ и В СС, то 
А С С», которое наглядно иллюстрируется с ·помощ~ю кругов 
(в ·гл. 5 ·будет показано, как можно .не
сколько иначе сформулировать рас
суждение, •подобное ~нашему, чтобы 
свести ·его 'К пра.в.илу вывода, выра

жаемому средствами логики высказы

ваний). 
2. В качестве второго примера возь

мем следующее рассуждение: «Парал
лелограмм есть четырехугольник с по

парно параллельными сторонами. 

Ромб имеет попарно параллельные 
стороны. Сл-едовательно, ромб есть 
пара.ллелограмм». 

рис. 7. 

Пост)'!Пая как ·В :предыдущем примере, .получаем -следую-
А с В, СС:.8 · 

щую схему вы:вода: се:: А , где А - множество ~парал-

лелограммов, В - множество четырехугольников ·С попа·рно 
параллельнымй сторонами, С- множест.во ром·бов. 

Нетрудно з-а·мет.ить, что заключение С СА не следует из 
.посылок. 

Действительно, если изобразить множества А, В и С ~кру
гами так, Чтоqы 1круги А и С лежал.и внут.ри круга В (А С В 
и· С СВ), то эт.им взаимное расположение двух кругов А и С 
однознаttно не определяется, они могут быть •расположены по 
разному (рис. В а, б, в, г). (Если исходить из традиционной_ 
классификации силлогизмов, то этот .силлюгнз1м ·пост.роен по 
второй фигуре, средний термин В не распределен ни ·в одной 
посылке как 1пред...икат rв общеут.вердительных высказываниях 

и поэтому не связывает .посылки.) 
Вы-сказывание «ромб есть .па·раллелограмм», · разумеется" 

истинное высказы·вание, но оно· не следует из приведенных 

двух 1ПОСЫ-ЛОIК. 
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Исходя из коНtкретного содержания рассуждения, А = В, 
-но мь1 можем выводить из посылок лищь такие заключения, 

которые ·Следуют из них в силу одной :их логиче,ской формы, 
.независимо от их содержания. Когда Же мы говорим «А есть 
В» в смысле «все элементы мн_ожества А суть "элементы мно~ 
жества В», ,под этим понимают вообще отношение включе
ния. а не . частный случай - равенство, ибо, отвлекаясь от 

/ -

рис. 8. 

содержания высказы,вания, мы не у.верены, что и все элемец

ты множества В .суть элементы ,множества А. По существу, 
о_твлекаясь от содерЖания рас.суждения, под А, В, С- ~пони-
маем ·переменные, на место ·которых можно iПОдставить лю

бые. конкретные множества, лишь бы ,были цстинными посыл
ки А СВ и -8СС. 

Чтобь1 ~исправить приведенное неправильное ·рассуждение, 
достаточно .вместо лосылrки А СВ ~взять BU А. Тогда на осно-

рис. 9. 

JВа.нии тр;;~нзи~ив1ности отноше

- ния включения «если С С В и 
В СА, то С СА» получим пра.: 
вильное ·рассуждение. 

3. Из посыл·ок «1все ром
бы :---- , паралл~лограм,м:ы» и 
<<некоторые прямоуrолыни1ки -
~ромбы» мы можем сде
лать лишь эаклЮЧе\Н1ие <<Jнеко

торые прямоугольники-парал

лело!iраммы». Это заключение 
ка.же11ся учащимся не!шра1виль

ным, пот-ому что им tИз·весТrно больше, а .именно что ·все п1ря-. / 

моугольнrики - параллелюграммы. 

Важно уметь разл.ичать истинность высказы·ван'ия от того, 
следует ли оно ил-И нет из данных посылок. 

Пусть А - множество ·ромбов, В - 'М·ножест,во паралле
лограммов, .С - множество 1прямоугольни~ков. Наши посыл1ки 
утверждают: А с в и с n А =F 0. Расп'оложим К1руги А, в" с 
так, чтобы Kp)liг А лежал лол~остью 'внутри круга В (А С В)" 
.а круг С пересекал круг А (С ПА =F 0) (рис. 9). Из данных 

" 
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посылок следует только, что некоторые прямоугольники -
паралnелограммы (СПВ + 0). . ~ , 

·Высказывание «·все .прям'оуголыiики - параллелогра:м~ы»: 
и1сти.нно, но :Не о.ледует из да1Н!Ных' посылок. · 
Мы здесь пользовались термином «·следует> (заключение 

следует 1из ~посылок). В главе 5 будет уточ~не~о, что мы долж
ны понимать под .выражением «одно ~высказывание. логически 

следует из другоr~о (ил1и из других)», а ·в гл. 7 будет дано опре
деление этdго важного логического 011ношения между вы

сказываниями. 

Глава 5. Изучение и ~римененне логивеских операций 
и правил вывода в курсе геометрии 

В На~СТ~ОЯЩеЙ ГЛ1аве ра1осматрива1е'ГСЯ МеТО:ДЯКа ПIOC:feПeli
HOГO ознакомления учащихся с некоторыми логическими опе

рациf{.ми и п.ра·вилам.и вывода, которые пр.именяются при изу

чении ·геометрии. 

Имеет.ся в ~в·иду, что логический материал, с которым Зtна
комятся· учащиеся, не !будет 1аконцентрирован в одном месте 
кур·еа. ИзучеН1ие элементов логического явыка геоме-лри1и по
нимается и СТ1роится не как приложение к преподаванию гео

метрии, а как его неотъемлемая часть и ~поэтому оно должно 

быть надлежащим образом распределено на большом участ
ке курса геометрии (VII-IX кл.ассы). 

Этим обусловлено разделение язлож.е:нного ниже лоrичес~ 
кого материала на небольшие дозы, которые могут расемат
риваться на ·различных уроках, в разное время, на различном 

геомет.риче.ском 'Материале. 

В приведенном 1изложении мы не указываем, на ка~ких 
уроках ~следует ~изучать те :или 1и.ные ло~ичеGкие операЩiи 

и rпра:виJfа ·вы·вода. Иапользова•НIНЫЙ ;на.ми теоме.11ричеокий ма
териал ·может б~ть соответсТtвующим образом заменен другим 

u u 

ко.нкреmiым 1геометрическим матер1иалом тои же_ логическои 

структуры. В настоящей тлаве приводятся некоторые приме
ры применения логических знаний учащихся в кур,се гео-
метрии. · 

Описанное ниже оз~накомление учащихся с логическими 
операциями .и правилами вывода в курсе геометрии перепле

тается с аналогичной ра1ботой в. ·:курсе алгебры (гл. 6). Эта 
·работа за1вершается систематизацией и обобщением уже при
обретенных учащmмися з1н.аний в обла1СТ·И люгики и теории 
Мiнож·ест.в (тЛ. 7) ·~ - · · 

О t·. В геометрии, как и в арифметике и алгебре, мы имеем 
1 

дело ·с различными вы-оказываниями. 

Всякое· вы·сказЬ11Вание выражает ка1:кюе-нибудь свойство 
предмета или 011Н0Ii.Iение .между предметами. Например, вы-
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сказывание «данный треугольник - раtВнобедренны'й» вы1ра
жает ювойство данного треуголыника, :состоящее !В, его mр·и
надлежности 1К множеству равно(5едренных треугольников; 
вы1с1казывание «а 11 Ь» («прямая а паралл·ельна прямqй Ь»} 
,выражает оrг,ношение (~па(раллел:ыност1и), 1в котором нах.QДят
ся две 1Пl}}ямые а и Ь.: .высказывание «всякий ром1б &ть п,а,рал
лелограмм» вы·ражает отношение включения, в котором на

ходят.ся -м.ноже-ства ром1бов и параллелограммов. 
Каждое высказывание может быть истинны·~ илrи ло:ж~ным" 

но не может быть одновременно и истинным, и ложным-. На
пример, есди треуголыник, о котором 'Идет речь в ·rвысказы1ва

нии «данный треугольник - равнобедренный» действительно 
принадл·ежит множеству 1ра.внобедренных . треугольников 
(имеет две равные стороны), то это ·высказ~вание истинно, 
в про:т~в.ном случае оно лоЖIНо. Кроме того, так ка1к один 
и тот же треугольник не может -и ~принадлежать и не .принад

лежать множеству рав11обед1реН!ных треугольников, то это вы
сказывание не может быть однов.ременно и ист,инным, 
и л.ожным. 

Истинное высказывание обозначим для удобства сокра
щенно буквой «И», ложное-. бу~вой «Л». «И» и «Л» будут 
также назы:вать·ся значениями истинности 1высказывания. 

02. С точки зрения грамматической высказывание пред
ставляет собой ~предложение. Одна1ко не всякое предложение 
являе'Лся ~высказыва1нием. Под 1выюка.зыва1нием.1пони1маем л1ишь 
та1кое 1предложение, о 'Котором .можно сказать, что оно истин

но или ложно. 

С этой точки зрения 1вопросительные и 1восклицательные 
предложения не являются .высказы.ваниями. Не являются так
же высказываниями и ~предложения, tв которых подлежащее 

представляет собой не 1на.з1ва1ние ·~онкрет,ного объекта 1ИЗ дан-
" нога множества, а пер,еменную, на место которои можно ~под-

ста·вить название •произвольного объекта из этого множесwа. 
На~пример, предложение «город х - столица БССР» не 
нвляется высказыванием, ибо мы не можем о нем сказать, 
истинно оно ил·и ложно (в .нем ~Подлежащее ·содержит пере
менную х). Если же ~подставить вм,есто х название конкрет
ного города, это предложение обращается в истинное или 
лож1Ное tвысказывание («город Минск - столица БССР» -
исти.ннюе выюказы1вание, «город Могилев - ,столица БССР» -
ложное высказывание). 

Аналогично предложение «Х - ~равнобедренный треуголь
ник», где х - пер1еменная, на место которой можно подста
вить название произвольного элемента множества треуголь

ников, не яtвляется 1высказы1ванием. Оно обращается ·В истин
ное или ложное высказывание пр·и подстанов.ке вместо х на

звания определенного тр·еугольни1ка, например 6 АВС. 
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02.1. Понятие выск(\зЫванИЯ уже подготавливалось в про
цессе решения упраж,н.ений на числовых множествах (гл. 3) 
и получит дальнейшее уточнение 1в учении об у.ра1&нениJJ:х 
и !fеравенствах (jгл. 6). Поэтому 1рас'смотрение этого понятиSI 
в ·курсе ·геометр.ни является лишь промежуточ~Ным зв~ном 

процесса его форми1рова.ния. 
03. Каждое ·из 1пр1ИiведеН1ных выше (01) 1вь1~сказыва.ний та

ково, что никакая часть его уже не соста·вляет 1высказы1вание. 

Такие высказывания называют э л е м е н та р н ы м и. 
В больши~Нстве своем геомет.рические п,р.едложен.ия ( акси

омы, теоремы, определения) 1представляют собой с л о ж н ы е 
~высказывания, определе~tным образюм составленные из эле· 
ментарных 1выоказьl'ваний. 

Наrпример, ~предложение «Е1сли 6. АВС- ра1внобедJренный 
(АВ=ВС) 1И ВD-высота (BD_l_AC) или ВD-медиана 
(AD = DC), то L_ABD =·· L_DBC» - сложное выоказывание, 
состоящее.из ~четырех элемента~рных вы·окавы·ваний: «6. АВС -
ра1внобедренный» ( 1), «BD - ·высота» (2), «BD - медиана» 
.(3), «L ABD = L DBC» (4), опр·едел.е.н~ным образом свя.за1н· 
ных между ·собой ·С .помощью слов: «и», «или», «есл·и, то» 
(«Если имеет место ( 1) и имеет место (2) или (3), то имеет 
место (4) ».) 

Слова «не», «И», «или», «если, то» играю·т роль. логических 
связок, или операторов, обозначающих определенные -.логи
ческие операции над элемента·рными и сложными высказы

ваниями. 

В частности, в нашем примере утверждается, что выска
зывание ( 4) с л ед у е т из высказывания «[ ( 1) и ( (2) или 
(3)) ]». Но что это значит? Каков 'Dочный смысл утверждения 
о том, что одно высказывание сдедует из другого? 

Изучая геометрию, мы на каЖдом шагу встречаем таки~е 
и другие логические отношения и операции, но выполняем 

эти операции ·в ·неяrвном вид.е, т. е. Н·е 1выделяем их и не ~вы

ясняем их точный смы.сл. Бос.полним в некоторой мере этот 
пробел. Понимание точного смысла выполняемых нами логи-

" ческих операции поможет нам лучше усвоить курс геометрии 

и ~понимать его построение. 

04. Наиболее простой логинеской операцией, выполняемой 
над одним высказыванием, является о т р и ц а н и е. 

В о.быденной речи отрицание осуществляется с помощью 
частицы «Не». Например, отрицанием высказывания «точка А 
при:надлежит прямой а» («А 6 а») является высказыва·ние 
«точка А не принадлежит прямой а». Очевидно, если первое 
вы.сказывание истинно, второе ложно, ·если первое ложно, 

второе !истинно. 
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·. Мы пр·иходим к ·следующему определению {)fрнцания: 
от р ·и ц а ·Ни ем данного вы.сказывания называется· такое 1вы· 

сказьrвание, которое ~истинно, .когда данное sыскnзыва1ние 

JIОжно, и ложноt ~оrда ~Данное ~вы.сказыва1ние и.стmнно. .(Под 
отрицанием лонимаем результат одноименной операцйи.) 

Отрицание 1Некюторого ·выска·зыва~ния «Х» обоанацим 1ои.м-

воло1м «Х» (Х 1С чертой). На1пр1и:мер, отрицание JВЫ·сказывания 
«А 6 а» обозначим СИiмволом «А Е а» (раньше мьi · .~исали 

/ . . 
Af а), отр.ицание высказывания «allв>»-. символом all 8» • .. 

О.пределение отрицания может быть записано а 3Иде сле
;П.ующей таблйцы: 

х х 

и л 
л. и 

.. . . 
В Н(:Й указан.о,, какие значения истинности (И, Л) прини

мает огрицание Х в зависимости от значений истинности вы
еказывания Х. 

Нетрудно заметить, tJтo вы-сказывание Х является отрица-

нием вы.сказываrния Х (удовлетворяет определению· отрица
ния). Таким образомt дважды последовательно _!Ыполне.н.ная 

над высказыванием Х операция отрицания (Х) · приводит 
снова к этому Ж·е высказыванию. Например, отрицая, что 
«точка А ~не пр1инадлеж.ит прямой a»t 1МЫ приходим· к пер1во
-начальному высказыванию «точка А принадлежит прямой а». 

· 05. В обыденной речи союз «или» применяется в дsух раз
-личных. смы.слах: в соединительном, когда сложное 1вы.сказы
ва1ние, образованное с .помощью этого союза, считается истин
.ным, когда ·истинно хотя ~бы одно из составляющuх выск{!зы
ваний, · и в разделительном, когда сложное высказывание 

счит.ает~я истинным, когда истинно только одно из составляю

щих ·высказываний (в этом ·случае говорят «или ... , или»), 
Пусть, ~например, имеем два вы,сказывания: 

1 

~А Еа ил.и Аев» ( 1) и 
«или Аеа, .или Аев» (2). 

ВЫсказыванйе · ( 1), в котором союз «или» ·пр~мене~. в со
е.ц~~ительном (rнер~здел~тельном) смысле, .. истин!lо,. ее.11и 
··истинно· хотя· ·бы одно из составляющих его элементарных 
~ъ11сказыванИй, 1'. е. ·если «А Е а» .истинно и «А б iJ» ложно, илИ 
e·cJi:и «А-е· а» ложно и «А Е .В» ~ИСТИННО, илн «А е й» «и «А Е 8» 

-· . " ' ' . { . ~ 

ИСТ.И;ННЫ. 

'·Высказывание '(2), в -котором союз «ИЛ11» Лрименён· ·в ·-раз
делительном смы·сле. надо ·понимать как ист~инное, ее.Ли' истин-



но ·Т~льк~: -·Одно из ·составляющих его 'элементарных · выска"'" 
з~·ваниjt, .т" е. -если «А е а» истин.но и «А е в» ложно, или если· 
«А ей~ 1ЛОЖИО и «А еВ» ист.инно. - . "' .r -

. Определ1им логичеокую операцию над выоказываниямrи, со ... · 
ответствующую связке «ил.и» 1в соединителыном смы1СJ1е. ·Ре
зультат .э.той логичес.кой операции над двумя · (или ··более) 
rвысказы·.ваниями называется д1и з ъ ю.н к ц м ей этих вы.с.ка· 

v . 

эыва.ни:ц. 

_ Таки,м образом" дизъюнкцией двух высказываний назы" 
вает.ся ··такое новое 'ВЫСКазывание, которое истинно -тогда 

и только тогда,. когда истинно хотя .бы одно из этих выс:ка-
v . 

зыва~нии. 

Дизъюнкцию ВЫ·сказываний Х и У обозначим символо-м 
«XVY» (т. е. знак «V» Заменяет союз «или» в соединитель-
ном смысле). -

Определение дизъюнкции может быть записано в 'ВИде 
следующей таблицы: 

" х 

Л· 
л 
и 
и 

у 

л 
и 
л 
и 

XVY 

л 
и 
и 
и 

В первых слева_ двух столбцах таблицы ·вы,rtисаньi 'всевоз-· 
можные ко~бинации значений истинности двух данных вы
сказываний, а. в третьем столоце размещены соответ~.вую..: 
щие зна4ения их дизъюнкции. . · 

К.йк ;виДiно, дизъюнкЦ1Ия двух вы1ОКазыва1ний лож.на толь
ко в тьм случае, !Когда оба эти высказывания ложны. 

Определение дизъюнкции ра~спространяется на любое чис·. 
ло высказываний. На:пр1имер, дизъюнкция Х V У V Z истинна 
тогда и ·толь·ко тогда, когда истинно хотя бы одно из :выока.: 
зываний. Х, У или Z, и ложна, когда ложны вее эти в"ысказь1· 
Ва1Н1ИЯ .. 

06. ·Логическая операция, которую мы ·вьr-полняем над 
двумя. ВЫС:КЗ.ЗЬI'Ваниями, -соедин._яя их ·СОЮ.Зам «И»' лриводиr· 

к но.вому· 1~ысказы-ван.ию, назы1ваемо~·у ,их :k 6 .н ъ ю н :k ц и е й. 
Н:алрнмер, известная теорема о средней Л'Инии трап·еци:и· 

(средняя линия 11рапщи1и параллельна оановЗ1Ниям и равна 
их полУ,сум,ме) представтiет собой сложное '13ыскаэыванне, 
состоящее из двух элементарных ~высказы-ваний, соединенных 
союзом <«И», т. е. предста•вляет собой конъюнкцию двух вы
сказь11ваний («средняя линия трапеции па-раЛлельна основа
ниям>» ·и «средняя ~Тiиния трапеции равна полусумме основа

ний»)·. Это ·сложное высказывание истинно ·тогда и· только 
тогда, ·когда истИtнны оба соста~вляющие его элементарные 
высказывания; доказательство этой теоремы, т. · е.- установле-

85 



ние истинности этого сложного .высказывания, 1сосrо·ит из уста

новления истинности каждого из составляющих элементар· 

ных ·высказываний. Если же хотя -бы одно из этих высказы
ваний ложно, то ложна и их конъюнкция. 

Таким 01бразом, ·исходя 1из обычного смы1сла союза «'И», 
приходим к следующему определению соответствующей логи· 
ческой операции: конъюн,кцией двух высказыва:ний Х и У на~ 
зывается такое новое .высказывание, которое истинно тогда 

и только тогда~ когда ~истинны оба ·вы1ска.зь11вания Х и У. Обо
значим это новое высказыва·ние .символом «Х Л У» (З~нак «Л» 
заменяет союз «И»). . 

Онределение .конъюнкции может ·быть записано в в.иде 
следующей таблицы: 

х 

л 
л 
и 
и 

у 

л 
и 
л 
и 

ХлУ 

л 
л 
л 
и 

О.предел·ение конъюнкции, как и определение дизъюнкции, 
распростра1Ня1ет.ся на любое число :ВЫ1сказыiваmй. Напри
мер, конъюнкция (Ае а) л (В е а) л (Се а) истинна в том 
и юльюо в том 1случае, коl"да ·И'СТИНJНЫ все элементар.ные 

выюказы.вания А е а, В е а, С е а, т. е. когда все три точки 
А, В, С принадлежат прямой а. 

01. Если, например, буква·м.и Х и У обозначаются опреде
ленные высказывания; то и дизъюнкция Ху У и конъюн·кция 
Х Л У ,представляют •собой оп-ределенные 1вы1сказыванr1я. Есди 
же буквами Х и У обозначаются пер е м е н н ы е, вместо 
которых можно подставить произвольные высказывания. по

добно тому как в алгебре мы применяем переменные, вместо 
которых можно ,подставить произвольные числа из некото.ро· 

го множества, то дизъюнкция Х V У и конъюнкция Х Л }'то-
же предо-гавляют ообой :пер1еменные, 1юо'Dорые .обращаются 
в 1вы1оказывания (iистинные ил·и ложные) rв за1ви1си1мости от 
значений истинности 1пер.еменных Х и У, т. е. от исти([ности 
Или ложности подставляемых ·вместо Х и У •конкретных вы
сказываний. Таки.м образом, Х V У .И Х Л У, гце Х и }' - пе· 
ременные, представляют 'собой лишь формы для высказыва
ний, обращающие·ся в выс·казыва:ния при подста.нов·ке .вместо 
переменных каких.то определенных высказываний. Мы будем 
говорить иногда «высказывание» в смысле «форма для вы
сказывания». 

Здесь имеет место ro же, что в алгебре. Выражения 
«Х + у», «Х ·у», где х 1и у - чи,словые переменные, ~представ
ляют ообой также числовые переменные, формы для чисел, 
обращающие·ся в числа ;при цодстановке ·вместо х и· !1 их 
э.и.ачеяий из данного числового множест·ва. 
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Сложное· высказывание, составленt~ое из эле.ментарных 
с помощью логических операций! назовем формулой. ~ 

Нетрудно заметить, что из определения дизъюнкции .иепо
сред.1ст.веН11Ю следует, что 1фор1мулы Х V У и У V Х при любых 
.значениях истинности переменных обращаются обе либо 
в истинные выоказывания; либо в ложные, т. е. обе прини
мают значение И или значение Л. Такие формулы называют
~ся равными или эквивалентными. Эквивалентность обозначим 
сим.волом « < > » (илм обычны:м .знаком paвeJJI·CТIBa « = »). 

Таким образом, имеет .место эквивалентность ... XVY =У V Х, 
выражающая за.кон коммута11ивности дизъюнкции, также 

15а1к :в алгебре тождество х +у= у + х ·выражает закон ·ком
мутатиВ1носrn сложения. 

Еще раньше ·(04) ~мы установили экнивале.н11ность Х = Х, 
выражающую закон двойного отрицания, похожую на тож
дество «-(- Х) = Х», .выражающее ~связь между 1про11ивопо
.ложными числами. 

Эквивален'Гlность формул, вы·ражающих сложные выска
зыва1ния, .имеет такую же силу, .как и тождественность выра

жений в алгебре. Точно так же, как, например, выражение 
.а2 + 2аЬ + Ь2 можно всюду, где оно встречается, заменить 
"Тождественным ему выражением (а + Ь) 2 ·или, наоборот, каж" 
дое из двух ЭК'вивалентных вы.сказываний может быть заме
нено другим всюду, rде оно встречается в ~рассуждениях. На
·пример, высказывание «неверно, что точка А не принадле
жит .прямой а» .мы можем зам.енить в наш.их рассуждениях 
эквивалентным ему высказыванием «точка А принадлежит 

u u 
прямои а» на основании закона двоиного отрица~ния, так как 

Ае а= Аеа. 
К.роме за'кона двойного отрицания и закона 11<оммутатив

·ности дизъюнкции, имеется ряд других заJконов, выражающих 
u u 

своиства логичеоких операции. 

В дальнейше.м мы !рас.смотрим некоторые из этих свойств. 
08. Е1сли, например, ·вы·сказывание «А е а» ист1инно, то 

·его отрицание «А е а» ложно, если же «А е й» ложно, то 

«А е а» истин.но. Следовательно, дизъюнкция (А е а) V 
(Аеа) всегда истинна, а конъюнкция (А е а) Л (А е а) 
всегда ложна. . ' 

Если заменить высказывание «А е а» произвольным вы
,сказываиием Х, получим: 

xv х =и, 
х /\ х == л. 

(1) 

(2) 

Доказательство эквивале.нтностей ( 1) и (2) состоит ·в их 
лроверке для лю6ых значений истинности произвольного 
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.. высказываН1ия Х. Это доказательство .может быть зап.иса~но 
в виде следующей таблицы: 

х 

л 
и 

х 

и 
л 

. J<.VX 

и 
и 

хлх 

л 
л 

- ' 

Согласно ( 1), так КЗJК дизъюнкция Х V Х всегда Истинна, 
одно из двух высказываний Х ·ил-И Х (не Х) вс.егда истинно 
(закон исключенного третьего) . 

Согласно (2), та.к как конъюнкц.ия Х Л Х всегда ложнаt 
- ? 

одно из ·выс,казываний Х или Х вс.егда ложно (за1кон проти-
воречия). , 

Законы исключенного третьего и -рротиворечия IЦ:lходя~ 
Широкое ~применение в лракт.ике математ.ичоских доказа
тельст.в. В ·частности, 1в косвенном доказательстве (тради
ционно называемом доказательством «от . противного», хотя 
следовало бы называть доказательством «от прQтивореча- . 
щеFо»), ·вместо того, ~тобы дока,зать ист.инность высказы~ва-
ння Х, до·казы·ваем ложность. выоказыва.ния Х ·и по закону 
исклiоченного третьего приходи~ к вьJ,воду об ист.инности вы-

сказывания Х. (Так как Х _у Х =·И и Х = Л, то, заменяя 
в Х V Х = И высказывание Х через эквивалентное ему вы· 
сказы1Вание Л (ложное выаказы.вание), получаем Х V Л = И 
и, оог.даано определению дизъюнкцпи, Х =И.) 

Если нам нужно опровер.гнуть некоторое ·высказывание Х, 
т. е. доказать, что оно ложно, иногда легче доказать, что его 

отрицание Х ·истинно. Тогда по за!кону противоречия прихо

дим к .выводу о ложности выС'казываниЯ Х. (Так как Х Л Х = ~ 

и Х =И, то, nодстаозляя вместо Х эквивалентное ему высказы

вание И (:Истинное выс·казывание) в Х ЛХ = Л, получаем 
Х ЛИ = Л и по определению ~конъюнкции Х =· Л.) 

09. Очевидно, высказывание «неверно, что точка А при
надлежит прямой а или то-чка А принадлежит прямой f?» 
эквивалентно высказыванию «точка А не принадлежит пря
мой а и точка А не принадлежит прямой Ь» (подчеркивание 
логич.ес:к:их связок облегчает .переход от словесной к симво
лической записи высказываний) 1, т. е. имеет место эквива
лентность: 

(А е а) V (А е Ь) = [ (А е а) ;\ (А е Ь)] . 

1 Словами «неверно, что» обозначается отрнцанне всего следующего 
за ними высказывания. 
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. Высказывание «неверно, что точка А принадлежит- пря ... 
мой а и точка А принадлеж·ит прямой Ь» эквива~ентно . в.ы" 
сказыванию «точка А не принадлежит прямой а ~ли 'ТОЧRа 
А не принадлежит прямой Ь», · т. е. имеет место э:к:вивалент ... 
ность: 

{;Геа) /\(А еЬ) =iТАеа) V (А еЬ) j. 

Нетрудно до.казать, что эти эквивалент.ноет.и не:,зависят от 
содержан.ия фигурирующих ·в ;них элементарных выс1казы
ваний.· 

Заменим· элементарное высказывание А 6 а пр.оиз·ВОЛЬНЫМ 
вы·ска_зыва:1:1~ем Х,, а· элементарное высказывание А е Ь про
извольном высказыванием У1 • Тогда эти эквив'алентности 
примут следующий ·вид: 

Х. V У = (Х /\ У) 

Х /\ У = (Х V У). 

(1) 

(2) 

Эти экв:ива:лентности легко устанавливаются, исходя из
определений · отрицания, дизъюнкции и конъюнкции. 

Докажем· эквивален1'ность · ( 1) . 
Дизъюнкция Х V У ложна, а, сл1едовательно, е~ отрицание 

Х V У и.ст~н1:10, тогда И только тогда, когда оба высказыва
ния Х ·И. У Ложны, т. е. 1когда ;ИХ от1рицания Х и У истинны 
и в этом же и только в этом случае истинна и •конъюнкция 

хл У.. . 
ДизъюJ-Iкция Х V У исти~нна, а, ;следовательно, ее. отриц-а

ние XV У ложно, тогда и только· тогда, когда хотя бы 
одно из. высказыtВаний Х или У истинно, т. е. когда хотя бы· - -
одно ,из высказываний Х или У ложно, и в этих же и только 

. в эт.их ~~у'Ч.аях ложна и ·конъюнкция Х Л У. 
Та.ким· образом, имеет место э.кв.ивалент.ность: 

Доказательство эквивалентности может быть осу_ществле
но с помощью таблицы, ·в которой для всевозможных комби· 
наций 13начений истинности элемента·рных выс~азываний 
определяются соответствующие значения Истинности для 
сложных· высказ,t>Iваний, образующих левую и правую .части· 
доказы·ваемой эквивалентности~ Если эти значения одинако
вы .во ·всех строках таблицы, то эквивалентность· действи-

- '. 
тельно имеет место. 

1 Х и У....- переменные для высказываний. 
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Ниже пр И•ВОДИТСЯ таблица, доказывающая эквивалент-

:ность (2): 

х у ХлУ хлУ х у xvv-
. 

л л л и и и и 
л и л и и л и 
и л л и л и и 
и и и л л л л 

?> 

10. Очень часто ·в математике, в частности и в геометрии, 
.для формулировки теорем мы пользуемся сложнь1ми выска
зываниями,· состоящими из двух высказыван11й (элементар
ных или, в свою очеред~, сложных), соединенных словами 
«<если ... , то». 

Пример такого сложного высказывания приведен вы
·ше (03). 

Такие сложные ·высказывания ·мы обычно понимаем 1ка.к 
.высказы1вания о логическом следовании. Так, высказывание 
-«если Х, то У», которое ·МЫ в дальнейше.м обозначим симво
.лом «Х ~ У», ~понимается как.выс.казываниео том, что У ло
rичес'ки следует из Х. Но что это значит? Под этим обы~чно 
пони·мают, что если только Х истинно, то и У должно быть 
ястилно, иначе высказывание о том, что У логически следует 
из Х, ложно. 

В выаказывании Х ....,... У, называемом обычно у слов н ы м, 
,х_ назы;вает.ся о 1с но iВ а rн и е .м, а У -1с л еде тв И ем. 

Логическая с.вязь основания и следствия ха·рактеризуется 
-тем, что ист1Иtнность основания определяет и,стин.ность 1следат

вия. но истинность .следствия не определяет одн·означно· ана
:чение истинност,и основания, которое может быть ·в этом слу
чае ка.к .истинным, так и ложным. Ложность следствия о;пр_е" 
деляет ложность основания, но лоЖrность основания не QПре

деляет однозначно значен:ие ист.инлости ·следствия, которое 

может ·бы:rь ~в этом ~случае ка-к И1СТ1Иtнн.ым, та1к ,и ложны.м. 
Раос.мотрим в ·качестве примера высказывание «если мно

гоугольник - .nра1вильный, то о:кол9 него можно описать· 
окружность». Доказательство истинности этого высказывания 
состоит ·в том, что, .предполагая ист.инным основание ( «мно
гоугольник - правильный»), доказы1ваем, что при этих у1сло
виях истинно и -следствие («около ~него .можно описать окруж
ность»). Однако, если многоугольник не является правиль
ным (основание ложно), ·нельзя утверждать, что около не:rо 
'Нельзя описать окружность (т. е. что следствие ложно). 
Если же. около данного многоугольника нельзя описать 
окружность (следствие ложн:о), то -можно с уверенностью 

u 

у11верждать, что этот многоуrольник не есть правильныи 

(основание ложно)'. Но если около многоугольника можно 

~о 



описать окружность (следствие истинно), нельзя утверждать, 
что он !Правильный (т. е. что осн.ование истиннt>). 

У1сло~виое высказывание ложно только в том случае, ·IЮ'Гд3. · 
оонован:ие и1стинно, а следсТiвие ложно. Так, например, лож" 
ность высказывания «если .в четырехугольнике диагонали 

взаимно перпендикуля{}НЫ, то этот четырехугольник - ромб» 
доказывается обычно построением ч·етырехугольника, диаго
нали которого взаимно перпендикулярны, но который не 
является ромбом, т. е. доказывается, что имеет место случай, 
когда основание истинно, а следствие ложно. 

Для определения сложного ~высказывания х ....... У вос-
u u 

пользуемся логическои характеристикои условного в:ь1сказы-

вания, т. е. тем, что оно ложно только в том случае, когда 

основание ис11инно, а следсТ~вие ложно; при всех же ~ругих 

комбинациях значений истинности основания и ·следствия оно 
истинно. 

Это определение может быть записано в виде следующей 
таблицы: 

х 

л 
JI 
и 
и 

У х~У -----
л и 
и и 
л л 
и и 

Въ1сказы1ва1ние Х -+- У, удовлет.воряющее эrомуопределе-
u 

иию, называется и м п л и к а ц и е и~ 

Следует отметить, что не всякая импликация представля
ет собой условное высказывание в обычном смысле. Действи
тельно, данному определению импликации одинаково удов

J1етворяют и выскаэь1;ва1Н1ие «если ЛАВС - 1рав.носrоройний, 
то его углы равны», которое являет,ся ист,инным условным 

выаказы'Ванием ·в обы1чном смысле, и вы,сказывание «если 
ЛАВС - равносторонний, . то чи;сло 5 - простое», .которое 
является истинной импликацией (так как следствие «чис
ло 5 - простое» - истинное выоказыва.ние; эта импл1икация 
ИСТ.И1Н1На неза1НИСИМ·О от з1начения 1ИСТ1И.ННООТИ оанова1Н1ИЯ - 2-я 
и 4-я ст.роки та1блицы)" но не является условным 'Высказы
ванием в обычном смысле. 

В у,мовном выс.ка.зывании основание и следствие связаны 
между собой 1не только той логической связью (овязью меж
ду значениями истинности), которой определяется им.пли·ка
ция, .но и по аодер.жа.нию. Таким об~разом, у~слооное выс.ка
зы,вание - особым вид импликации (множество условных 
вы1сказываний - подмножество множества им.пликаций). По
этому .все, что, ютвлекаясь от .содерж.а•ния ·ооновам:1ия и след

ствия, узнаем о лю,бой импликации, имеет силу и для у~слов-
ного +высказывания в обычном смысле. :. 
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И·сходя из определения им.пликации и обычното понимания 
условного высказывания, как высказыва:Аия о логичесt<ом 
следовании," можно ~сказать, что если Еtь1сказыва.ние У· логиче
ски JCJieдyeт из высказывrа~НrИЯ Х, то мм1пликация Х ~ У истин
на. ECJI'и же Х-... У .истинна, то У может и не.. ··следовать 
из Х в обы·чном .смысле, так как ·Х и У могут быть различного 
содержания. Нас здесь интересуют лишь случаи, ~когда одно 
высказывание ·Следует из другого в силу лишь своей логиче
ской ·структуры, независимо от содержан.ия. 

Наn·р1имер, из вы1сказынания «данный треугольник прямо-
~ u " u -· u 

УГОЛЬНЫ~ ИЛИ rупоуГОЛЬНЫИ» следует .высказьrваНJiе: «Да11НЫИ 

треугольник тупоугольный или прямоугольн1?1Й», так же как 
из :вы-сказывания «а > О .или а =. 0» следует · выiQКазывание 
«а = (} или а > 0» в силу их логической с11руктуры" так как 
и·мпликация XVY -+ YV Х истинна, независимо от содержания 
элементарных высказываний Х и У. 

(1\ .понятию о логическом следовании и его овязи с им
пликацией еще вернемся в дальнейшем.) 

· 10.1. Если- истинны импликации Х-+ У и У-+ Х, то ·вы
сказывания Х и У эквивалентны. 

Действительно, если истинна 1ИМ1пликация Х-+ У, то :не 
может :быть Х ·исmнно и У ложно; если истинно У ~ Х, то 
не .может быть У ·истинно и Х ложно, т. е. Х и У оба истин
ны или оба ложны. 

Таким образом;выс1казывание Х ~ У ра·вносильноконъ
юн1кции (Х-+ У)Л (У-+ Х). (О~сюда и происхождение зна-
ка «~~»,напоминающего о двойной мм.пликации Х~У.) 

11. Та.к как вые~казы,вание Х ~ У ложно в том и тольк:о 
в том случае, когда Х истинно и У лоzюно, то в этом и только 

в этом случае истинно его отрицание Х -+ У. В этом ·и только 
в ~том .случа~ истинна также конъюнкция Х Л У! ··следова
тельно, выаказывание Х ~ У эк~Вивалентно высказыванию 

ХлУJ т. е. 

Х ~ У +-t>.(X Л У). 
Если два ·высказывания э.кв·ивал·ентны, то и их отрицания 

также эквивалентны, т. е. 

Х--?У~хлУ. 

Применяя закон двойного отрицания и свойство 09 (2), 
получаем: · 

.(Х ~У)~ (XV У). 
Эту экв1И1ва~ент.Ность легко до.казать и ·с помощью ·соот.:. 

ветствующей таблицы. (ЦелесQОб'разно предложить учащимся 
составить эту таблицу.) 
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Полученное ·выраж_ение импликации через отрица.ние 
и дизъюнкции находит ши·рокое применение при решении 

разл,ичнI?IХ логических задач:. В дальнейшем .нам ВСТrР~flТ.СЯ:
т акие задачи. 

12. О.писанный выше логический аппарат оказывается не
достаточным для выражения математических предложений. 
В частности, с помощью этог.о аппарата мы не можем выра
зить то логичерки существенное,..,. что различает, например, 

предложение: 

все точки прямой а принадлежат плоскости а» (Х) 
от предложения: 

«существует точ.~а . прямой а, принадлежащая плоско
сти а» (У). 

Для выражения таких предложений ·введем ·К в а: н тор ы 
общ,ности (А), (а), (а) и квант9ры существова· 
ни я (3 А), (3 а), (3 r.t). .' 

Символами (А), (а), (а:) обозначим выражения: «для 
всех точек А» (или «для лЮбоji точки А»), «для всех пря-

" · мых а», «для в·сех плоскостеи а» соответст.венно. 
Символами ( 3 А), (3 а), (3 а) обозначим вы·ражения: «су

ществует точка А такая, что ... », «существует ~прямая а та'кая, 
что ... », «существует плоскость а такая, что".» соответственно, 
причем под <«сущес-rвует» понимаем «сущест1вует х:отя. бы 
одна ... » 

С помощью квантора общности предложение (Х) запи
сывается следующим образом: 

(А)[(А е а) ~(А е а)]. · 

(«Любая точка А, если она лринадлежит .прямой а, то она 
принадлежит· и п~1оскости а». Это и значит, что «все точ1ки, 
прямой а при.надлежат ллоскости а».) 

Предложенflе (У) 1С ·помощью квантора существования 
записьпзается .следующим образом: 

(3 А )[(А е ~} /\ (Ае а:)]. 

(«Существует точка А такаЯ, что она принадлежит п·рямой а 
и плоскости а».) 

Вообще, еслrи ·какое-1нибудь с-войсТlво Р имеет место для 
всех элементов х некоторого множества, мы это записываем 

1'ак: .«.(х) Р (х) » («для всех х ·имеет место .свойство Р» )-. 
Высказыва.н~ «<невер1но, что для 1}:3сех х имеет место свой

-ство Р», т, е. отрицание вы1сказывания (х) Р (х), обозначае-

·мое -символом(х) Р (х), очевидно, 1ра.вноаильно высказыва
нию «сущест.вует х, для ·КО'Гор10rо не 1И1меет .место свойсrг~во Р», 

обозначаемое еим:волом ( 3 х) Р (х). 
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Мы получили равносильность: 

- -
(х)Р(х} # (3х)Р(х), (1) 

' 

выражающую правило п.реобразова1НJИЯ отрицания высказы-
вания, .начинающегося с квантор а общности. , 

л,налоги,чно, отрицая 1высказыtВание ( 3. х) р (х) 2 т. е., ут ... 
верждая, что «не существует х. для которого имеет место 

свойство Р», мы утверждаем, что «для ·всякого х имеет место 
с·войе-тво не Р». Получаем равносильность: 

(3х) Р(х) # (х)Р(х). (2} 
. 

Например, отрицая ·существование общей· ~точки прямой а 
и плоскости а: 

(3А)[(А е а) /\ (А е~сх)], 

мы утверждаем, что «для любой точК:и; А не .я1вляются ис11ш1-
ны.ми одновременно .высказы.вания Аеа и А еа», т. е. 

(3А)[(А е а)/\ (А е а)]# (А)[(А е а}/\ (А е а)] 

ил:и, применяя с·войств·о 09 (2), получаем 

(jA)l(A Е а) /\ (А Е а)]# (А)[А е а V А е а], 

т. е. .вы.скаэы1ва1ние «~неверно, что существует общая точка 
п·ря·мой а .и .плоскости а» эквивалентно выс1казы-ванию «лю
бая точка А не принадлежит прямой а или 1не принадлежит· 
nлоакосrи а» (ил1и не 1принадл'ежит ни прямой а, .н:и лло
ск·ости а). 

13. Геометрия строится аксиом ат и чес к и, или де
д у кт и в но. Это з·начит, что предложения геометрии вы
в ·од я т с я логическим путем из некоторых и.сходных nред

ложений. назы1ваемых а 1К с и ом а ми. (Слово «дедукция» 
происходит от латинакого «deductio», означающего «выведе~ 
ние».) 

Пlроцесс логического вывода одних .предложений из дру
·rих называется до к а з а тел ь ст в ом. 

Ак.сиомы геометрИ!и п•редставляют ·собой результаты про
стейшего опыта, их истинность подтверждается только nра:к
rикой. Аксиомы л•оrически недоказуемы, потому что они явля-· 

" ются исходны1ми, пер·вон,ачалынымц ~nре:дложениями да.н!Нои 
" " теор.ни, 1нет 1В этои т.еори1и 1.цредшествующих 1им !П1редлож·ении, 

из .которых мож1но 1былю бы 1их вынести логическим ~путем. 
Таким образом, недоказуемость предложения, .принятого 

в качест,ве аК:сиомы, не является свойством,.. присущим этому 
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предл,ожению независимо от того, принимается о.но или нет 

в качеетв~ аксиомы. 

Это легко по.казать на следующем примере. 
Иэвестна следующая аксиома геометрии: 

... -

IH Через любые две точки проходит одна и только одна 
прямая (1п0д ·выражением «две точки» понимаем «две раз
личные точ,ки») . · 

· Нетрудно замеmть, что эта аксиома представляет собой 
конъюнкцию двух высказываний' высказы.вания ( 11) о су
щест.вовании прямой, проходящей через любые две точки" 
и выс·казывания ( 12) об единственности такой ~прямой: 

(А)(В)(3а)(А~ В е а), 

где (А, В е а) - со.к,ращен.ная запись конъюнкции (А е а) Л 
Л (В е а) («для любых двух точек А и В существует пря
мая а, проходящая через них»); 

(А)(8)(3а)(3Ь) [(А, В е а) Л (А, В е Ь)Р 

(«для любых двух точек А и В не существует двух прямых" 
проходящих через них»). 

Покажем, что предложение 12 эквивалентно предложению: 
«две 1прямые не ·могут иметь более одной общей точки», т. eL 

..,. 

(а)(Ь)(3А)(3В) [(А, В е а) Л (А, В е Ь)). 

Обозначим для краткости это предложение через Х. Вы
сказывание ( 12) равносильно, выаказыванию «для любых двух 
точек А, В и любых двух ·прямых а, Ь не имеет место 
ко.нъюнкцяя (А, В е а) л (А, В е Ь) », ил~и (что ro же) 
«для любых двух прямых а, Ь и для любых двух точек А, В 
не имеет место конъюнкция (А, В е а) л (А, В е Ь) », т. е. 

(а) (Ь) (А) (В.) (А, В е а) л (А, В е Ь), а это высказывание, 
согласно 12 (2), эк1вивалентно ,высказыванию «для любых 
двух прямых а, Ь не ·существует двух точек А, В таких, что 
(А, Веа)Л(А, ВеЬ)». . 
Мы получаем 

02) ++ (а)(Ь)(3А)(3В)[(А, В е а) Л (А, В е b)J, 

т. е. (1 2) ~ Х или ((12) ~ Х) Л (Х ~ (12)). 

Таким образа~, если ·принять предложение ( 12) .за ак·сио
му, то из него логически следует ,предложение Х, т. е. пред-

1 Из истинности (11) и (12) следует, что а и Ь - различные прямые. 
Действительно, если а и Ь с9впадают, то (12) - отрицание (11) и одно 
из этих высказываний ложно. 
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ложение Х доказывается ка1к теорема. Если же ·предложе
ние Х 1Iринять за аксиому, то предложение ( 12) становится 
доказуемы-м 1предложеН1ием, т. е. теоремой. 

13.1.· Работа ~по разъяснению понятия аксиомы и сущно
ст.и аксиоматического .метода не исчер.пьrвается ·приведенным 

здесь примером. Эта ра:бота должна ·вестись ·в течение дли
тельного ·в.ремени в старших классах. О ней более подр~бно 

" " . говорится во второи части •настоящеи книги. 

14. Каждое доказательсr,во еостоит из применения к а·к
сиомам, оnрtЩоое.ния1м и ра,нее уже доказа1ннь1~м 1Предложе

ниям (теоремам) определенных п ·р а в .и л л о ·г и ч е с к о г о 
вы в од а (умоза·ключений) .1 

· 

Хотя 1при изучении геометрии доказывается очень много 
теорем, в этих доказательст~вах мы до 1сих ·пор и1нтересова

л.ись лишь тем, ~ИЗ каких ранее ·извеС7iных ·предложений {ак
сиом, определений, теоре.м) вы1водится ·доказываемое ·Пред:
ложение, но как оно из них выводиТ~ся, на основе ка1ких 

правил вывода построен П1роцесс доказательства - ·не выяс

няли. Иначе ~говоря, мы не изучали логичес.ко:й структуры про
водимых нами доказатель·ств. 

Воополm·м 1в ,некоторой степени этот пробел. 
_. . Доказательство вообще имеет сложную ·структуру, пред
ставляя собой определенную, строгую последовательность 
ша·гов. Каждый шаг доказательства ·состоит и.з пр.именения 
некоторого ~правила ~вывода ·к аксиомам, определениям, ранее 

уже доказа1Н1ны1м т-еорема1м .или предложениям, получеН1ны1м 

в 1результате !предшествующих ша1гов данного доказательства. 

Таким образом, каждый ~Шаг доказательства -в свою очередь 
представляет .собой некота~рое· доказательство, сосrоящее и·з 
применения одног.о ~как_ого-нибудь правила вывода (ИЗ' имею
щегося запаса т·аких правил). Такое доказательство, имеющее 
простейшую логическую структуру, ·назовем n р о сты м; 
доказательство, не являющееся п.рость1м, назовем . с л о ж
н Ы М, IИЛИ С О С Т а iВ Н Ы М. 

Доказательства геометрических теорем вообще являюrся 
" ' 

составными, т. е. ·состоят из определеннои последовательно-

сти, или цепочки, .простых доказательств. 

Под логическим анализом доказательства надо понимать 
выяснение его логической структуры, т. е. представление 

доказательст.ва в .виде послед:ов~тельности шагов или про

стых доказательств .и ·выя.снение сущности каждого шага: · 
а) какие предложения принимаю11ся за ~истинные (~По-

сылки); . · · 
6) какое ~п,равило вывода .пр1именяется к посылкам; 

1 В дальнейшем .будем говорить,.. просто «правила вывода». 
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· ·в) какое новое· :истинное предложение (за·ключение) по-
лучается в результате. этого применения. .-"·- "~ 

Схематически правило вывод.а,. у'I'верждающее, что «если 
выск.азьЩJания Х 1, Х2, ... , Х п (1посыл-К~и) tи1ст.инн~, то истiИ1нно 
и высказываН1ие У (заключение)», .. записывается следующим. 
образом: 

Самым существенным является то, что в правилах вывода 
указывается лишь вид ·посылок и заключения, их структура, 

и. никогда не упоминается их содержание. 

· Ниже рассмотрим ряд простых доказательств · с цеJ1ью 
изучения некотQрЫх широко применяемых лра,в~ил вывода. 

На этих !Примерах .на·глядно в~дна· - независимость празил 
вывода от 1аодержания 1ра1осуЖ1Де1ний. 

14.1. Пусть на плоскости две прямые а и Ь пересечены 
третьей прямой с и образуют с ней пару соответственных 
углов L I и L 2. 

П·ри .изучеНlии параллельных ,прямых мы доказали две 
взаимно об.ратные теоремы: 

(L 1 = LJ 2)-. (а П Ь), 

(а U Ь) -+ ( L 1 = .6 2). 

( 1) 

(2) 

Из теоремы ( 1) лег.ко .выводится теорема, противополож
ная обратной;: 

а 11ь-+L1 = L.2. (3) 

Аналогично из теоремы (2) выводится теорема: 

L: 1 == L 2 -+ а 11 ь . (4) 

Правил·о ;вывода, которое здесь ·п.р1имеt1tяетея, ·основано на· 
эквивалентности прямой и противоположно-обратной, обрат
ной и противопрложной теорем .. 

Чтобы доказать, что это ~правило вывода допустимо и за
висит не от содержания ·рас-сматриваемых ~высказываний, 
а лишь от .их логической структуры, заменим высказыва· 
ние «allb» :произвольны1м вы·сказыванием Х, а высказывание 
«L 1 = L.2» - ·ПРОИЗВОЛЬНЫМ IВЫСКазыва.нием У, т. е. кон
кретные высказы·вания заменим переменными для :ВЬrска-

" ... зы1ва.нии. 

Пусть Х-+ У- ·прямая теорема, то'гда 
У-+ Х - обратная теорема, 

Х-+ У - противоположная теорема и 

У-+ Х -. nр·отивоположная обратной теорема. 
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Правилю ,вывода, о ·котором идет здесь речь, rсоетоит 
в том, что если истинно высказы·вани~ Х ~У, то утверждает-
ся, что истинно также высказь1;вание У -+ Х и обратно. (Ана
логично, если ~истинно вьt·сказывание У -+ Х, то утвержд'ается, 
что истинно и высказывание Х -+ У .и· обратно.) · 

Это правило 1навь1;вают nра1вилом )к он ·т .р а по .з и ц и и. 
Оно записы1вается схематичес~и ·Следующим образом: 

Х-+У 

У-+ х 

Обратное получ.ается от ~применения этого же праs1ила 

к высказыванию У ~· Х: 

х-+ у или х-+ у 

Доказать допустимость этого ~прав.ила вывода означает 
доказать истинность высказывания: «<Е·сли истинно Х ~ У, 
то истинно У-+ .'Х, т. е. истинность импликации (Х ~ У)-+ 
_.,.. (У-+Х) при любых значениях истинности высказыва· 
ний х fI У. . 

Это доказательс'Dво · можно 1вЬ1riолнить различными путя-
ми. У.кажем некоторые из них. 

а) Можно непосре'дственно доказать, исходя из опреде-

ления импликациИ, что если истинно Х -+ У: то истинно и У-+ 
-+ Х. Для этого, очевидно, достаточно доказать, что если У 
истинно, Х не .может быть ложным. Действительно, если У 
истинно, то У . ложно, и если при этом Х бьiл бµ1 ложным, 
Х был бы истинным .и импликация Х-+У была бы ложной. 

6) Легко доказа!'ь эквивалентность ( Х -+ У) ~ (У -+ 
-+ Х). Действительно, 

х ...... У #xv У, 

Y-+X#YV x#xv У. 

Доказанная э.квивалентность означает, что .истинна конъ

юнкция 

[(Х-+ .У).-+ (У -t Х)] /\ [(У-+ Х)-+ (Х-+ У)], 

. " 
а следовательно, и ~каждая из импликации: 

(Х-+ У) ~-(У~ Х), 
.. 

(У-+ Х) ~ (Х-+ У). 
-
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·· 8) ИстиннQсть импликации (Х -+- У) ....... (У -+- Х) пр.и 
любых з.начениях iИtстинности .высказываний Х .и У, 1подтверж
дающая дравило контра·позиции, легко может быть до-~mза
на .с помощью соответствующей таблицы: 

\ , , " 

х у Х-+У х у У-+Х (Х-+У)-+(У-+Х) 

л л и и и и и 
л и и и л и и 
и л л л и л и 
и и и л л и и 

Приведем пример ·прй:ме.нения правила контрапозиции 
в доказательст.ве одной теоремы. 

На плос·кости даны две ~прямые: а и Ь. 
Существует теорема: если всякая ·Прямая с плоскости" 

пересекающая прямую а, пересекает и прямую Ь, то прямые 
а и Ь параллельны. 

(с)[(с Ха)-+- (с Х Ь)]-+- (а 11 Ь), 

где ·символ·ом ( сХа) обозначается высказывание «прямые с и ~ 
пересекаются». 

Чтобы доказать эту теорему, достаточно, по правилу 
контраriозиции, доказать э·квивалентную ей теорему: 

а 11 Ь ~ (с)[(с Ха)-+- (с Х Ь)]. 

Преобразуем эту фор.мулу: 

а 11 Ь~ (с)[(с Х а)-+-(с Х Ь)] =а 11 Ь-+- ('3с)(сХ а)-+- (сХ Ь) = 

=а 11 Ь-+-(3 с) (с Ха) V (с Х Ь):с:а 11 ь ...... (3с)[(с Ха)/\ (с Х b)J" 

Кроме того, ·rак как tПРЯfdЫе а ~ Ь лежат .в одной <плоско
сти, то есл.и они не параллельны, они .пересекаются. Мы по-
лучаем следующую эквивал;ентность: · 

. 
(с)[(с Ха)-+- (с Х Ь)]-+- (а 11 Ь) =(а Х ~)-+- (3с) [(с Ха) Л с Х Ь]'" 

т. · е. сф·ормулиров·анная ~выше·· теорема эквивалентна следую.:.. 
щей: если ··прямые а .и Ь :пересекаются, то сущест;вует пря
мая с такая, что она пересекает прямую а и 1не пересекает 

прямой Ь (или, наоборот, пересекает Ь, нь не ·пересека-
ет а). -~ 

Эта теорема очень просто доказывается. Достаточно взять. 
на прямой а произвольную точку А, не лежащую на .r1ря
мой Ь, и через нее на· плоакости, определяемой прямыми а~ и Ь; 
провести прямую с, параллельную· прямой ·ь. · · · 
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В этом. примере ~ы .. осущест,вили процесс, аналогичный 
П·роцес~у решен~я уравнения. Ре,шая уравнение, мы его ·по
следовательно .преобразовываем, применяя правила преобра.: 

" зования, не нарушающие равносильность уравнении, пока 

не приходим к у.равнению, -корни которого легко найтИ. Так 
как последнее уравнение равносильно данному, то корни его 

будут корнями данного уравнения. Д-анную теорему мы ·вь1-
ра.з.или с помощью формулы. Затем· мы 1последовательно 
переходили от этой формулы к другим, применяя правила. 
преобразований, не нарушающие эквивалентность формул, по
ка .не получили формулу, значение ист:и;ннQсти которой 
легко определить. Это з.начен~ие является значением ист.ин
ност,и и исходной фор,мулы, .выражающей доказы~аемую тео
рему в той формулировке, в которой она предложен(\. 

14"2. Правило контрапозиции допускает расширения. 
Возьмем, напр-имер, истинное высказывание 

(А е а) /\·(а С: сх)-.. (А е о:). -

Из него следуют высказывания: 

(А еа) Л (А есх)-.. {аС::сх) и 

(А е а) /\ (а С:: а) -.. (А е а). 

В общем виде схема .пр.имененного здесь праВ!Ила вывода 
запишется та.к: 

ХлУ~Z 

хлz~У,ZлУ~х 

Чтобы показать допустимость этого пра,вила вывода, на
зываемого правилом расширенной ,контрапозиции, достаточ-

" но доказать истинность импликации: 
1 

[(Х /\ У)-.. ZJ-.. [(Х /\ Z) --+- У], 

[(Х /\ У)-.. ZJ-.. [ (Z /\ У)--+- XJ. 

(1) 

(2) 

Очевидно, достаточно дока.?ать истинность одной нз эт.их 
имплцкацяй, ибо, если, например, дока~ем истинность ( 1), 
заменим в .ней букву Х ~буквой У и обратно и применим свой
ство коммутативности конъюнкции (непосредственно следу
ющее из определения конъюнкции), получим, что и имплика
ция (2) истинна. (Можно, разумеется, и непос1редствен.но 
доказать истинность .импл:икащи.и (2), подтверждая этим са
мым 1правомер.ность примененного здесь .правила подстанов

ки. Это правило целесообразно рассм·от,реть ·В связи с анало
гичным правилом обыкнрвенн;ой алгебры. Гл. 6.) 
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. 
Истинность импликации ( 1 )· следует из э·квивалентн()сти 

[(Х Л У)-+ ZJ = [(Х Л Z)-. YJ, 

которая легко доказы.вается. 

Действительно, 

[(~Х Л У) -. ZJ = (Х Л У V Z) = (Х V У V Z); 

((Х Л Z)-+ YJ = (Х Л Z V У)= (XV Z V -У)= (XV"YV Z). 

С-.ледовательно. 

[(Х л У) -+ ZJ = [(Х л Z) -. У]. 

(Вопрос о правильном употребленни скобок будет рассмотрен 
в связи с аналогичным вопросом в алгебре. Гл. 6. На дан
ном этале можно условиться не заключать· 1в скобки сложные 
вь1сказывания, стоящие под знаком отрицания .или соединен

ные з.наком экви;В.алент.ности.) 
Правило ·расширенной контрапозиции .имеет вообще более 

общий вид, чем тот, который рассмотрен выше. У нас посы.Лка 
(Х ;\) У-. Z имеет в ооновании конъюнкцию из двух выска
зыва11Ий. В самом общем случае здесь может быть конъюнк
ция нз любого числа ·высказываний: 

(Х1 Л Ха Л Хз Л ••• Л Хп) -J1o У 

(Х1 Л Ха Л Х3 Л ..• Л Xk-l л Хkн Л ." Л Х" л }) -J1o Xk • 

14.3. Произведем логический анализ следующего рассуж
дения: «Если данный· м.ногоугольник правильный, то в 1него 

" можно :вn:исать окруж.ность; данныи м1ногоугольник - пра-
" вильныи; следовательно, в него можно вписать о.кружность». 

В эТом ра.сqждении п1рименено некоторое правило вывода, 
о чем 1свидетель·ствует слово «следователь,но», отделяющее 

посылки от за1ключения. 

Для .выя-снения -сущност.и п·римененного 1В этом рассужде
нии правила вывода отвлечемся от еодержа.ния фигурирую-

" щих в нем элементарных выс-казывании. 

Заменим элементарное высказывание «данныi\ много
угольник - прав16JIЬНрIЙ» переменной Х, а высказы1вание 
«В него (в данный многоугольник) можно впиеать окруж
ность» - 1перемен.1Юй У. Тогда исследуемое рас.суждение за
пишется ехемаtически следующим -образом: 

X-J1- У, Х 
у • 

т. е. из посылок х-.. У .и Х вы.ведено заключен.не У. 
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1
• Это правило вывода называет.ся· правилом з а кл ю ч e

n и я, или .пра·вилом отделе ни я (с по.мощью посылки Х 
из им.пликации · Х .--.. У «отде.Ляется» У). (В традиционной 
логике это правило называ~тся утверждающим модусом ycw 
ловно-1категорического силлогизма - Modus ponens:) 

Правило заключения непосредсТiвенно следует из опреде
ления импликации. Действительно, есл1и J11С1'1ин1на ИJМпликаЦ~ия 
Х ~У и истинно основание Х, т. е. имеет место И -э- У =И, 
то У должно быть ист.инным, иначе И-..Л == Л. 
· · 14.4. Рассмотр.им сейчас следующее ра.ссуждение: «Если 
данный многоугольник - правильный, то в него можно .впи
сать ркружность; в данный многоугольни~к иельзя вписать 
окружность; следовательно, данный многоугольник не есть 

" ' правильныи». 

Используя введенные выше ( 14.3) переменные, получим 
следующую схему этого рассуждения; 

х~У, У 

х 

В традиционной ЛОГIJКе это правило вывода называется 
отрицательным модусом условно-категорического силл<;гиз-
ма - Modus tolleпs. · · 

Нетрудно доказать за•конность такого вывода. ДеЙстви
телъно, та-к ·Как х~. у::::;:: и и у= И, то у = л И, чтобы вмело 
место Х ~ Л = И; должно быть Х = Л, а следовательно, Х 'И. 

Это пра1вило вывода может· быть сведено .к ·ра·с·смотрен
ны.м выше пра·гилам заключения и контра1позиции. 

х~у-

х (правило контрапозиции), 
r~ . (1) 

У~х. У 
Х (пр·авило заключения). (2) 

Та·ким ·образом, последовательное применение этих двух 
правил дает нам новое правило: 

х~У, У 

х 

Если не .вослол.ьзоваться этим .новым пра1вилом, то иссле
дуемое рассуждение уже представляет собой сложное дока
зательство, со.стоящее из двух шагов. 

Рассмотренные выше два 'правила ~вывода позволяют 
в истинной импликации из истинности основания сделать 
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вывод об истинности СJJедствия, и из ложности следствия 
сделать вы,вод о ложности основания. Эти правила, как .мы 
видели, непосредствеино следуют из определения импликацuи.: .. 

В. связи с определением .импликации ( 1 О)· мы также выяс
нили, что из ложности основания нельзя сделать вывод 

о лож.ности следст:в:Ия и· из и~тинности следствия нель.зя сде
лать вывод об истинности основания, т. е. рассуЖдения, _п·ро
веденные по следующим схемам: 

х ~ У, х ' х ~ У, У. 
~ и х ' 

не являются :верными. . . 
Нетрудно пО1Казаrь, что импликации 

[(Х-+ У) /\ Х] -+ у и (Х-+ У) /\ ;у-+ х 

не являются истинными при всех значениях ·. истинности 
Х и У и, следовательно: такие правила вывода недоПустимы. 

Х У х~У Х (Х~У)лХ у .. [lX~YJлXJ~Y 

л 
л 

л 
и 

и 
и 

и 
и 

и 
и 

и 
л 

и 
л 

Дальuiе составление таблицы можно не продолжать. 
Достаточно .найти один tНабор значений 1исти1нности; Х и У, 
при· котором рассматриваемая импликация ложна, чтобы 

• 1., • u 

сделать вы.вод, что она не является В·Сегд.а Jt·стиннои. 

14.5. Произведем логический анализ· С.Ледующего рассуж
дения: «есл;и треугольник равнобедреннь1й, то две его сторо
ны равны; если две ·стороны треугольника равны, то два угла 

его равны, следовательно,. если треуго.льник равнобедрен~ый, 
то два угла его равны». В этом рассуждении из двух посылок 
выведено за·ключение. . 

Для выяснения допустимости примененного в этом рас
суждении правила . вывода заменим фигурирующ·ие в· нем 
конкрет-ные элементарные высн;азывания деременными. Заме
ни.м . в.ысказы.в·ание «треугольн~к - р~внобеДрен.нQIЙ» буювой 
Х, высказывание «две стороны треугольника ра.вньi» бук
вой У, а ны1с·казыва1ние «два угла треугол~ик~ равны»· бук
вой Z. Тогда ~первая посыл1ка за1пи:шет1ся в .виде :импликации 
Х-+ У, ~торая - в .виде У-+ Z, а за1ключение - Х-. Z. 

На~ предстоит обосновать следующее правило вывода: 

х~ У, Y.~z . 
x~z ' 

называемое nравилом с и л л о г и з м а· и находящее широ

кое п·рименение в математических доказательствах. 
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Очевидно, что ·для обоснования этого правила достаточно 
доказать истинность импликации 

(Х-+ У)·/\ ( t -э~. ,z)-+ (Х-э~. Z) 

·(при любых комбинациях значений исти.н.нос:rи· перемен-
ных Х, У, Z) . . . 

Действительно, если эт.а импликация истинна, то при 
условии истинности посылок Х -э~. У и У -+ l, а следователь
.но, и их конъюнкц!i~~ составляющей основание импликации,· 
будет истинно и следствие X-эi.l. ~· . 

Доказательство истинности данной импликации п,ри лю
бых комбинациях значений истинности Х, У И· l можно про
веети с помощью соответствующей таQлицы. (В гл. 7 будет 
дано доказательство с .помощью преобразования формулы, 
выражающей эту импл.икацию.) 

х у z х~У Y-+Z (Х~У)Л(У-+2') x~Z· (X~Y)л(Y~Z~(X~Z> 

л л л и и и и и 
л л··и · и и и и и 
л и л и л л и и 
л и и и и и и и 
и л л л и л л и 
и л и л и л и и 
и .И л и л л л и 
и и и и и и и и 

Рассуждение, имеющее логическую структуру правила 
силлогизма, но выраженное в· иной форме, может быть при
ведено к форме; соответствующей этой структуре. 

Например, ·рассуждение «ромб.- параллелограмм, а в па
раллелограмме диа,гонали делятся точкой лересечения попо
~ам, сЛедовательно, в ромбе диагонал:и делятся точкой пере
сечеНия пополам» можно выразить в ·Следующей форме: 
«если четырехугольник - ромб, то он параллелограмм, если 
четырехугольнИ!К - :параллелограмм·, то его .диагонали делят

ся точкой пересечения пополам, следовательно, если четырех
уГольJн.ик --- .ромб, то его д,иаrонали делятся точкой 1пересече-

. u ~ • . 

ния пополам»" ·в которои леnко ус~атри,вается схема правила 

силлогйзма. 

Существует, однако, . много разновидностей силлогистиче
с~их форм 1раосужден1Ий (в кото.рых из двух 1посылок «выво- . 
дится заключение)~ не сводимых к расемотр.енно.му выше пра
вилу силлогизма. Здесь мы не рассматри.ваем пра:вила выво
да, лежащие в осн·ове этих :рассуждений. 

14.6. В импликации Х -э~. У мы говор.им, что основа.ние Х 
выражает до ст ат о ч н о е условие для того, чтобы имело 
место У, а У--· не об ход· и м о е уеловие для того, ·чтобы 
имело место .Х" 1 
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Достаточность Х ясн~ ·а· неnосре.:Цственно объясняетс·я са
мим толкова·ние·м имnл1икации как 1вь1сказывания о ;следова• 
н.ии: ·есл-и ·ймпликация .Х. ~ У истинна, то истинность Х · ]J:o- -
ст а.т о·ч на · для истинности У (иначе, еслм при Х истин-· 
ном У был бы ложным. то и вся имnликаnия х.-.. У была бы 
ложной). · · ·· 

Выя·сним, как надо понимать необходимость. Одной из 
форм lвьУра:Жен.ия необходимости У· для Х является, ка:к было 
указано· ·вь1ше, истиннаs~ · ИмпJtнк:ация' Х ч.. У, ·т. е. ·следова
ние У из Х. ·Можно·: .найти для .выражения необходимо~ти 
другие, более наrлядные фор.мы. На.пример, нс.пользуя экви-

валентность Х -.. У =У -.. Х,·получаем СледуЮЩую фоt»мули
ровку необходимост:и: «У необходимо длЯ Х » означает «если 
нет У, то нет и Х». ' · · 

.·Преобразуя. импликаццю У~ Х: .. · . 
. -

У-..Х=УVХ=УЛХ.~ 

полуЧаем еще одну трактов·ку необходимости: «У н~обходимо 
для Х» означает «не может быть Х ·без У». \ 
Мы доказали ( 14.1) теорему 

(с) [(с Ха)-.. (с Х Ь)]-.. (а 11 Ь). 

Можем сказ~ть, что высказывание (с){(сХа)-.. (с Х Ь)] 
( «всяка·я прямая, .пересекающая прямую а, :пересекает и пря
мую Ь») выражает достаточное условие параллельности пря
мых а и Ь. С Другой стороны, .вьtсказывание · ·allb ~выражает 
условие, необходимое для того, чтобы имело ·место свойство, 
выраженное высказыванием (с)((сХа)-.. (сХ Ь)], так ·как . . . - -
а\\Ь .-.. (с)( (с Ха)-.. (с Х Ь) ], т. е~ есл~и пря1мые а и Ь непа-
раллельны, не иjмеет ~место это ооой1ство. 

Возникае.т .в1апрос: ·является л~и у•словие (с)( (сХа) -.. .. (сХ 
ХЬ)] та·кже и необходимым условием параллельност.и пря
мых а и Ь?. 

Чтобы ответить на этот вопрос, необходимо рассмотреть 
обратную теорему: 

· (а f' Ь)-.. (c)l(c Ха)-.. (с Х Ь)]. 

Эта теорема также верна, и, 1следователыно~ указанное 
выше достаточное ... условие параллельности прямых а и ·ь 
является также и необходимым. Поэтому это условие назы
вают также п :риз н а •к о м параллельности лрямых. (Оче
видно, именно такое условие-· необходимое ·и достаточное -
целесообразно называть признаком.) 
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О·бъединив две вза~мно обратные теоремы, .выражающие 
соответственно достаточность .и .необходимость признака 
параллеЛЬНОСТИ двух nряМЫХ, ОДНОЙ тПЛОС.КОСТИ, В одну, МОЖеМ 
эту теорему сформулировать ·следующим образ.ом: «Для того 
чтобы две прямые одной плоскости были пар.алле~ьны, 
необходимо и достаточно, чтобы всякая прямая этой :п.;r~оско
с·ти, пересекающая одну, ·ИЗ них, пересекала и другую», или 

же «Две прямые одной плоскости параллельны, если и толь
ко если (тогда и только тогда, когда) всякая прямая этой 
плоскости, пересекающая одну из них, пер~с~кает и другую». 

J(ак видно, выраж.ения «необход~мо. и· достаточно», «если 
и только если» «Тогда и только тогда, когда» - синонимы. 

' ' . 
При изучении геометр~и нам. встречаются м:Н<?:1'Ие_, усла~ия, 

при которых имеют место различные геометр:и~еские своист

ва и отношения. Некоторые из этих условий являются доста
-точными, но не являются необходимыми, другие - необходи
мыми, но недостаточными, третьи - необходимыми и доста
-точными (признаки). 

Приведем примеры условий, относящихся к каждой из 
... ' 

этих категории: 

а) Правильность многоугольника является достаточным, 
но .не необходимым условием ·для того, чтобы около него 
мож,но было описать окружность. 

Действительно, это условие достаточно, 1 та·k как если м.но-
" гоуголь~ик. правильныи, то около него можно описать окруж-

ность. Это ·условие -не явля·ется необходимым, так как теоре-
, . " 

ма «если многоугольник непrра·вильныи, то окол~р него нельзя 

<>писать окру:Жность» "неверна, ибо существуют и непра~виль-
'· . 

ные мног~у.гольни~и, _около которых м()жно описать ок-
ружность. . 

б) Пропорциональность ·сторон является необходимым, 
но недостаточным условием подобия двух чет:ы:рехугольник·ов. 

ДейС11витеJ1ъно, Э'ГО. у~сл·ов·ие 1необходим·о, так как еСЛiИ 
-четырехугольники подобньi, то соответсТвен.ные стороны про
порциональ.ны, или же, что ра.вносильно эт.ому, есл.и ·СООТ

JЗетственные стороны непропорциональны, четырехугольники 
неподобны. · · · ·· 

Это условие недостаточно, так .как теорема «.осЯ·кие че
-тырехугольники,.. стороны которых ·соответственно пропорцио

нальны, подобны» неверна, и~бо суЩествуЮт четырехуголь
ники, .у которых стороны соответственно пропорционал~ны, 

но они не подобны, например к~адрат и ромб (непрямо-
угольный). · 

.в) Условие предыдущего пр.имера (б), процорцион_аль
ность сторон, является .необходимым и достаточным услови
-ем (признаком) подобия треу1гольников. · 
:106 



\ 

Не<>бходимос:rь Э1'ог6 усл.овня Фб9сновр~вается так же, 
как и в п.редыtдущем. примере. , . . :: . 

Достаточность этого условия доказь~.вается теоре·мой: 
«ЕсЛи стороны одного треугольника 1соответственно пропор
цио.нальны сторонам другого треугольника, то эти треуголь

.ни·ки .подоены», известной ~под .названием «третьего признака 
подобия треугольников». 

(Необходимо отметить, что в установившейся практике 
nреп1одавания доказывает·ся только достаточность признаков 

подобия треугольников. Однако все эти признаки являются 
необходимыми и достаточными условиями, ·их необх·одимостъ 
непосредственно следует из определения подобия треуголь-
ников.) · . 

Нетрудr.tо на·метить -рбuiую схему доказательства: 
а) Достаточности, но не необходимости; 
б) .необходимости, но недостаточности; 
в) необходимости и .достаточности некрторого условия. 
Из.вестно, что Х - достаточное условие для У, если истин· 

на им.плика·ция Х -+ У; Х - необх·одимое условие для У, 
если ястинна импликация У -+ Х, или же эквивалентная ей 

- -
импликация Х-+ У. 

Следовательно: 
а) Х - достаточное, но не необходимое условие для У, 

если .истинна конъюн.кция (Х -+ У) /\У -+ Х или эквива

лентн·ая ей конъюнкция ( Х-э--У) /\ {У /\Х). 
б) Х - необходимое, но недостаточн~ое условие ~ля У, 

если истин.на конъюн·кция (У-+ Х)/\Х-+ У или (У-+ Х)/\ 

/\Х/\~· -
в) Х- необходимое и достаточное условие (признак) для 

У, если истинна конъюнкция (Х-+ У)/\(У-+ Х) или ( Х-+ 
-+У)Л(Х-. У). 

* * * 
В.веденный ·в наеrоящей гла:ве логический аппарат может 

весьма эффективно, .применять.ся .в изложении начал ~терео
метрии (ч. II, ·ГЛ. 3), способствуя лучшему усвоению поня· 
тий, 'Предложений и их доказательств, повышению уровня 
строгости препода:ва.ния. Этот аппарат может получить 

" и дальнеишее ·раз·витие .в процес.се ·изучения етереометрии. 

Например, при анализе ~некоторых доказательств могут быть 
разъяснены новые .правила 6ЫВода. 
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Г Ji'aвa 6. Изуqенме и применение логических операций 
и правил вывода в курсе; алrебры 

Логические зн·ания, п1риобретаемые учащимися в курсе 
геометрии в результате 'работы, описанной в гл. $, находят 
применение и дальнейшее развитие в курсе алгебры. 

В настоящей главе показано, как эти знания применяются 
к уточнению понятий школьной алгебры и какое в связи 

" с этим применением они получают дальнеишее развитие. 

Мы рассмотрим основные· понятия учений о тождествен
ных преобразованиях, об уравнениях и неравенствах. 

01. -Аналогично тому, как в обычных языка·х из букв, взя· 
тых из данного алфавита; ·Составляются слова·, представляю-

. щие собой основные языковые образования, в алгебре из 
бу}{jв а, в, с, ... , х, у, ... З1наков операций «+», « ·», .:. и скобок 
« ( ) », образующих своеобразный алфавит алгебры, состав
ляются алгебраические выражения, основные образования 
алге·бры, . предста~вляющие .собой' своеобразные слова этого 
«языка» .. 

Подобно тому ·ка.к .не всякая 1конечная последователь
ность букв iру~оского алфавита образует словорусскоrо языка, 
не вся·кая конечная последовательность ·символов из алфави
та алгебры образует алгебраическое выражение. 

Понятие ал1гебранческого выражения может быть уточне
но с помощью следующего определения: 

[а] Буквы а, Ь, с, ... , Х, у, · ... -Су'fЬ алгебраические выра· 
жения. 

{б] Е1сл\И А и В _:._ алгебраические ~выражения, то и (А+ В)" 
А 

(А -В), (А·В), (А: В) (или -.в> та·кже алгебраические вы-

ражения. . 
(в] Других, кроме .перечисленных в (а] и [б], алгебраиче· 

ских выражений нет. Заглавные буквы А, В, ... не п.ринадле
жат ал1фавиту ал.ге1бры и применяются здесь лиtnь для сокра
щенного обозначения более сложных образований ·из букв 
этого алфа;вита. (Вообще и · символы некОТ<;)рых операций, 
число.вые коэфф·ициенты, показатели и радикалы ne при.над· 
лежат алфавиту алгебры и я~вляют~я лишь средствами для 
сокращенной записи определенных кон.стру.кций из си.мволов 
этого алфавита.) 

· В приведен1Ном .вы.ш.е опр.еделения юодерЖ!Ится ·схема кон
·струкции алгебраических ,выражений·: ука·заны исходные 
ал1гебраические выражения [а] и· правила, 1Jiосредством кото
рых из данных ~выражений можnо получить новые [б]. (Такое 
определение .называется и .н д у кт и в .н ы м.) 
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11сходя из этого опреде;Iения, нет.рудно устано~и.ть для 
Jiюбой зада.иной конечной последовательности· сим:аqлQ~, .сQ-
ставляет ли она или нет алгебраическое .выражение. , ,,. ~, .r _ 

Например, .последовательность сим:аолов . 
. ((а·(Ь +с))- (Ь: с)) (1) 

образует алгебраическое выражен\ие, а последовательности 

и 

(а+) 

(а·(Ь +с) 

не образуют алгебра·ичооких выражений. 

(2) 

(3) 

Действительно, так как а, Ь, с - алrебраические выраже
ния (а], то (Ь + с) и (Ь :с) - алгебраические выражения [Ь]. 
Сл.едовательно, и (а· ( Ь + с)) - алгебраичес·кое выраже
ние [Ь], а потому [Ь] и ((а· (Ь +с)) - (Ь:с)) (1) также 
алгебраичес~ое ~выражение. 

Так как а алгебра1Ическое вы.рцжение, то (а.+ ) не есть 
алгебраическое выражение, ибо с·реди алгебраических выра
жений, .перечисленных в пункте [б] .определения, нет такого, 
а других ал,гебра.ичесюих 1ВыражеН1ий нет [в]. 

Так .как Ь, с-. ал1Гебраические выражения [а], то (Ь + 
+с) - алгебраическое выражение (Ь]; так как а и Ь + с)
алгебраические выражения, то (а ·.(Ь + с) не есть алгебраи
ческое выражение (недостает одной правой скобки). 

Как .в·ид.но, приведенное определение алгебраиче·ского ,вы
ражения со.Держит в себе правила -пра.вописания слов 
алгебра·ичес~кого языка и играет, таким образом, ·роль специ
ф·ической «юрфографии» этого язы·ка. 

Ввиду того, что при записи более сложных алгебраиче-.., , 

ских выражении s соответствии с данным определением .при-
ходится применять м.ного скобок, Принимается ряд соглаше
ний для упрощеняя 1правописаН1Ия ал·гебраических выражений. 

Эти согла.шения состоят в следующем: 
1) Q.пус·ка~тся внешние ·Скобки, т. е. те скобки, которые 

за·ключают в себе все остальные ·символь1 выражения. 
В ооот.ветствяи .с этим соглашением выражение ( 1) запи

сывается так~ 

(а·(Ь +с)) -(Ь: с) .. 

2) Считают, ч..то знаки умножения и деления связывают 
сильнее, чем зна·ки сл·ожения и вычитания, . т. е. операции 

умножения и деления выполняются раньше операций сложе
ния ·и вычитания в данном выражении, если толыко скобка ми 
не определен иной .порядок вы1пол.нен.ия операций. 
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В соответствии с этим ·соглашением приведенное выше 
выражение (1) записывается так: 

а· (Ь + с) - Ь: с. 

Обычно еще опускается знак умножения и, если в .выра
жении применяется несколько пар скобок, расположенных 
одна внутри другой, применяют скобки ·различной ф·ормы 
(круглые, квадратные, фигурные) для более наглядного раз
личения 1обла1стей 1ра1спрост1ра1нения разл:ищных пар 1сюобок~ 

Наприме.р, выражение 

а · .( (а · ( Ь + с} - Ь) ·с - а· Ь) . 

записывается (·в частности, ·в школыной практиКiе) так: 

а {[а(Ь +с; - Ь) с - аЬ}." 

01.1. В учебно-методической литературе и в основанной на 
ней практике преподавания не уделяется достаточirое вни
мание определению, правописанию и чтению алгебраических 
выражений. Содержащаяся в приведенном выше определении 
схема конструкции алгебраических выражений нашла отра
жение лишь :В книге В. Л. Гончарова «Начальная алгебра». 1 

Необходимо отметить, что разъяснение этой схемы уча-
u 

щимся не представляет затруднении и помогает им распозна· 

вать правильно составленные алгебра~ческие выражения 
" и порядок операции в них. 

Незнание правил правописания алгебраических выраже
ний приводит к тому, что учащиеся часто не ставят скобки 
там, где они нужны, и ставят их там, где не нужны; затруд

няются прочитать алгебраическое выражение и записать 
в символах прочитанное выражение. "' 

Необходимо разъяснить учащим·ся на: конкретных приме
рах правило чтения алгебраических выражений. 

Возьмем в качестве примера выражение 

Произведем анализ порядка операций, определяющего струк
туру этого выражения. Запишем по порядку результаты этих 
операций: 1) раз.ность чисел q и Ь; 2) квадрат; 3) кубы чисел 
а и Ь; 4) сумма; 5) П~роизведение. 

Д~я составления словесной формулировки данного алгеб
раического выражения достаточно ·ук.азать .названия резуль

татов выполненных операций в обратном П·Орядке. Получаем: 

1 В. Л. Гончар о в. Начальная -'алгебра. М., 1960, стр. 16. 
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«проиэведение суммы КJr1бов чисел а и Ь на квадрат. их раз
ности». (Эта формулировка появляется лишь после соответ ... 
·Ствующей стилистической обработки формулировки: «прgиэ-- · 
ведение суммы кубов чисел а и Ь на .квадрат разности чисел 
а и Ь».) Если сначала вь11полнить операции во второй паре 
скобок, мы придем к ·следуЮiцей, ра1в.носильной первой, фор
мулировке: «произведение ·квадрата ·разност.и чисел а и Ь на 
сум.му их кубов». 

02. Мь~ уже знакомы с некоторыми логическими опера
циями, выполняемыми над вы·сказьъваниями. Часть логики, 
имеющая своим предметом изучен:ие этих и других олераций 
~над высказываниями, называется л о г и к о й, или а л r е б ... 
рой ,вы сказы ван и й. 1 

. , 

Эта необьlкновенная а.11гебра во многом похожа на обык
новенную, .но 1ВО мн·огом отличается от нее, в чем мы убедим
ся в дальнейшем. ~десь мы рассматриваем лишь одно поня
тие и~ алгебры вы1оkазы:ваний, a1нaJl.of'iиЧiнoe понятию алгеб· 
ра:ического вы·ражеt1иЯ из обыкновенной алгебры. 

В алгебре 1высказы:ваний, ~как и в обы·юновенной алгебре, 
имеет·ся овой алфавит, состоящий из букв А, В, С, "., Х" 
У, .", обозначающих элементарные высказывания, знаков опе
раций «-», « V », «Л», -+ и окобок « ( ) ». Сложные вы
сказыванмя вы~ражаются с помощью :юонечНI?IХ rпоследова·тель7 

ностей символов этого алфавита, ,называемых фор мул а
м .и алгебры вы сказ ы·в аiн1и й. Однаюо не всякая 
конеч1ная последавательн.ость ·символов этого алфа:вита обра
зует формулу. Дадим определение формулы алгебры выска
зываний анал-огиЧlное приведенному выше (01) · определе
нию алгебраического выражения об~1кновенной алгебры, т. е. 
индуктивное определение, состоящее из трех частей: .в первой 
части указаны исходные фюрмулы, ,во второй - правила, по· 
средством которых из данных формул образую.тся новые, 
в третьей указывается, что первые две части исчерпывают 
-всевозможные. формулы. 

Определение: (а) Элементарные высказывания 

А, В, С, ... , Х, У .. . 

суть формулы; 

(6) Если f и 9-формулы, то и J (или 9), (/V9), (/ Л9), 
(/-7>-q;>) тоже фо1рмулы. 

(в) Других фор1му.ц, кроме 1перечисленных в (а) и (б)·, нет. 
Исходя из этого определения, ~нетрудно установить для 

любой заданной ~:конечной последовательности , сим1вол1ов из 

1 В дальнейшем будем пользоваться терминами «логика высказыва
ний» и «алгебра высказываний» 'как синонимами. 
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алфавита логики высказь1вани~" образуе.т ли он.а, или нет 
формулу на языке .этой логики. ., 

Возьмем для примера следующую последов~телъность из 
буКJS., .з.накюв. операц;ий и скобок: 

(<(_А. Л В). V С). -il- .(А /\ В)) .. 

и докажем, что она представляет собой формулу. 

Действительно, так как А и В - формул~ (а), то А и В 
также формулы (б)., а,,сJiедовательноt (А ЛВ) и (АЛ В) -
фор.мулы (б); тогда и ((АлВ) V С) -формула '(б) и, нако-
нец, (((АлВ)VС -il- (АлВ))- формула (б). . 

Такие же последовате,льности,1 ~как, например, (Ал) или 
( (CVA -il- (BV С)), не я1вляютс·я формулами.· 

Действительно, ~в ( б) нет ·случая, когда правая скобка 
следует за знаком операции, как в (А Л), а других формул 
нет (в). Во втqром .случае неДоста·ет одной правой скобки. 
Действительно, С и А фор1мулы (а), н9 (С V А не является фор
мулой, следовательно, и В·Се выражение 

((С V A-il- (В V С)) 

непра-вилыно ~оконстру.ирова~но, т. е. 1не образует. формулы. 

(Необходимо обратить .внимание учащихся на то, ·что 
В праВИЛЬНО ·сконструир~аваН!НОЙ формуле, СОГЛаСНО опреде
лению ( б), долж!}{о быть сrол:ыко же пр а~вых скобок, сколько 
левых. Такое же «синтаксическое» правило имеет место и в 
обьr.кновенной алгебре.) 

Для упрощения правописаяия формул алгебры высказы-
u . 

ва.нии принимаются следующие соглашения: 

1) Опускаются_ внешние скобки, т. е. те, ·которые. вклю
чают ,внут~рм себя все 'С!Стальные 1симв·олы, t0бразующие .Фор
мулу. 

В соответствии с этим соглашением формулу 

(((А/\ В) V C)-ii- (А/\ В)) 

следует писать так: 

((А/\ В) V С)-э- (А/\ В). 

2) Считается, что знак «Л » связывает сильнее, чем зна
ки «V» и«~», а знак «V»-силънее знака «-il-». 

В соответствии с этим соглашением ·приведенную вы1ше 
формулу будем писать так: 

А./\ В V t~ А./\ В. 
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В дальнейшем в ·записях фьрмул алгебры высказываний 
будем ~придерживаться этих соглашений, так же как в обык
новенной алгебре .мы .придержиtВаемся аналогичных согла.ш~"" · 
ний, . касающихся правоп~исания. алгебраичеоких вы·раже-
ний [OlJ. · 

Правило чтения алгебраических 1вь1ражений из обы1кновен
ной алтебры [01.1] применимо и для чтения формул алгебры 
вы·сказывЗJНий. Нап1р.имер, 1фор мул а 

A/\(BVC) (1) 

представляет собой ~конъюнкцию 1высказывания А и дизъю1нк
цию В с отрицанием С, формула 

(2) 

представляет ообой ;дJизъюнкnию юонъюнкUJИИ А и В .с отри-
цанием С. _ 

И.нтересРiо отметить, что хотя формулы ( t) и (2) состоят 
из одних· и тех же букв, 1перемен·ных для ~высказываний, и из 

u 

одних ·и тех же знаков операции, ·различ.ная р аестановка ско-

бок определяет в /НИХ различ~ный порядок операu;ий. Э>tи фор
мулы выражают -сложные высказывания ·различной л.ог.иче
ск:ой структуры, причем неэквивалентные между -собой. На
пример, при А= Л, В= И и С= Л формула (1) выражает 
лоЖIНое высказывание, а. формула (2) - истинное. 

Запись tСЛОЖJНЫХ вы.оказы:~вruний в виде фор:мул алгебры 
высказываний имеет ·важное значение для уточнения логи
ческой структуры высказываний, формулируемых на естест
венном языке. 

Бывают случаи, когда .словесное выражение на естествен
ном языке не определяе·т однозначно логическую стру.ктуру 

высказывания. 

В.озьмем ·в 1качестве .примера 1высказываJние: «Всякое чет
ное 'ЧИСЛО делит·ся :на 3' !И деЛЯТ.DЯ !На 2 .ИЛ1И Не деЛИТСЯ На 6». 

Обозначим элементарное вы.сказывание «.всякое четное 
число делится на 3» буквой А, 1ВЫсказьiвание «(это число) 
делится на 2» -· буквой В, а ·высказывание «(это число) де
лит.ся· на 6» - ·буквой С. Тогда на·ше вы1сказывание выразит
ся формулой 

А/\ (В V С). ( 1) 

Эт.о высказывание, исходя .из его ·ко1:1кретного содержания, 
ложно. Ч11обы убедиться ~в э.том, так 1как оно ·относится ко 
всем четным числам, достаточно найти хотя бы одно четное 
число, для которого оно ложно. На1пр.име-р, для числа 4 вы
сказы1вание А ложно, а следовательно, и вся конъюнкция ( 1) 
лож.на. 
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ОдНако воз1МОЖ1НО, что 1в пр:иведеН1ном 1выше ·СЛож:,ном вы
сказывании имеется в виду другая связь элементарных вы-

v 
сказы.вании, а имен.но: 

A/\BVC. (2) 

В этом случае :получается истинное вы1сказы1вание. Дейст
вительно, если возьмем четное число, делящееся на 3, напри
мер 12, то к.онъюнкция АЛ В истинна, а следовательно, вся 
дизъюнкция истинна. Е·СЛИ же взять чет~ное число, не де.11я-

щееся на 3, то С истинно и, следовательно, дизъюнкция снова 
ИСТИН/На. 

I(ак видно, имеющийся у нас логический аппарат алгебры 
v 

высказы.вании позволяет нам уточ.нить логическую структуру 

выражаемых словесно ,высказываний. · 
03. Мы рассмотрели (01] понятие алгебраического выра

жения лишь с формальной точки зрения, как конструкцию' из 
букв, з1наков операций и 1СК·обок, ,аоставл·еНlную по определен
ным прав.илам. Но алге6раическ.ое выражение можно тракто
,вать ~И 1с функцtИональной точки зрения, как ~выражающее не
которую функцию от входящих в него 1букв. 

Наряду с изу~че~нием конструкции алгебраических выра1же
ний с 1самого начала кур1са алгебры необходимо выяснить их 
функциональную сущность. Этой цели служат, в частности, 
упраж,нения на определение числового значения алгебраиче
ского выражения при.различных системах числовых значе.ний 
ВХОДЯЩИХ в нег,о буК:в. 

В результате решения таких упражнений приходим к сле
дующим выводам: 

а) всякое алгебраическое выражение может принимать 
различные числовые Значения (является переменной); 

б) числовые значения алгебраичес·кого выражения зависят 
·от числовых з1начен.ий входящих в него букв (алгебраическое 
выражение ,вы,ражает некюторую функцию); 

в) не при .всяких системах числовых значений букв алгеб
раическое ,выражение имеет числовое значение (~некоторые 
системы значений 1букв JН,е являются допуст.и.мы1ми). 

В дальнейшем, ~после усв·оения понят.ия фу~нкции, учащие
ся должны видеть в каждом алгебраическом выражении за
дание к~кой-то функции. Применяя функциональную симво
лику, .мы можем писать 

а (Ь + с) - f(a Ь с) 
а-Ь - ' ' . 

Знаку равенст.ва .придается здесь следующий смысл: вы

ражение а~~;> определяет .. некоторую функцию f от аргу-
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ментов а, Ь, с так, что .каждому набору (или каждой систе
ме) их значений (а0 , Ьо, со), взятых из юбласти определеня~,. 
соответствует определенное значение f (ао,~ Ьо, со) ·этои 
фун.кции. 

04. Каждая формула алгебры высказываний определяет 
некоторую функцию от переменных для высказываний, вхо
дящих в эту формулу. Если вместо переменных подставить 
конкретные вы1сказывания, то и функция, ОП1ределяемая дан
ной формулой, обратится 1В выс·казывание, ист,инное или лож-

v 
·Ное в зависимости от значении истинности nодJставленных 

высказы.ваний, причем значение функции зависит только от 
v v 

знач~нии истинности высказывании - аргументов и не за1ви-

сит О!Т их содержания. 

Здесь имеет место .сходство с функциональной точкой 
зрения ~на алгебраическое выражение в обыкновенной алгеб
ре. Так же как. числовая. функция ·От числовых аргументов 
принимает различные числовые значения 1в зависимости от 

числовых значений аргументов, функция, определяемая фор
мулой ал·гебры высказываний, принимает различные значе" 

v 
ния истинности в зависимост:И от значении истинности вы-

сказываний - аргумент.ов. Так ·как здесь и аргументы и функ
ция представляют собой переменные, могущие 1прин:И.мать ,щва 
значения: (И - истин1ное высказывание или Л - ложное вы
сказы.вание), то такие функции в отличие .от знакомых нам 
числовых функций .называют фу н .к ц и ям и-вы с к аз ы
.в а н и я м и или л о г и ч е с .к и м и ф у н к ц и ям и. 

Так же ка·к в обыюновенной алгебре тер·мин «з.начение» 
применяется ·как ~сокращение термина «числовое значение», 

в алгебре 1выс1казыван:ий те~р!МИН «Зtначение» применяется ·как 
сокращение термина «значение истинност.и». 

Отмеченная аналогия поЗ'воляет применять в алгебре вы
сказываний функциональную ·символику и писать, •например" 
что 

А /\ (В V· С) V А /\В = f(A, В, С). 

Знаку рааенст.ва придается здесь следующий .смысл: фор
мула 

А /\ (В V С) V А /\В 

определяет некоторую логическую функцию от аргумен
тов А, В, С так, ·Что каждому ~на·бору (а1 , а2 , аз) значений 
этих ~переменных, где at = И или Л (~здесь 31на.к « = » прИме~ 
няется в смысле совпадения), .соот1ветствует ·определенное 
значение f (а1, а2, аз) этой функции, ·которое тоже может быть 
только и или л. . 
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Та.к i!ка:к вся.кая формул.а .содержит К:онечное число пере
менных, ~а каждая из них может принимать лишь Д!Ва значе
ния (И или Л-), ·то Чи·сло всевозможных на1боров значений пе
ременных - арrументоо в1сегда конечно,. и логическая функц·ия 
в отличие от обычных ч.цслооых функций, аргументьi .к:оторых 
могут принимать бе,сконечное множество значений, ,может_ 
быть полностью· заданной с помощью таблицы, в I{от.орой да- -
.ны ее значения, соответствующие · всевозмf>жны1м на1борам 
значе·ний ар.гументов. В частности, логические операции, ~ко-· 

торые мы знаем, определяют логические функции (Х = f 1 (Х) ,· 
, XVY = f,(X, У),· ХлУ = /з(Х, У), Х-Э~- У =f4(X, ·У)), которые 
мы задали rсоотвеТ~ствуЮщИ!мм таблицам1и. . 

Если логическая· фун:t<ция задана формул_ой, то нетрудно 
по этой формуле ·составить таблицу значений функции 
(в далынейшем 1МЫ ,научимся та1кже по заданной :таблице зна
чений логической функции ~составлять формулу, выражающую 
эту функцию). 

Поясним на примере приведенной выше функции 

f(A, В, С)= А/\ (В V С) V А/\ В 

метод составления соответствующей та.бл,ицы, ~называемой 
таблицей и с т и н н о ст и. 

1 2 з 4 5 6 7 8 9 

А в с вvс Ал(ВVС) А jj Ал В Ал(ВVС)VАлВ 

л л л л л и и и и 
л л и и л и и и и 
л и л и .Л и л л л 
л и и и л и л л л 
и л л л л л и л л 
и л и и и л и. л и 
и и л и и л л л и 
и и и и и л л л и 

В первых слева трех столбцах выписы.ваем всевозможные 
наборы значений трех переменных А, В, С (их всего 8). 
В четвертом столбце выписываем ЗlНачения дизъюнкции 
BV С, соо11ветсТ~вующие наборам з-начен~й 1переменных В и С 
в столбцах 2 и 3 1на основании определения дизъюнкции. 
В пятом стодбце 1вьiпи1сываем значения ~конъюнкции А Л 
л (BVC), соответствующие зна1чениям А и BVC в стол1бцах 1 
и 4 по 01пределению :конъюнкции. В столбцах 6 и 7 выписываем 
значения отрицаний высказываний А .и В, соотве:тсnвующие 
значени}]м этих высказываний_в столбцах 1 и 2, а в столб-
це 8 - значения конъюнкции .Ал В, соответствующие значе~ 

- - , 
ниям А и В в столбцах 6 и 7. Наконец, в девятом столбце 
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определяем ,зн.ачения нашей функции ка.к· диаъюнкции~.4J'IОЖ
ных :вы1оказываний, значени~ iКОтррых даны в:·столбцах 5 и 8i 

04.1. Понятие логической фу1нкции, как и ,понятие· гоомет- - · 
рического прообразовамия, представляет ~собой интерес·ный 
для уч.ащихся ·пример неч·исловой функции от нечисл.ового 
аргумента и .поэтому способствует ·рас-ширению понятия уча
щихся о функции ~и их лучшему пониманию общей идеи, за-

v . ,,. ~ 

ложеннои в этом понятии. 

05. Как и ~понятие «алгебраическое .выражение», понятие 
«тождественные алгебраические выражения» допускает две 
трактовки: формальную .и фун:кционалЬIНую, которые должны 
находить отражение ·в ш·коль·ном обучении. · · · 

(: .Формальной точки зрения два алгебраических выраже~ 
- u . 

·НИЯ считаются тождественнЫ.J\'IИ, если применением своист~ 

операций к ·Одному из них можно ·получить другое. С этой 
точки зрения выражение а(Ь + с) тождественно выражению 
Ьа +са, так как одно из этих .выражений может быть полу
чено из дpyroro с помощью применения Дистрибутивнооо 

u 

своистJЭа умножения отноеительно сложения и ·коммутатив-

~.ого ·свойства умножения. 
С ФУ!fКциональной точки зрения .два алгебраическJ:Iх вы· 

.ражения считаются тождест.венным.и, если они принимают 

равные числовые значения при любых (одинаковых) ·систе-
1мах допустимых числовых значений бу.кв. 

С этой точки зрения вь1раженИя. а.(р .+ с) и Ьа + са тож
дествен1ны, так ка1к пр.и подсqа.новке ~в ;Н1их Любых одинаковых 
троек ч1иеел вместо_ букв а, Ь, с соответственно они прини
мают равные числовые значения. 

Тождест.во :двух алгебраических выражений обозначается 
обычным зна·ком -равенства. Но имеется пр.инципиальное раз" 
личие между знаком рав·енст.ва,. обозначающим совпадение 
двух элементов, например 3 + 4 = 7, и знаком равенства, 
обозначающим· rождество А = В двух алгебраических выра
жений А ,и В. 

В первом ~СЛучае имеем просто истинное высказывание, во 
втором - более ·сложную \логическую конструкцию, по-раз
ному понимаемую с формальной и функциональной точек 
зренмя. С фор1малыной точки 31рен.ия знак « = » -в тождестве 
А = В означает, что сущест.вует конечная последовательность 
шагов (дед у кт и в на я цеп о ч·к а), позволяющая перех.о
дить от rвыражения А к ~выражению В, причем каждый из 
Э1'ИХ 1Ш аrов сострит в применении ка:кюго ... нибудь с.войства 

u 
операции. 

Например, в тождестве . а(Ь + с) = Ь.а + са Дедуктивная 
цепочка ·состоит из двух ,шагов. Пер.вь1й состои·т в примене
нии к ·выражению ·ti(b +-с) ",цистри~бутИвного ·1евойства умно
жения относите.пъ·нб, сложения, т. е. в замене .этоr-о .выраже" 

" 
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ния выражением аЬ + ас, второй - в применении 1к каждому 
из произведений аЬ и ас в выражении аЬ + ас коммутатив
ного свойства умножения, т. е. замене этого выражения 

выр ажwием Ьа + са. . 
С функциональной точки зрения знак « =-= » в . тождестве 

F1(a, Ь, ... , с) = F1(a, Ь, "., с) 

означа·ет, Ч"rо Истинно ·высказывание 

{а, Ь, "., c)[F1(a, Ь, ".,с)== F1(a, Ь, ... , с)], 

:где символ «(а, Ь, ... , с))) - квантор общности: «для В'Сякого 
набора допустимых значений букв а, Ь, ... ,с», т. е. что истинны 
все числовые равенства: 

где а1 , Ь1, •• , ci - прои31вольный rна~бор допустимых значений 
букв, а следовательно, истинна и их ко.нъюнкция. 

Таким образом, с функциональной точки зрения знак ра
·венства ·в тождестве 

обозначает не одно, а множество рав·енств типа «3=3», со
единенных ·конъюнктивно. 

Бели это множество ·конечно, т. е. существует ~о:нечное 
множество наборов значений букв (как, например, в любой 
формуле алгебры высказываний), то возможно доказательст
во тождества путем 1простой проверки истинности всех .ра
венств. Если же это множест~во бескюнечно (1ка1к это имеет 
место воо1бще. в обыкновенной алгебре), такое доказательст
во тождест.ва 1не представляет.ел возможным. В этом случае 
можем проверить тож1де·ст.во подстановкой отдель·ных набо
ров значений букв, что дает нам право лишь на предположе
ние о nравильности тождества, но не может служить дока

зательством. Но если тождество неверно,. функциональная 
точка зрения дает нам простой способ оrrровержения это.го 
тождест.ва. 

Дейсrг.вительно, так как имеет место эквивалентность 

(а, Ь, .",с) [F1(a, Ь, .",с)= F1(a, Ь, ".,с)]# 

. " 
# (3(а, Ь, ". , с)) [F1(a, Ь, ... , с)= F1(a, Ь, .", с)], 
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то достаточно найти хот-я· бы один ·набор ао, Ьо, ... , 
ний букв, при котором 

F1(ao, Ьо, ... , Со)=/= F2(ao, Ьо, ... , Со). 

Со значе· 

" " .t' 

На1пример, этим способом легко опровергается часто 
используемdе учащимися ошибочное тождество, 

(а, Ь)(Уа2 + Ь' = а+ bJ. 

д.остаuочно подставить а = 3 и Ь = 4 и получим 5 = 7, 
т. е . .JIОжное ра.венст1во. Мы доказали истинность высказыва· 
ния 

(3(а,,Ь))(Уа2 + Ь' = а + Ь) , 
что эквивалентно (а, Ь)(уа' + Ь2 ==а+ Ь), 
т. е. отрицанию данного тождества. 

Мы приходим к выводу, что доказывать rождоотво двух 
алге:браичес·ких выражений можно только ф1ормально, на 

u v 
основе авоист.в операции, опровергать тождество можно 

и с функциональной точки зрения. 
Общая логическая схема доказательства тождества А =В 

может быть представлена ·Следующим образом: 

1-й шаг А= А1 ; 

(n - 1 )·й шаг Ап-2 ::::!:: Ап-1 ; 

п-~ шаг Ап-1 = В. 
Исходя из ·свойства Тiранзитивности тождества (это свойст

во непосредственно следует и.з определения тождест1ва ·как 

с формальной, так и с функциональной точки зрения), полу
чаем следующие истинные· импликации: 

(А =- А1) /\ (А1 =А,) _., (А = А2), 
(А = А,) /\ (А2 ~ Аа} ~ (А = Аа}, 

.~ . . 
(А= Ап-1.) /\ (Аа-1 ==В)~ (А= В). 

(1) 

(2) 

(п-1) 

Так как А ::!= Ai и А 1 = А2 истинны, то истинна и их К0НЪ· 
юнкция (А = А1) /\ (А 1 = А2) (п). Из (1) и (п) ·НО ~правилу 
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заключения ·по.Луч,аем. что~ истинно также А= А 2• Та1к ка-к 
истинны А = А2 И А 2 =Аз, то истинна их ·юонъюн.кция 
(А = А1) Л (А 2 =Аз) ('!- + 1). Из (2) и (п + 1) по правилу 
заключения ~получаем, что исти1нн6 и"А =Аз и 'т. д. 

05.1. В школьной практике доказательст.во -тождества 
А=· В записывается в виде цепоЧ\Ки А= А 1 = А2 ... =В. Как 
видно из предьrдущеrо, эта простая запись обозначает до
вольно .сложную логическую ·цонстру~кцию и в установившей
ся практике обучения сущно~ть ее !Не разъясняется учащимtСя. 

Очевидна целесообразность 1проведения л·оr~ического ана
лиза доказ·атель·ства тождества (.в .атарш:Их к.iiaccax), .ЧТ() 
значительно облегчается 1благодаря применению знаний на-

- " 
чал логики высказывании. 

06. В алгебре высказывани.й имеется понятие, аналогич
ное понятию тождественных вы~ражений .обыкновенной алгеб
ры: эквивалентные, или равные, формулы. 

Равенство формул алгебры высказы.ванИй, как и тождест-
. во выражений в обы·кновенной ал·гебре, допускает две трак
. товки: формальную и функциональную. 

С· формальной точ·ки з~рения две формулы равны, е·сли 
v v v 

применением своиств логических операции к однои из этих 

формул можно получить другую. 
С· функцИО:fiальной точКiи зрения две формулы равны, если 

принимают ·равные значения (исти,нности) rпри любых (оди-
нако~ых) наборах значений (истинности) входящих в них. 
букв. Та;ким образом, равные формулы. выражают в различ
ной форме од:ну и ту ж·е логичесную функцию. 

В отличие от обь~кновенной алгебры в алгебре вы·сказы
.ва1ний функциональная точ·ка зрения дает нам способ дока
зательства равенства формул, так как м.ноже.ст.во все~озмож
ных на.бора.в значений букв в любых формулах конечно. 
На.пр,имер, равенство формул Ал (BVC) и Ал ВVАл С лег.~о· 
доказы.вается с помощью та!бл1ицы истиН1ности, подтверждаю- -
щей, что эт:И: формулы выражают одну и ту же логичес1НуIО 
функцию в ·различно~ форме. (С.ос'Fавление таблицы может 
быть предле>жено учащимся в кач·естве · самостоятельной 
работы.) 

Нетiудно заметить, что доказанное равенст1во выражает· 
свойство дистрибутивности конъюнкции относительно дизъ
юнкции и аавершенно а1налоr~ич·но тождесmву а(Ь + с) = 
= аЬ +ас, выраж;ающему ~свойство .JI:ИС"Гр'Ибут.ивн:остп у.м.но
жения относительно сложения в обыкновеН1ной алгебре. Н°' 
в обьrlкновенной алгебре нет Сt.Войства дис1\рибути.в1Ности сло
жения относительно ум.н~ожени51., т. е. нет тождества а + Ьс = 
=(а+ Ь) · (а+ с), а 1в ._алгебре высказывани~ имеет место 
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и свойство дистрибутивности дизъюнкцни относительно ~о_нъ
юнкции, т. е. равенство 

А V В /\ С == (А V В) /\ (А V С). 

(Можно lfl·редложить учащ;им.ся · доказать это ра.венство, 

а также равенст.ва, выражающие 1свойст1ва .коммутативности 
и ассоциативности дизъюнкции и ·конъюнкции.) 

Целесообразно сопоставить ·свойс·т.ва ·сложения 1и умноже
ния .в обыкновенной ал1гебр·е 1СО свойс'Iва ми дизъюнкции 
и ·Конъюнкции в алгебре высказываний. Это сопоста.вление 
способст1вует лучшему усвоен.ню а·ппарата ·ка}I{;Дой .из этих 
алгебр. 

·Свойства сложеник и умноже-
н к к в обыкновенной алгебре 

а + Ь = Ь + а (коммутативность 
сложения); 
аЬ = Ьа (коммутативность умно
жения); 
а+ (Ь +с) = (а+ Ь) +с (ассо
циативность сложения); 
а(Ьс) = (аЬ)с (ассоциативность ум
ножения); 
а(Ь +с) = аЬ +ас (дистрибутив
ность умножения относительно 

сложения); 

а+ О== а; 
а·О =О· t 
a.i =а; 

а+а=2а; 
а·а = at· . ' 

Свойства дизЪюнкции и конъюик· 
ции в ·алгебре высказываний 

AV В ==.BVA (коммутативность дизъ
юнкции); 
АлВ = ВлА (коммутативность конъ
юнкции); 
AV(BVC) = (AV B)VC (ассоциатив-
ность дизъюнкции); 
Ал(ВлС) = (АлВ)лС (ассоциатив" 
ность конъюнкции); 
Aл(BVl;) = АлВVАлС (дистрибу
тивность конъюнкции относительно 

дизъюнкции); · 
АVВл С= (AVB)л(AVC) (дистрибу
тивность дизъюнкции относительно 

конъюнкции); 

АVЛ=А; 
АлЛ=Л; 
АлИ =А; 
AV И= И; 
AVA =А; 
АлА =А. 

(Мож.н.о предложить учаЩимся доказать те свойства логи
че1С-К;ИХ оп~раций, которые еще 1не доказаны.) 

С помощью ,свойств лог.ических операций :мы ·можем пре
образовывать формулы алгебры вььсказы·ва,н:ий, подоб:н~о тому 
как мы преобравовы\ваем выражения обы&новенной алге1бры, 

о о 

используя своиства ее операции. 

Преобразуем с целью упрощения, нап~рим~, формулу 

А/\ В V А/\ В. 

Пост~роим следующую .цепочку равенст.в, основа1Нных на 
известных нам 1свойствах логических операций: 

А (\ В V А /\ в· ;:r;:. А /\ (В V В) = А /\ И :;::$ А. 
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Учащимся ·могут быть предложены упражнения на пре
образование формул и доказательство равенств. 

У.прост1ить фQрмулы: 

А V А/\ В; 

(А v В) /\ (А v В); 
(А V В V С) /\(А V В V С); 

(А-+ В)/\ (В-+ С)-+ (А-+ С) и т. п. 

Доказать равенства:. 

А V А/\ В== А; 

А V В /\ С/\ D = (А V В) /\ (А V С) /\ (А V D); 

А/\ В-+ С= (А-+ С) V (В~ С) и т. п. 

о 

07. Тождественные ал,гебраичеокие .выражения обладают 
Q 

важны.м своист.вом, которым мы ча,сто ~пользуемся в пра1ктике 

тождественных преобразований, иногда в неявном .виде. 
Это свойс11во :сос11оит в ~следующем: .есл:и :в двух тождест

.венных выражениях .подставить .вместо какой-нибудь бу~квы 
(или выражения) ·всюду, где она встречается, другую букву 
(~или выражение), -го снова получим тождественные выраже
ния. 

Пусть, наприм~р, требуется пrреобразовать в ~произведе
ние трехчлен 

(m + n)2 + 2(m + n)b + Ь1 • (1) 

Чтобы 1на первых порах помочь учащимся распознавать 
.в вы раже.нии ( 1) ~квадрат .с1уммы двух чисел, подставляе.м 
вместо выражения т + п (в1сюду, где оно .встречается), 
вапример, букву а. 

Тогда учащиеся .сразу 1раапознают из.вестное тождест.в.о 

а2 + 2аЬ + Ь1 =(а+ Ь)2 

:и, подставляя .в это тождество ·вместо буквы а выраже
ние т + п, получают (rооглаюно указанному ~свойству) тоже 
.верное тождест.во 

(т + п)2 + 2(т + п)Ь + Ь2 = [(т + п) + Ь]1 • 

08. Аналогичное правило под ст ан о в к и имеет место 
:и . .в алгебре .вы·сказыванrий: если в равных формулах вместо 
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какой-нибудь буl\lвы, всюду, где она ~входит в формулы, под
·ставить другую букву ил,и формулу, получим снова paв!fJ:d~, 
формулы. · 

- -
Напр.имер, если в равных формулах Х -+ У и У -+ Х вме-

.сто буквы Х подста.вить формулу АЛ В, получим ,снова рав
ные формулы, т. е .. 

А/\В-+ У== У-+ А/\В 
ИЛIИ 

Af\B-..Y=Y-+AVB" 

В частности, если формула тождественно-истинна, т. е. 
nри всев.озможных на·борах значений 1вхмящих .в нее бу1кв 
она при1нима1ет значение И, и если вместо какой-нибудь 
буквы :всюду, где она входит в эту формулу, подставить дру
гую бу1к.ву или формулу, то ·снова 1получим тождественно
истинную фор.мулу. 

Привед·ем пример применения .правила подстанонки ктож· 
дественн.о·истинной формуле. Для обоснования за~кона рас
ширенной контраnозиции [гл. 5, (14, З)) необходимо доказать 
тождественную истинность ,следующих двух формул: 

(Х /\ У-+ Z)-.. (Х /\ Z-+ У), 
(Х /\ У-+ Z)-.. (Z /\ У-+ Х)" . 

(1) 

(2) 

Однако .достаточно до~азать тождественную исти~нность фор
мулы (1) \И Заiменить /В ~ней букву х буквой у и обра'Т~НО, 
точнее - применить Пtравило подстановК~и. Но как ~применить 
здесь это .правило?~ Если 1вместо Х подставить У, получится 
тождественно-истинная формула 

(У/\ У-. Z) ~(У/\ Z-+ У) 

и если в этой формуле .подставить ,вместо У букву Х, также 
получится тождест.вен.номистин.ная формула 

(Х /\ Х-+ Z)-+ (Х /\ z-.. Х), 
но не та, которую мы хотим получить. Здесь приходится 
трижды •применить правило подстановки (хотя ,мы это де
лаем обычно в уме очень быет;ро): 

вместо Х .подставить Т: 
.... 

(Т /\ У-+ Z)-.. ( Т /\ Z-.. У); 

вместо У подставить Х:; 

(Т /\X-+Z)-+ (Т /\Z-+X); 
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~ :вместо Т -- n.одста~ить. V: 
(У f\.X-эi-Z)-эi-(Y Л~~Х) 

• 4 
U • . " + r 

и, примеttив своисt'во .коммутативности конЪЮ!fКЦИ~, получи~ 
формулу _ 

(Х.Л У-+ Z)-+ (Z /\ У-+ Х). (2) 

Так как эта формула получена из тождественно-истинной 
формулы ( 1) ·С помощью ·правила подстанG'вки, то она также , 
тождественно-истинна . 

. Следует отмет:Ить, что правило ~подстановки - одно из . " 
основных прав.ил вы.вода· на я.зъ11ке логики высказыва:нии. 

09. В математической· и мет.одической литературе встре
чаются многочисленные варианты тол·кования и оп1ределения 

понятий уравнений и нера.венст.ва. . 
Известна точ1Ка З1рения, согласно 1которой тожДест.во, как 

равенство, справе~~ивое, т. е. верное при в1сех допустимых 

значениях .вхо.дящих .в него ·бу;кв~ противопоставляется урав.._ 
нению, как равенству, справедливому не при всех допусти~ 

мых значениях букв-неизвестных. 
. Е·сли принять эту .точку зрения, . мы не сможем от.ветить 
на вопрос, что пред1ста.вляет собой эапись f (х) = q;(x), урав
нение или· тождест!ЗО; пока не выя_сним, 1nри· всех или не 
при .всех допусrимых значениях неизвестного и.меет место 

равенс'rео. Если да.но, ~например, уравне.ние ах= Ь, то, ооглас
но этой точке зрения, при а:::/= о это-. )11равне.ние, а ·при а ;;:; 
= Ь = О это уЖе не уравнецие, а т.ождестоо.. • . 

Известна другая точка з.рения, ·согласно которой тожде
ство не прот,ивопоставJiяеТ~ся урав.нению, а 11рактуется ·Как 

" " . ег.о частн.ыи ·Случаи, причем ура.внение рассматривается 1как 

равенство значений двух функций. 
Равенство f(~) = q;(x) .(!мы огра·ничимся рассмотрением 

ура'Внений с одн:Им неизвестным). может оказаться верным 
при всех допустимых значениях нейзвеСi'ного х, и тогда это 

уравнение назы.вается тождеством. Он.о может быть верным 
только 1при некоторых эначен\Иях mеизвест.нюго, называемых 

" корня.ми ура.вн,ения, но возможно, что .не наи~ет.ся нц: одного 

_значения неизвест.ного, удовлетворяющего этому раве.нству. 
В этом последнем случае говорят; что· уравнение не имеет 
корней (решений). Но существует ли само у1равнение, если 

. . 
под уравнением понимать равенство, а ~равенство не имеет 

место .ни при ка~х допуст.им~1х в,~~:ч:е.ниях ,,неизвестного? 
При а = О и Ь :::/=О 1ни при ка~ких значениях х не имеет 

место равенет.во ах= Ь. Можем ли мы говорить n этом слу-, 
чае об у.равнении ах~ Ь, ·если, под урав.нением понимать ра-
венство? · 



' 
· · Очевидноt чrо· ·понятJ!я «уравнение» ·И «ра.венст.во» неадек· 
ватны. 

В методической лите.ратуре НСТ~речается и .мнение ·о·. TGM, -

что .у.равнение - это ~не само равенетво, а лишь .вопрос о су

ществовании р.авенства или о существовании значений н.еиз" 
вест.нога, при kоторых имеет место равенство. Эта точка з1ре
ния .ошибочна, та1к ка·к отождествляет понятие «уравненИе» 
с tпонятием «решить у,равн~ние». Дейiствительно, реmить урав
нение - значит ответить на вonpoct сущест.вуют ли (а если 
.существуют, то сколько и какие) значения неизвестного, ко
торые у1довлетворяЮт у.равнению, но при эт-ом -вопрос О· том, 
что такое само уравнение, остае11ся от,крытым. 

А. Фуше 1в своей «Педа1rогике математики» .пишет: «Ура:в ... 
-нение - равенство, которое еще .не истинно и которое стре~ 

мят·ся сделать истинным, без того, чтобы быть уве1ренн.ым 
:в том, что это достижимо:. .1 

Вряд ли это тоЛкованИе понятия. ура·в1неН!ия что-нибудь 
·разъя.сняет. 

Трудности, возни·кшие .в 1связи с уточнением общего поня
-тия у.равн_ения, а та,кже rнеравенсТ1Ва (алгебраиче·окого), обу-
-словлены тем~ что эти понятия стремились .свести только 

к математическим. В действительности же понятия «уравне" 
-ние:. и «неравенство:. О1'носят.ся к категории логических 

.функций. 

· 10. Известно, что всякое элемент8'р.ное высказывание вы" 
ражает свойство Предмета или отношение между предмета" 
ми. Свойства и о"ношения называются п р е д и к а т а м и. 

Предикаты пред.ставляют собой логические функциИ и по" 
этому обозначаю'I'ся с ·помощью функциональной си1мволики. 
Наnр.имер, если, обоз1начить предикат (свойство) «есть про
стое число» ·символом «Р ( ) » - функциональным знаком Р 
с ,од~ним пу.сты.м ,мес~ом,- то символ-ом «Р ( 5) » выразится 
ястинное высказывание «~число 5 - простое число», символом 
«Р ( 4) » - ложное вы.сказывание «число 4 - простое числ.о», 
it символом <f.P (х) », где х--. натуральное число, отличное от 
1,- предикат, или логическая функЦ'ия «число х - простое 
число», обращающаяся в ис"инное или лож:~ное высказыва.ние 
в .зависимости от значения х. Последнее надо понимать так: 
п;ри подстановке вместо х натурального числа, отличного от 

1, Р(х) обращается в истинное или ложное высказывание. 
Мы .получили ~пример логической функции, отличающейся 

от логичес·ких фун1н;ций, ,выражающихся с помощью формул 
логики высказываний. В этих логических функциях аргумен-. 

1 А. F о u с h е. La pedagogle des mathematiques. Paris, 1952, стр. 60. 
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тами служат ·переменные высказывания,1 пр~дикат Р(х) пред
ставляет собой логическую функцию от числового аргумента, 

u u 
т. е. от переменном, на мест.о которои можно .подставлять 

числа. 

Обла1стью определения этой логической функции я.вляет
ся множество натуральных чисел, отличных ·ОТ 1 ~(мы опре
делили 1П1редикат Р (х) и·менно 1на эrом множестве, чrобы его 
отрицание совпало с предикатом «е.сть ·Составное число»)" 
а областью значений этой фун~кции- множество {И, Л }. 

Предикат Р(х) разбивает обла.сть определения на два 
.подмножества, на одном из кюторых он обращается в истин
ное высказывание (каждое число х из этого по.дмноже·сNа 
обращает его в истинное вы·оказывание), 1на другом - в лож
ное. То из подмножеств области определения, на котором Р(х) 
обращается ·в истинное высказывание, назовем мн о ж е ·С т
в о м и ст ин н о ст и этой логической функции. 
Мы п1ри'Вели пример од н о м е ·Ст .н о г о пр е дик ат а,. 

выражающего ,свойсТ1во предмета. Бстест.веНJным обобщением 
одноме,стных пrредикатов являются 1М но го м е с т н ы е п р е

д и к а т ы, .с помощью кюторых ВЫ!ражаются отношения меж

ду предмета м~и. 

Например, есл1и от1ношение <«меньше», 1в1ведеано·е в опре
деленном числовом .множе:ст.ве (целых, рациональ~ных илк 
вещест.венных чисел), обозначить ·С .помощью функциональ
ного з:нака «< (,) » с дву.мя пустыми местами, то· сим.во
J1ом «< (2, 3) » выразит.ся истинное выс,&а.зывааие «число Z 
меньше числа 3», аимволо1м «< (3, 2) »- ложное1вы1сказыва1ние 
«число 3 меньше числа 2», а сим.волом «< (х, у)» - логиче
ская функция двух числовых переменных х и у, дающая при 
любой .пQПJСтановке .вме_сто х и у пары чисел из заданного 
множес-vва истинное или ложное высказывание. 

ПредJИкат < (х, у) определен на множ1ес.тве всевозмож
ных _упорядоченных пар чисел из данного множества, и то 

ПОДМНОЖествю пар Ч..И<Се.л, /НЗ КОТОр1ОМ ОН обращается ~В ИIСТИН
ное высказывание, является e·ro множеством истинности. 

11. Под уравнением f (х) = q:J(x) следует понимать логи
чеакую функцию: «числовые з.начения f (х) и q:J(x) находятся 
в отношен.ии (связаны предикатt01м) равен.ства». Е·сли приме
нить символическое обозначение предИ1като.в с ~помощью функ
циональных знаков (10], 'ТО у1равнение f (х) = ср(х) следовало 
бы .записать сл'едующим образом~«= (f(x), ср(х))». В эrой 
записи подчеркнуто, 'Что ,само ~равенство я1вляет·ся функцией 
от аргумент·а х. 

1 Выражение «переменные высказывания» применяется в смысле пе- . 
ременных для высказываний, т. е. пер.еменных, на место которых можно 
подставлять высказывания. 
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3начение неизвестноr.о, п.р~и .подстановК!е которого вме.сто х 
в числовых функциях f (х) и q;(x) логическая фуНtкция (урав" 
нение) f (х) = q;(x) принимает з.начен.ие истинног.о выс~~~РL·, 
вания, ;называ~тся ·Р е ш е ~ни е 1м, ил·и к о р н е м уравнен1ия. 

Е1с.[(и при любом допу1стимом значении неизвестного х ло-. 
гичес1кая функция обращается ·в истинное высказы!вание, т. е. 
есл1и формула " 

(x)[f(x) = ср(х)] 
вы1ражает исти,н.ное высказы1ва~ние, то да1Н1ное урав1нение на" 

зывает.ся rож1д.ест~вом. 

Е,сли при в·сех допустимых значениях неизвестного логи
ческая функция f(x) = q;(x) обращается в ложное .высказы
ва1ние, т. е. формула 

или 

(x)[f(x) = ер (х)] 

(3x)[f(x) = ср(х)] 

выража·ет истинное выска.зывание, то говорим, что уравнение 

не имеет решения. (Мн.ожес-лво 1истинност.и лоnической фу,нк
ции пу~стое.) 

Пу.сть М -. ·множество, на ~котором рассматривается урав
нение f(x) = q;(x). С этим уравнением сопоставляется множе· 
ство Е ~решений (корней), т. е. множ.ество. истинноет~и логиче
ской функции f (х) = q;(x). 

Такmм !Образом, множество М ·разбиваеrея \НЗ два под· 

множества Е и Е (М = EVE), пр.ичем 

Е = M(f(x) = ср(х)], 
х 

Е = М [/(х) = ср(х) ]. 
х 

Е1сли вместо х .в уравJнении f (х) = q;(x) ·подста1вить любое 
число из Е, получим И·Стинное высказы,ваН1ие, если же под.ста· 

. -
вить вместо х любое число из Е, получим ложное 1выс:казы· 
ванне. 

Если Е = 0 и, следовательно, Е = М, уравнение - тож

дество. Е1сли Е = 0 и, сле:довател:ыно, Е = М, урав.нен.ие .не 
" имеет решении. .... . 

Ре шить у р а !В н е н :И е - значит отыскать м:нюжество Е 
его решений (.множеl(л.во ист~и1нности лоrич:е1с~ой фу.н.кци~и), 
если ано кюнечн10, ил•и же указать, что это множеств·о беско· 
нечно или пусто. 
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Наn:ример, урав1неиие «х2 + 3х = х - 1 » пред.ставляет со
бой логическую ·Функцию («числа х2 + 3х и х - 1 находят.с.я 
в отношении ·равенства») от числового аргу1мента х (в· логи-. 
ке это обозначается и так: « . (х2 ·+ 3х, х - ·1) »). Эта логи· 
ческая функци.Я о·бращается в истинное .высказывание при 
подстановке х = -1 ( «-2 = -2»), при подстанов1:«е же в1Ме
сто х любог{) другого числа (из данного множеств·а, напри
мер, рационалыных или вещественны~ чисел) она о61ращает.ся 
в ложное выюказы1Вание. 

х х2+зх х-1 х2 + Зх= х-1 
-2 -2 -3 л 
-1 -2 -2 и 

' о о -1 л 
1 4 о л 
2 10 1 л 

В приведенном участке бесконечной та.блицы наглядно 
видно, что в отличие от первых трех стол·бцов, которые со
стоят из чисел, последний ~стол·бец ~состоит из символов И 
(~истинно») и Л («ложно»). Это подчеркивает принадлеж
ность уравнения к кате·rории логических функций. 

Та1ким образом, каждое из следующих символических 
выражений 

х• +зх = х- 1, 

х'-4 
х-2=х+2, 

5+ 1 -
х-4 

5-х 

х-4 

- "" 

(1) 

(2) 

(3) 

является уравнением ·С одним неизвестным х, т. е. логической 
-функцией от числового ·аргумента х, независимо от того, 
что ( 1) обращается в ~истинное ~высказывание тольюо при 
~ШJ.НО.м значении аргумента (неизвестного уравне-ния), (2) 
обращ·ается 1В ~истинное высказывание при лю.бом допустимом 
з11ачении аqJгумента (х+ 2), а (3) при подстановке вместо х 
.любого допустимого з1начения (х+4) обращается в ложное 
высказывание. 

Об уравнении ( 1) ~говорим, что ·оно имеет {)ДИН корень ИJ}:И 
одно решение х = -1, об уравнении · (2) говорим, что оно 
.является тождеством или у~довлетворяется тожДественно, 
а об уравнении -(3) ,-. что оно ~не :имеет ~ре·шения. · · 

12 . .А:налогично уточняется и •понятие неравенства, содер
·жащего буквы. 

Под неравенством f (х) >"ер (х) (или f (х) < ер (х)) надо 
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понимать предикат «бОJIЬШе» (ил1и· «меньше»), отнесенный 
к дву~м переменJtым (числам) f (х) и ср(х); т .. е. логическую 
функцию «число f(x) находит.ся 'в от.ношении «1больше» ·(1f:Л11" · 
«менрше») с числом ср(х)». · 

Не.равенству f (х) > tp(x), ка1к и уравн.ению, ставиТ~ся .в со
ответствие множест.во Е исти.нност.и этой логиче~кой фу.нк· 
ции. т. е. множест.во всех тех значений х из множества М, 
на ~котором раосматрив.ает~ся данное н.ера.венсr.во, при под· 

становке :которых ~вместо х эта логическая функцйя обраща
ет.ся · в ~истинное ,высказывание. Множество Е называется 
множеством 1р е ш е н и й ~Данного неравенсТ~ва. 

Решить .неравенство - значит отыскать .множество его 
u 

решении. 

Как и nри решении уравнения, здесь могут встретиться 
три случая~ . 

1) (Е С: М) л МС: Е, т. е. множество Е !Находится в отно
шении включения с м,ножеством М, .на котором рассматри--вается данное неравенство. В этом 1случае дополнеmие Е .мно-
:ЖесТ~ва Е до множества М является множеством истинности 

логичеок·ой функции f(x) > tp(x) или f(x) < <р(х), Т.' е. 

Е == М [f(x) > ~(х)] = M[f(x) ~ <р (Х)] -
х х 

множество решений н~равенства f (х) < tp(x). 
2) (Е С: М) Л (М С Е), т. е. Е = М. В этом случае. нера-

венств·о f (х) > tp(x) удовлетворяется т.ождесrеен'Но (Е - пу
стое множество), а неравенство f (х)<. tp(x) не имеет решений. 

3) Е - ,пустое множество. В это~м СЛУ'чае неравенство 

f(x) > tp(x) .не имеет решений И' Е = М, т. е. неравенство 
f(x) < tp(x) удовлетворяется тождественно. 

13. Описан1н~я ,выше (11-12) трактовка общих _понятий 
уравнения и неравенства вполне доступна учащимся старших 

кла.ссов при предла,гаемой .на,ми методике 1П1реподавания, 
вкЛючающей изучение элементо,в логического языка мате-. ~ 

матики. · 
Эта же точка .зрения .может быть отражен.а уже .прм ·пер-... 

вом ознакомлении учащихся ·С .простеишими ураВ!Нениям.и, 

~которое осуществимо в .начальных· классах. На ·этом этапе 
необходимо сопоставлять 1равен~тво, не содержащее буквы, 
с ра1ве.нст.вом, соде·ржащим ~буквы. 

О равенстве 5 ..+- 8 ::::;: 13 мьжем сказать, что это истинное 
(ил.и ·верное) равенст~во, о ра1венстве 9-+ 7 ::::;: 1~ можем ока
зать, что это л-оЖJное (1или .неверное) ~равенство, но о \равен
стве х + 7 = 12 мы не можем сказ.ать ни то., ни друrюе. Оно 
МОЖеТ быть И·СТИННЫМ ·равеНСТВОМ, НО может быть И ЛОЖНЫМ. 

9 Л. Л Сто.111р 1-29 



В частности, 1пр,и х = 5 получаем истинное .равенство 5 + 7 = 
= 12;· если же вместо х IПОдставить любое другое число, н.а
пример 4 (4 .+ 7 = 12) или 8 (8 + 7 = 12), получаем Ложное 
равенство. 

Для разъяснения ао.нятия ура.в.нения на этом этапе можно 
использовать и таблицы. Пусть, на:прим~р, имеем уравнение 
3х + 2 = х + 8. С·оста.вляем таблицу, в к;оторой, давая х 
различные числовые З'начения. определяем ·Соответ~ствующие 

u ~ u u 

зна~чения л1евои и п1равои частеи rура1виения и уста1навливаем, 

в 1каких ·случаях получается истинное, а в ка~х .::..- ложное 
равенс1'во. 

х Зх+2 х+в зх+2=х+8 
КакQе равенство полу-

чается? 

о 2 8 2=8 л 
1/ 5 9 5=9 л 
2 8 10 8=10 л 
3 11 11 11==11 и 
4 14 12 14=12 л 
5 17 lЗ 17=13 л 

Необходимо подчеркнуть, что ни при каких других значе
ниях х, iКроме х = 3, мы не получим ист.инного ·ра·венства. 
Значение х = 3, при котором данное уравнение о-браЩается 
в истинное равенство, называется корнем или решениеr\f 

э:гого уравнения. 

Таким путем мы готовим у~чащихся к правильному пони
манию оущност1и общих ~понятий у;ра1внения и 1неравен:ства. 1 

14. Исходя из точки зрен1Ия на уравнение (неравенство) 
·ка.к lfla логи:ческую· 1функцию, нет.рудно за/ме'Dить, что отноше
ние равносилнн.ости урав1нений (неравенст.в) 1совnадает с от
ношением эквивалентности л·огичеок:их функций. 

Действительно, если два )'~равнения равносильны с точ·ки 
зрения теори•и ура"внений, они :имеют одни й те же решения, 
т. е. множества их :решений ~совпадают. Это значит, что 
совпадают ·множест.ва истинности логичесюих функций, кото
рые представляют собой эти уравнения, т. е. при одних и тех 
Ж·е значениях аргумента они оба истинны или оба ложны, 
а 1СЛ·едо1вательно, эти ЛО['ИЧеские функции эквивалент:ны. 

Имее.т мест·о и {)!брат~ное положение. Есл.и д·ве лоnичеакие 
функции, представляющие собой УJравнения или .неравенства, 
эквивалентны, т. е. при одних и тех же значеН1иях аргумента 

обе истинны или обе ложны, то это значит, что С·Ов.падают 
" их ·множества истинности или совпадают множ1ества решении 

данных уравнений ил1и нера.венств. Следовательно, эти урав-

1 Примеры упражнений, предназначенных для такой подготовки, при-
ведены в гл. 2, § 4. ' 
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нения (неравенства) ра.вносильны и с точки зрения, теории 
у,равнений (неравенСТ1в). . . 

Учитыва1я то:Ждественность понятИ:й «равносильность' ура;;.· 
неннй ( не~ра.венств) » и «эквивалентность логических функ-, 
ций», для обозначения 1равнооиль'Но-ст.и у1ра1внений иля нера
венств применим зна~к « ~ ~ » екви.~а~ентности логических 
фуНIКЦИЙ. 

Например, решение ура·внения Зх + 2 = х + 8 можем за
писать в виде следующей цепочки рав·носильностей: 

(Зх + 2 = х + 8) <f+ (Зх - х =;:: 8 - 2) <f+ (2х = 6) <f+ (х = 3). 

Такая запись весьма наглядна и позволяет обосновать 
процесс решения у1равнен.ия, состоящий из последовательно
сти шагов, -каждый из которых обратt~м. и.сходя из связи 
эквивалентности с ,юм1пликацией, rполучаем, что истинна ~конъ
юнкция 

[(Зх + 2 == х + 8)--э- (х = 3)] /\ [(х = 3)--э-'(3х + 2 = х + 8)1. 

Это означает, . что число 3 и только это число я.вляется · 
кор·нем данного ура·внения. · 

15. Общая задача решения у1равнения состоит в оты·ака
нии множества истинности логической функции, выражаем·ой 
эт.:Им уравнением, •но это ,множес11во может .изiменяться в за
висимости от того, ·на ка~ком множестве рассматривается 

данное уравнение. Поэтому задача остается неопределенной, 
если не указано то м1ножеСТiво, на котором рас-сматривается 

данное уравнение. 

Если 1мы ~решаем уравнение f (х) = tp(x) в множест.ве ра
циональных чисел-, -т. е. требуется найти ·рациональные корни ... 
эт()го уравнения, мы определяем мно.щество решении . , 

. . 

Е1 = М [(хе R) /\ (f(x) = r:p (х))]~. 
х 

. . ' 
Если же реш~ем это ур,авнен.ие в множест.ве действительных: 
чисел, мы определяем 1множес11во решений: 

Е8 = М [(хе D) Л (f(x) = r:p(x))], 
х 

при этом множества Е1 и Е2 могут ~вообще не совпадать. 
Пусть, наприМ.ер, дано у~ра.внение 

2х1 + х-1 =О. 
Е1 = M[(xeN) Л (2х9 + х-1=0)1 == 0. 

х ' 
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· · ·Это уеа:внение· не имеет н:·атуральные корни, 

Е1 == М [(хе С)./\ (2х2 + х ~ 1 ==О)] = М [х = - 1) = { ~ 1 }. 
х х 

. . 

Это уравнение имеет один целый корень х = -1. 

Еа = М [(хе R) /\ (2х2 + х -· 1 = О)] = 
х 

' ' / · l 
Это ур~внение имеет два рациональных корня: -· 1 и 2 . 

16. Под си~етемой уравнений ~ 

. { F1 (х, у) = О 
F1 (x, у)= О 

ПОНIИМаЮт КОНЪЮНКЦЙЮ 

[F1(X, у) = 0) /\ [F2(x, у)= 0), 

а решмть си·стему - з1Начит отьн:~кать 1м·ножест1во 1ист;инiНости 

этой конъюНtкции, т. е. множество 1пар чисел (х, у), при ·ко
торых эта логическая ф~ункция оQращаетея в и1стинное 
высказы;вание. 

Аналогично под системой неравенств 

{ 
f 1(Х) > (f1(X) 

f 1(Х) > (fz(X) 

понимают конъюнкцию 
' • ~ 1' 

[f 1(x) > 91(х)] /\ [f z(x) > (f1(x)), 

.а решить эту систему неравенств означает отыскать множе

ство истинности . этой логической функции, .т. е. множество 
всех тех значений х, при которых эта конъюнкция представ
ляет собой· истинное высказывание: 

Е = М [(f 1(x) > (f1(x)) /\ (f .(x) > 92(х))]" 
х 

Е·сли Е1 =:;: М U1(X) > (/Jt (х)], т. е. Е 1 - множест.во решений 
' х 

первого не1равен1ст~ва ~системы, а Е2 = М [f2(x) > Ф2(х)), т. е. 
х 

Е2 - множество решений ,вт.орого неравенства системы, то 

Ei П Ez = М (f 1(х) > 9z(x)] П М [fz(x) > 9z(x)] = 
х х 

== М [(fi(x) > (f1(x)) Л (f 1(х) > 9z(x))] = Е, 
.х 
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u 

т. е. множество 1решени.и системы неравенств _есть .цересече-. 
u 

ние {М1ножест.в 1решен:ии неравенст.в си·стемы. . . . 
Расамотрим нера1Вен·ство 'Вида /((;) > 0(1) или l<(~) ·< Ul2).· 
. ' . ' . Обычно говорят, Что решение 1каждог.о из н~ра.венств ( 1), (2) 

сводится к решению двух систем н.еравенств, в дейст;витель
ности же .решение каждого из этих нера1в~н1ств сводится ~к ре:-. 

шению дизъюнкции двух ·систем. · 
Множество решений неравенства ( 1) есть множество 

исти1нноС11И логической функции: 

[/(х) > О] /\ [ср(х) > О] V [f (х) < О] /\ [ 'f(x) < О) •. 
Множество решений неравенства (2) есть множество истин-

ности логической функции: · 

[/(х) > 0] /\ ['f(X) <О] V [/(х) < 0] /\ ['f(x) >О]. 

Эт.и логические фун1кции являются точными выражения
ми следующих рас·суЖ&Ценмй: 

1) неравенство ( 1) удовлетворяет·ся всеми теми и только 
теми значениями х, при которых числитель и знаменатель по· 

ложительны или числитель и знаменатель· отрицательны; 

2) неравенство (2) удовлетворяется всеми теми и только те
ми значениями х, при которых числитель положител.;н 

и знаменатель отрицателен или числитель отрицателен 

и зна1менатель положителен. · . 
17. п·ри решении неравенств типа ( 1) или (2) учащиеся 

часто допу~акают о.шибки .при определении множества реше
х - 5 

ниf{. На:nример, при решении 1неравенства x- l >О реша-
ются две системы неравенств 

·{ х-5>0 
х-· 1 >О { 

х-5<0 

х-1 <О, 

u u 
между которыми не ставится никакои знак, хотя в деистви-

тельности они соединены дизъюнктивно. (Если даже говорят 
«И» или гов~рят «ИЛИ», то не обращают на это необходимого 
внимания, как вообще не обращают в установившейся прак
тике препод~вания 1:1еобходимого внимания на логические 
операции.) . 

При определении .м.ножества решений дан·ного неравенст
·ва ча.сто· допускают ошибку, состоящую. в том, что . вместо 
объединения м.ножеств ·решений д'ВУХ систем берут их пересе
чение и .n1риходят к . неправильному ВЫ!воду, что данное не· 

u • 

ра!ВеНJст.во не имеет ~решении, .. та.к ка1к нет та~.ких 31начении х. 
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-nри которых .неравенетва· х > 5 и х ·< 1 ·были бы· исти1нны.ми 
выаказываииями. 

И1сп0Льзуя име.JQщие·ся у учащихся лог.иче.окие знания, 
'целесообразно наряду с традиционным спс»собом решения та
ких неравенств применить и друrой ~способ, сводящий задачу 
·решения неравенст.ва ·к Задаче отыскания множест.ва ·истин-
11ости соответствующей логической функции. 

Этот апособ !состоит в .следующем: 
r 1} Данное неравенство (~ил.и 1СИ·стема 'Нера~вен~ет.в) ·пред-
ставляется •В виде логической ФУiнкции, сост.оящей из более 
простых. нера.вооств (обычно линей;нI?1rх), ·соединенных зна1ка
ми основных лоrичеоких операций (дизъюнкции, конъюнкции, 
отр.ицания). · 
- · Это представление ·конструируется таким ·образом, чтобы 
мноЖе.ство истинности полученной логической функции совпа-

" ло ·Со МJ:Iожеством ~решении неравен;·ства. 

2) Логическая функция, сопоставляемая данному нера
венств1у, преобразовывает·ся с ~помощью цепоч!К1И э1Квивалент
ностей с целью приведения к наиболее простому 1виду. . 
. При пос·трое:нии этой цепочки 1Пользуемся ·овойства.ми 
- u 

лоnиче:оких операции tИ, ~кроме того, ·следующими :равносиль-

ностями: 

При а< Ь: 

(х > а) /\ (х > Ь) -н- (х > Ь); 
(х < а) /\ (х < Ь) ~ (х < а)_; 
(х< а)/\ (х> Ь)-н-Л. 

Эти ра~носильности легко устанавливаются .. 
Так ·как а< Ь, то 

M[i> Ь) с:М [х>а],· 
х ' х 

поэтому 

. ' 

(1) 

(2) 

(3) 

М [(х >а)/\ (х> Ь))·= М[х> aJn.M [х > Ь] =Mix>_b]. 
Х Х Х Х· 

Так как множества истинности лоrиче.аких функций 
(х >а) Л: (х > Ь) и (х>Ь) ~равны, эти функции эквивал.ентны. 

Эквивалентности ( 1 )- (3) наглядно подтверждаются с по-
" ' ., 

-мощью геометрическои · интерпретации множеств решении 

м.ножеат:ва.ми точек -прямой (1рмс. 10 а" 6, .в, г) .. Наn~р.имер, 
на рис. 1 Об двоя,ко за1штрихован.ное множест.во -точек (зна· 
чений·.· х) - множество истинности· конъю.нкции (х.-< а) А 
л (х < Ь), а это - мно:жество й.стинности "х"< а.· , .. 
ам 



На рис. 10 в нет два.яко заштрихованного множества то· 
чек, множество истинности конъюнкции (х <а) л (х < Ь) -
пустое множество, эта конъюнкция тождественно ложна . .(3)". 

:Конъюнкцию (х >а) Л (х < Ь) 1при а< Ь (рис. 10 г) 
обозначают 1еокращенно «а< х < Ь». . 

3) Определяется множ~т.во истиН1ности 1простейшей фор
мы логичесюой функции. Это мно· 
жество и будет множеством ре· о w~ ... а Ь · 
шении данного неравенетва. · .· 

0 
~~~~ 

Для 1иллюС1;рации описанного · а ь 
метода .покажем его применение 6~~ ~ 

а ь 
в нес:к:ольких конкретных случаях. ~~ 

1) Возьмем в качестве перво- г · 0 . . ь 
го . примера приведеН;ное выше . · 
неравен ст.во 

х-5 
х-1 >О. 

рис. 10. 

х- 5 >О++(х-5>.О)/\(х-1 >0) V (х-5<0) /\ (х-1 <0)++ 
х-1 

++ (х > 5) /\ (х > 1) V (х < 5) /\ (х < 1) ++ (х > Q) V (х < 1 ). 

Следовательно, 
'. 

~ [~=~>О] =.1У [(х > 5) V (х< 1)] = 

= М [х >5] 1) М[х< 1). 
. х х 

2) Пуr:ть требуется отыскать область определения функ· 
ции 

' ' 

-./х-2 ~-/1-х 
у= v х + 2 + v 1"1+ х. 

Составим логич;еокую функцию, йстинную на том· множе· 
стве з;начений аргу;м.ента, на .котором числовая функция 
определена, т. е. такую, чтобы ее множест.во истинности сов· 
пало с областью определения данной фу;нкции, и уri.'Ростим ее: 

. . , 

[(х-2:>0) /\ (х + 2 >О) V (х-2~0) /\ (х + 2 <О)]/\ 

/\ (1 + х >О)/\ (1 __:.)С> О)++ 

~ [(х >- 2) /\ (х > - 2) V (х-< 2) /\ (х < - 2)] /\ (х > ·- l) /\ 

/\ (х < 1) ++ 

++[(x>2)V (х< -2)) /\ (x>-I·)·/\ (x<'l)++ 

++ [(х ~ 2) V Л]· /\ (х ~ 1) ++·Л: 
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Так как составленная логическая функция всюду ложна, 
то данная функция нигде .не определена. 

18. ОбщеизвесТ1но, что решение у,раваений и нера.венст.в., 
содержащих абсолютные величины, встречает у учащихся 
большие за_труднеаия. Эти затруднения отчасти вчrаваны тем:" 
что в 1результате освобождения у,равнения или неравенства 
от з.на:ков абсолют~ной величины оно распадает~ся на несколь
ко уравнений и "'неравенств, определенным 1обра1зом ·свяэан~ 
ных между •собой логическими свяЗ'ками. Незнание лоrnче
ских 1операций, ·обозначаемых -эт.ими ·связками, является одной 
из ~причин возникающих затруднений. · . 

Приме.нение логических операций 1в яв~о.м .виде .позволяет 
.нам точно эапи•сать логическую функцию, экв:Ивалентную данw 
ном1у ура·вн.ен.ию .или неравенству, т. е. такую, что ее множе" 

ство истинности есть множество решений данного уравнения 
или неравенства. ' 

Приведем прИМflр. Пусть т.ребуется решить ура1внение: 

lx-2!-Jx-1/-1 cr:O. 

Для крат~ости обозначим левую часть уравнения через f(x)" 
т. е. 

/(х) ~ /х - 21 -1 х - lj ...:. 1. 

Нам Тlребуется решить 1уравнение f (х) =О, допуст~ИJм, в мно
жестве 1Вещеслвенны.х чисел. 

'Для освобождения уравнения от знаков абсолютной вели
чины составим следующую таблицу: 

х -со 1 2 +со 

1х-2\ 2-х 1 2-х о х-2 
- х-11 х-1 о 1-х -1 r-x 

i -1 -·1 -1 -1 -1 -1 

/(х) о о 2-2х -2 -2 

В этой таблице QП'реде.лены слаrаем.ые суммы, которой ~выра
жается f(x) в nромежуТiках (-со, 1), (1, 2) и (~, +оо)., а так

. же rп~ри х = 1 и х = 2 'И выражение самой функции f (.х) 
в этих же промежутках. 

Иопользуя эту таблицу, легко ·Составить л·о.гичес.кую функ
цию, эквивалентную данному у,равнению: 

(f(x) =О] ++(х< 1) Л (О= О) V (1<х<2) /\ (2-2х =О) V 

V (х >- 2) Л ( - 2-= О)++ (х < 1) ЛИ V Л V (х > 2) Л Л ++ 

++(х< 1) V Л V Л++(х< 1)" 
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Следователь·но, 

.J\f [/(x) ==О] = ~[~ ~ 1]. 
. , . " 

Мы узнали, что данное уравнение и.меет бесконечное мно
жество решений:: любое чи1сло, не пре-вышающее 1, у.до.влет· 
воряет этому ура:внению. 

19. Для луя·шего nон1има~ния учащимися сущности у1рав-
1:1ения и нера.венс.тва как логич1еских функций целесообразно 
предлагать и~м вопросы в нижеследующей, неш,ривычной 
в установившейrея практике преподавания, ·постановке. 

1) При подста~но.вке каких чисел .вместо х уравнение 
х2 + 2 '=3х обращается в .истинное высказывание, в ложное? . 

2) Пр1и ~подстановке ~каких чисел вместо х .неравенст.во. 
х2 - Зх + 2 >О обращается в ист.инное высказывание, 
в ложное? 

3) При каких значениях а и Ь ура:внение ах = Ь представ
ляет ~собой тождест.венно-иС11Инное ·вы·ака:зывание. т. е. .пр·и 
по;Д1ста.нов·ке .в.место х любого числа обращается в истинное 
высказывание; представляет собой тожде·ственно-ложное вы
сказывание, т. е. п1ри подстановке вместо х любого чtИсла 
обращается в ложное высказывание? 

4) При каких з·начениях а неравенст.во х2 + 2ах + 1 >О 
представляет ·Собой тождественно-истинное ·выоказывание? 

5) Какие операции необходимо выполнить над множест
вами ·решений нера1венст.в х + 2 > О и х - 3 < О, чтобы полу
ч.ить множество решенtИй системы неравенст.в: " 

а) {х + 2 > О б) {х + 2 > О 
х-З<О х-3>0 

в) {х+ 2 <О 
х-З<О 

Z) {Х + 2 < 0 
х_:з >0. 

6) Составить логическую фу,нкцию, м:ножест.во ист.инности 
которой есть ·область оп1ределения числовой фун.кции 

-.! х'-5х + 4 
У=у zt-1x+10' 

и определить это множество истинности. 

7) Сос.тавить числовую функцию, область . определения 
v v v 

которои есть множество истинности ~еледующ.еи лоnичеокои 

функции: 

(х > 1) /\ (х·> 2) V (х.< 1) /\ (х < 2). 

8) Чем отличаются .множества: 

Ei = М[(х в N) /\ (JxJ < 2)], 
х 
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Е2 = М [(хе С)/\ (fxl < 2)], 
х 

Ез = М[(х б R) /\ (/xt < 2)] .. 
х 

r лава 7. Систематизация и обобщени·е логических знаний 
учащихся 

~ 

Предлагаемая тема «Элементы математической логики 
и теории множеств» (IX класс физико~математического про
филя при диф1ференцирова.нном обучении) при условии про
ведения 1ра1боты, описанной в главах 3-6,. должна быть 
иоаольз.ована для систематизации уже ·Приобретенных уча-

. . " 
щим.ися лог.ических и те.оретико-множественных. знании, изу-

чения элеменrов математической логики и теории ·множества 
в более общем виде с описанием некоторых приложений. 

Ниже .приводится примерное -изложение этой темы, а так
же .некоторые типы упражнений и краткие методические· 
замечания. . 

OJ. Математическая лоnика возникла .как .результат весь
ма плодотворного применения 1К логике математических 

методов. . 
, Названце этой от.расли нау.ки (математическая логика) 

вдвойне оправдано. С одной стороны, разрабатывая логиче
СJ~;ИЙ. язык математики, она представляет собqй л о г и к у 

" :м ат ем а т и .к и, ·с другои --. сама стр.оцтся как математиче-
ская теор.ия и с этой ТQЧКИ· зрения представляет собой мате
м ат и к у лог и к и (см. гл. 1, § 2). 

1f.аряду .с п1рименением :к теор,иИ математическоFо до1<а:за
'Тельств·а7· к усовершенствованию аксиоматического · метода 

" построения математических теории математическая ло.гика 

nолучила ~в .последнее 1~рем-я 'Новое замечательное пр.ил,оже

ние вне мат8~ати·ки. Советским. ученым в.. И. Шестаковым 
и американским ученым К._Шенноном в 30-х годах было откры-

. " 
то важное применение ;· а:ппа1р_ата м~тематическои логики 

к анализу и 1Синтез1у реЛейно~контактных- схем, широко ис
пользуемых в автоматических устрой'ствах. В настоящее вре
мя математическая л-огика .находит применение ·в разработке 
конструкций сов·ременных электроннь1х !вычислительных ма
шин, в теQрии ~проI"рамм,ирования (подготовке задач к реше
нию на этих !Машинах). В качестве составной ча.сти ·к и б е р-

" в е т и ·К и, иэучающеи.nроцессы управления и ·связи в живых 

организмах и 1меха!низмах, математическая логика находит 

nрименение в мещици1не, лмнгвист.ике и J3 других областях 
науки 1И !П1ра•К'Г'ИЮИ, везде, , где ставится задача ·ВОссоздан:ия . 

" .логюко-математиче:акf)И .моделц. · nроцеооов. уm.равления на 

электронных вычислительных машинах. 
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02. Мы уже знакомы с началами алгебры высказываний. 
Приведем ~наши; знания в ~систему. 

,Алгебра. .выс·казываний играет в математической лоtике 
'Такую же роль, какую играет, например, арифметика ~нату
ральных чисел в учении о числе. О.на ·составляет наиболее 
эл.емента~рную, но вместе с тем фундаментальную часть мате-

u .• 

матическои логики. 

В алгебре высказываний элементарные высказы·вания 
рассматривают как целые, отвлекаются от их содержания 

v v . 

1f внутренflеИ логичеокои ·структуры и считают, что каждое 

·высказывание ·истинно или ложно и не м.ожет быть одновре
менно и истинным и ложным~ 

Обозначим, как и раньше, произвольные· высказывания 
·большими буквами латинского алфавита А, В, С, ... , Х, У, ... 
ИЛIИ одной бу1ювой IC rИНДеКСЗ/МrИ Х1, Х2, Хз, .... , х п••!-' 

Из элементар.ных .высказы.ваний :в практике рассуждений, 
в частности в математике, составляются сложные вы.сказыва

ния при помощи раэличных логических опер·аций. 
Эт~и лог.ичеакие операции t:Над эле.мента1рны·ми и 1сложны.ми 

высказываниями и составляют предмет логики, или алгеqры 
" высказывании. . 

03. l(аждому истинному высказыванию .припишем .в ·каче
-стве значения исТ~инности символ «1», каждому ложному 
высказыванию - си1мв.ол «0». 

Значение истинности, соответствующее данному высказы
ванию, назовем для ·краткости просто з н а ч е ни е м этого 

высказ~.ван.ия. С ·сим·волами « 1 » и «0» здесь не связывается 
их обр1чный ·смысл, они при.меняются л1иwъ ·как символ истин
ноrо и ложного вы·сказываний · (.,зместо ·букв И и Л, кюторые 
м·ы применяли до сих пор в то.м -же см"Q1еле) и называются 
также л о 1г.и ч ·е с .к и ми кон 1с r .антам. и (пестоянны:мн) .· 

Логика высказы.ваний представляет_ ·собой а.7;1.гебру, Qnери
рующую переменными А, В,- С, ':":, Х, У, " .. , каждая из кото
рых может принимать два зtНачения -1 (истина) и О (ложь), 
и назы.в-аемую б ул е .в о й ал г е б ·р о й по им~ни англий:еко
го ученого Д~. Б ул Я, впер·вые 1раэработавщего' начала этой 
ал.гебры ' 1в 1сер.едине XIX 15~ . - . 

03. t. Необходи1мо обратить внимание учащихся ~~ целе
сообразность сохранения обоiJ"{ачения значений; истинности 
буювами И и Л. rв пря.ме:н.ен1иях· л,о.nик.и · ;вь1сказы·вани~ в обьliк
новеJ:iJ:fОЙ ал.г.ебре, ибр знакц 1 и О могут встречаться .в одной 
и той ·же фор.муле ·в ·разлнчн:&1х~ ·1смь1с;tiах: ка-к числа и как 

. ""' ~ ' 
i • 

,.- . ' ) 

1 Эти буквы обозначают по ~уществу не сами выск~зыващ1я, а пе~ 
ременные для· · высiказЬ1ваний, называ~мЫе. такЖ-е . п р о п О'З н Ц н о н а л ь
н ы мн переменными (от латинского 1 proposЦ~o -.- .предложение, в~ск.~зы:-
ванне)'. - · J ·, , , • : • . - " • ,_" • • 
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"значения истинности. Например,. если хотим записать, что· 
конъюнкция (х < О) л (х > О) тождественно лQжна, то луч
ше писать (х < О) Л (х > О) ~ )' Л, чем (х < О) Л(х > О) -е ... О, 
хотя" и в последней записи легко обнаружить ,раз.Личный 
смы,сл нулей: знак эквивалентности связывает высказывания" 
сл·ещовательно, последний нуль обозначает ложное, выоказы
вание, а знаки отношений «меньше» и <«больше» 1связывают 
числа, следоват~льно, ~первые два 111,уля обrонаrчают · ч,иало 
нуль .. 

Возникает вопрос: оправдан ли методически переход 
к применению ·символов 1 и О для обозначения значений 
.истинностИ, если уже п1рименялись 1буквы И и Л? 

Нам кажется, что этот переход оправдывается методиче
ски тем, ·что ·символы 1 .и О ·более 'Уlдобны для абстрагирова
ния, т. е. для лишения их конкретного смысла истинного 

и ложного .выс·казывания .при переходе от конкретной модели 
булевой алгебры· в виде алгебры ·вы·сказываний к абстрактной 
булевой алгебре, и для при1п1исывания им ~другого- а<онкрет
ного смысла пр.и переходе от а1бстрактной булевой алгебры 
к другой ее ~конкретной модели. I\ipoмe того, ·символы 1 и О 
удобны для сопоставления логических операций с операция
ми двоичной арифметики, в ,приложен.иях алгебры высказы
ваний к синтезу схем уст.ройств, работающих в двоичной ~си
стеме счи~сления. 

Ознакомление учащихся ·с различными обозначениями 
значений истинности высказываний (и ·вообще с различными 
вариантами логической сим.валики) позволяет .в различных 
приложениях вы·брать наиrболее удобную символику и помо
гает ·им в самостоятельном чтении литературы, 1где встреча

ются различные системы обозначений. 
04. Основнымн ооерациэ:ми алгебры высказываний будем 

считать уже ·известные нам операции: 011рицание, дизъюнк-

цию и 1КОНЪюнкnию. . 
04.1. Следует повторить определения этих операций, запи

сать Э1'1И определения с ~помощью , соответствующих таблиц 
истинности, с применением ~имволов 1 и О. 

Можно сообщить учащимся, что для обоЗ'начения конъ
юнкции, кроме знака « Л », прим·еняют знак обычного умно
жения, ~который инотда опускается (Х · У или ХУ). 

Дизъюнкцию X1VX2V ... VXn будем обозначать сокращен-
п 

но символом VX1, аналогично конъюнкцию Х1 Л Х2 Л " .. Л Х11 
l =• ' 

п . 
будем обозначать символом лХ,. Можно предложить уча-

1-1 ' 
/ 

щимся в .качестве упражнения определить строгую дизъюнк-
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цию (соответст.вующуЮ .разделительному ·«или») и запн·сать 
это определение с помощью та1бл1ицы истинности. 

04.2. Из трех основных операций только дизъюнкция · 
и :конъюнкция подход!lт под опр"еделение общего понятия 
операции как заtКон композиции. О'Dрицание. же не .представ
ляет собой закона композиции, так как оно ,применимо ·К од
ному высказыванию. Поэтому · в некоторых руководствах 
отр,ицание отнесено к категории .преобразований :высказыва
ния. Однако большинство авторов включает отрицание в ка
тегорию логических оп.ер аций. 

. О~. Перечислим свойства основных операций: 

{1]' А ==А (закон двойного отрицания); 

1
2! AVB = BV ... 4 (коммутативность дизъюн1<ции); 
3 АлВ = ВлА (коммутативность конъюнкции); 

(4 (AVB)VC = AV(BVC) (ассоциативность дизъюнкции); 
[5) (АЛВ)ЛС = Ал(ВлС) (ассоциативность конъюнкции); 
{6] Ал(ВVС) = АлВVАлС (дистрибутивность конъюнкции 

относительно дизъюнкции); 

(7] АV(ВлС) == (AVB)л(AVC) (дистрибутивность дизъюнкции -
относительно конъюнкции); 

[8] AVA ==А; } (законы 
[9] АлА == А; идемпотентности); 

10) AVO z:: А; 
11] Алl ==А; 
121 Ало= о; 

. 13] AVl == 1; 
(14] AVA == 1; 
[15] АлА =О; 
[16} АЛВ = АVВ; 
(17] AVB = АлВ. 

В дальнейшем будем часто ссылаться на свойства, выра
женные 1ра:венствами [1]--{17], называя их соответст.вующимн 
номерами. 

05.1. Целесообразно напомнить о смысле знака равенства 
в выражении свойств [1]--{17]. Формулы, ·связанные этим 3На
ком, при любых одинаковых наборах · значений переменных 
пр·инимают равные. значения. Имеется полная аналогия с тож
дественными выражениями обыкновенной алгебры. Слож
ные высказывания, выражаемые равными формуламtr, 
одно.времен1Но •исtинны 1или ложны, неза1виоимо о-г значеНJий 
истинности входящих в них переменных, т. е. ·эк в и ,вале н т

н ы. 

05.2. Прн составлени·и таблиц И1сmнности .наборы значе
ний· переменных можно писать в .. любом порядке_. Однако 
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для · уст.ра·нения 1воз1м0Ж~ности :потери ~наборов у~с.т.tовимся ра·с
·полагать их в та1блице так, что если каждый набор из нулей:
и единиц стали бы рассматривать 1ка·к двоичное число, эти 
числа оказались -бы расположенными -по .величине - от наи-: 
·меньшего :к на1ибольшему. 

Например, наборы значений трех .перемен·ных ра·сположим: 
следующим образом: 

А в с 

о о о 
о о 1 
о 1 о 
о 1 1 . 1 о о 
1 о 1 
1 1 о 
1 1 1 

0.5.3. У пра:жнения: 
1) Составить таблицы истинности для доказательства свойств [6]" 

[7], (16], [17]. 
2) Удобен ли метод таблиц цстиииости. для доказательства равенств,. 

в которые входит большое число переменных? Определить число всевоз" 
можиых наборов' значений п переменных (или число строк таблицы истин~ 
иости, соответствующей формуле с п переменными). 

3) Свойства [16] и (17] распространяются иа любое число переменных. 
Записать соответствующие равенства для п переменных й доказаtь их~ 
индукцией по числу переменных. 

• 11' 

06. Внимательное рассмотрение равенс11в [2]-0 7] · позво-
ляет об.наружить весьма интерееную «двойственность» в кон
струкции формул. Если .в любом из этих (ра.венст~ заменить. 
символы V, л, О, 1 соответственно через л, V, 1, О, получим" 
другое из этих равенств. 

ОказЫJвае-гся, в алгебре высказы·ва1ний имеет место такой 
принцип двойственности (который, разумеется:, доказы1вается1 • 
но мы его примем без доказательства): из равенства, обе . " части !Которого ~составлены из элеменtа.р:ных 1Высказ1;j"Ва1нии,. 

их отрица.ний 1и лопичеаких консrа1нт (О 1и 1) ~при iПомощи зна·· 
u " 

ков дизъюнкции и конъюнкции, моmно ~получить новое ра-

венст·во путем замены знака дизъюнкции знаком конъюнкции". 

ну.ля единицей и об1ратн0:. · 
Этот принцип поэ1воляет из уже ДОКjазанtНосо ра·венст.ва 

получить еще 0Д1но, д1войственное ему, не т.ребующее спе
ц~алыного доказат-ельства. 

06.1. Упражн.енде. 
Указать среди равенств (2]-{17] пары ~ззаимодвойствеииых. 

07." Свойства [1]-[17] ·служа,т о~новой для преобразования 
одних формул в другие, . рав.ные· им, так же как в обычной· 
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алгебре свойства опера.ций сложения и умножения служат 
основой тождественных преобразований. 

07.1. Упражнения: \ 
1) Доказать с помощью а) таблиц истинности и б) тождественных 

преобразований следующие равенства: 
[18] Ал (AVB) =А (закон поглощения); 

[19] (AVB)л(AVB)= А (закон склеивания). 
Записать двойственные им равенства. 

2) Упростить формулы: А V АЛ В; (А V В) Л (А V В); (А V В) Л (AVBj 
и записать двойственные _равенства. 

3) Мы приняли в качестве основных операций алгебры высказываний 
отрицание, дизъюнкцию и конъюнкцию, давая каждой из них самостоя· 
тельное определение, независимое or других. Нельзя ли какую·иибудь 
из этих операций определить через две. другие и, следовательно, ограни
читься двумя основными операциями? 

08 .. Мы уже знаем, какое важное значение в практике раем 
u 

суждении имеет импликация. 

08.1. Здесь повторяется определение импликации, ее сопо
ставление с условным .вь1сказыванием в традиционном смыс

ле, ее выражен.и~ через основные операции (1гл. 5. § 10, 11). 
. Целесообразно уточнить, что импликация представляет 

собой логическую операцию, т. е. закон композицииt по кото
рому из двух высказываний Х и У .получаем новое высказы
вание Х-+- У~ где учитывается лишь овЯtзь основания и ·следст· 
вия по значению истинности и не принимается во внимание~ 

их связь по содержанию. 

Лог1ичеокое ·следование вы·сказыва;ния У ·Из вы1сказыва.ния 
Х лредставляет со:бой не операцию, а отношение. в котором 
находятся э·ти два высказывания. Поэтому никак нел·ьзя 

" смещать отношение логического следования с импликациеи" 

В Логике. высказываний. рассматривается отношение следо
вания одной функции-высказывания из другой (или одной 
формулы из другой), независимо от содержания фигурирую
щих в них элементарных высказываний. Мы говорим, 
что формула · ер является следствием из формул f 1, 

n 
f2, ••• , f п, называемых посылками, если импликация Лft -+- <р 

i=l 

истинна (тождественна). Это определение соответствует 
обычному пониманию следствия. Действительно, так как 
эта 1И1М1пликация ·ист.и~нна, то .истинность rпосылок f t' т. е. их· 
конъюнкция, оrпределяет 1истин1ность следствия <:р. 

08.2. Упражнения: 
1. Доказать равенства: 
а) А~(А~В)=""А~В; 

б) ААВ = А~В; 
в) А~В=АЛВ;. 

--
г) А~(В~С)=АлВ~С; 

д) AVB=A~B. 
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2. Даны два высказьrваиия: а) если· чие;ло делится на с 2 и деnится 
на 3, то оно делится на 6; б) чис~110 не делится на 2 · или не делится на 
3, или делится на 6. 

Доказать эквивалентность этих высказываний, отвлекаясь от их кои· 
кретиого содержания. · · · 

3. Даны два высказываии~: а) если «а делится на С», то «аЬ делится 
на С» и если «Ь делится на С», то «аЬ делится на С»; б) ее.Ли «а делится 
на С», или «Ь делится на с», то «аЬ делится на С». 

Доказать .эквивалентность· этнх высказываний, отвлекаясь от .их кои
fеретиого. содержания. 

09. Из других логических операций отметим строгую 
дизъюнкцию, соответствующую .разделительному «ИЛИ» и опе

рацию · Шеффера (н.есовместность двух .вы.оказываний), 
на1ходящую широкое при.менение ·в теории электронных 

lВЫЧ.ИСЛ1ИТеЛЬIНЫХ машин. 

Строгая дизъюнкция, исходя из обычного смысла разде
..лительного «ИЛИ», определяется как такая логическая опера

ция, в резулътате которой из двух высказываний Х и У обра-

зуется сложное вы~казывание XV У (знак дизъюнкции с точ
кой), истинное тогда ·и только тогда, когда только одно из 
выска~ываний Х или У истинно, т. е. когда «Х й:стинно и У 
.ЛОЖНО» ИЛИ « f ИСТИННО И Х ЛОЖНО». 

Операция Шеффера определяется как такая операция над 
двумя высказываниями Х и У, в результате которой образует· 
~я сложное высказывание «Х/У», ложное тогда и только тогда, 
когда Х и У оба истинн~. 

09.1. Упра:нсн.ен.ия: 
1) Исходя из определения строгой дизъюнкции, составить соответ· 

1 
.ствующую этому определению таблицу истинности и выразить строгую 
.дизъюнкцию через основные операции. 

2) Исходя из опредепенJ!я операции Шеффера, составить соответст· 
1Вующую таблицу истинности и доказать следующие равенств.а: 

а) Х/У = xvY: 
б,) Х/У=Х~У; 
в) Х/У =ХлУ'; 
г) Х/У = У/Х; 
д) Х/Х=Х; 
е) Х/У = ХлУ. . 
3) Доказать, что одну операцию Шеффера можно принять за осиов-

11ую операцию алгебры высказываний, т. е. что все остальные логические 
-операции можно выразить через операцию Шеффера. 

10. Мы уже знаем, что всякая формула алгебры высказы
ваний выражает некоторую функцию .от переменных для в:ь1-
.сказываний, которую мы назв;э.ли логи-ческой фу н к
ц 1и е й ,или ф у н к ц и е й-.в ы 1С ·К а з ы в а н и е м. 

Особое значение. имеют те логические функции, которые 
·принимают значение истинности 1 при любых наборах значе
ний истинности· высказываний-аргументов, т. е" обращаются 
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в истинное высказываняе при любой конкретной подстановке 
вместо переменных определенных высказываний. 

Формула, ~выражающая такую фу.нкцию, называется в·с е t
д а .и· ст ин ной ИЛIН тожде·ст·ве·ННО-ИСТИННОЙ форму
лой алгебры высказываний и служит выражением закона 
логики на языке этой алгебры. 

Если формула f (Х,У, ... , Z) тождественно-истинна, мы пи
шем f (Х, У, ... , Z) = 1. 

Например, тождественно-истинная формул·а XV Х (мы до
казали, что XVX = 1, гл. 5, § 08) выражает закон. исключен
ного третьего, а тождественно-истинная формула (Х -э-- У)Л 
/\Х-э--У выражает закон, на котором основано :Правило за
ключения. 

t t. Следует повторить уже известные учащимся допусти
мые правила вывода, выясняя при этом, на каких законах 

логики,. выражаемых тождественно-истинными формулами 
ал•гебры выаказыва1Н1ИЙ, основаны эт;и пфа;вила вывода. 

11.1. Упражнения; 
1) Доказать тождественную истинность формулы Х--::,. У)л{У--::,.Z,_. 

~(X--::,.Z). Какое правило вывода основано на этой тождественно-истинной 
формуле алгебры высказываний? 

- 2) Доказать, что из посылок А--::,.В, ~С и C--::,.D следует заключе~ 
ние А-::,. D. 

Распространить это правило вывода на случай п посылок, т. е. дока
зать, что из посылок Х--::,.Х1, Х2--::,.Х8, ••• , Хп_ 1--::,. Хп следует заключение Х--::,. 

--::,.Хп. {Это доказательство можно осуществить индукцией по числу посы
пок.) 

3) Дока:зать·-тождественную истинность нижеследующих формул: 

а) (Х--::,. У)л(Х--::,. Z)--::,. (Х--::,. У лZ); 
б) (Х--::,. У)л(Z--::,. Т)--::,. (ХлZ--::,. у лТ); 
в) {Х--::,. Z)Л{У--::,. Z)--::,. (XVY--::,. Z); 
г) {Х--::,. У) Л{Z--::,. Т)--::,. (XV Z--::,. YVT). 

Привести примеры рассуждений, в которых применяются основанные на 
этих формулах правила вывода. 

4) Доказать, Ч10 из посылок Х--::,.У и Х--::,.У следует заключение У. 

5) Дока~ать, что из посылок Х_--::,. У и Х ~У следует заключение Х. 
6) Доказать, что из посылок Х--::,. У лZ, У, Z следует зак~ючен~е Х. 
7) Доказать; что из посылок Х--::,.У и Х не следует заключение У и что 

из посылок Х~ У и У не следует заключение Х.-
8) Доказать, что из посылок XVY, ·xvy и Х следует заключение У. 
9) Доказать, что из посылок Х1--::,.У1, Х2 --::,.У2,Х1VХ2и У1лУ2 сле

дуют заключения У1--::,.Х1 и У гЭl"Х2. 
10) Следует ли из посылок: если х=2, то х2·=4 и х2+ 4 заключение 

х + 2? Следует ли из посылок: если х=2, то х2=4 и х +2 заключение 
х2 1=4? ~ 

12. Равные формулы алгебры высказываний, хотя и раз
личные по форме, имеют одинаковое распределение значений 
пстинности в таблице и, следовательно, определяют одну 
и ту же функцию. Отсюда следует, что каждая .аогическая 
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функция может выражаться в ра;зличной. форме с помощью 
равных формул. 

Важное значение в приложениях имеют так наз_ываемые 
нормальные формы, в которые представима любая функция 
алгебры высказываний. 

Рассмотрим произвольную функцию п переменн·ых 

/(Х1 , Х1, ••• , Х11.). 

(Так как здесь идет речь только о функциях-высказываниях, 
иначе называемых также б ул ев ы ми функциями, будем га" 
варить просто «функции».). · 

Услови1мся о ~следующих обоЗ'начениях: 

. Xfl. ~ {Х, если а -_ О; 
. Х, если а = 1. 

Условимся также для упрощения записи формул онускать 
знак конъюнкции, т. е. вместо ХЛ У писать ХУ всюду, где 
это не может привести к недоразумениям в связи· с примене" 

нием этого же знака для обозначения обычного умножения. 
Конъюнкцию вида Xi• Х2• ... Х~п, составленную из п элемен-

v о -

тарных высказывании -или их оrгрицании, назовем э л ем е н· 

т а р н о й к о н ъ юн к ц и е й п-го р ан га. 
Неравная тождественно О функция п аргументов пред

ста1вима .в виде дизъюнкции элемента.р1ных конъюнкций п-го 
ранга, которая и называется с о в е р ш е н н ой д и з ъ юн к
т и в ной _ норм аль ной формой этой функции (сокра
щенно с. д. н. ф.) 

Прежде всего докажем, что функция f (Х1, Х2, ... , Хп) мо
жет быть представлена· в следующем виде: 

/(Х1, Х2, ••• , Хп) .= V Х~1 , Х~•, ••• , Х~п /(а1, r:1.", ... , ап), (1) 
. ( а1, а2, ... , ап) 

где символ v обозначает дизъюнкцию, распространенную 
(а1, а2, ..• , ап) . 

на всевозможные ··набqры (r1.1, r:1.,, ..• , r:1.п) из нулей и единиц 
(их всего 2п). 

Покажем, что Xjt = 1 -тогда· и только тогда, когда Х;= 
' - -== at. Действительно, если Х; = r:1.t = О, то Xjt = Xt = О = 1 

и если Xt = а1 =1, то Xjt = Х; == 1. Если же Xt = 1 и ai=O, 
то Xji = Xt = l =О и если Xt =О и r:1.; = 1, то Xjt =Xt=O" 

Таким образом, элемент.арная конъюнкция Х~· Х2• ••. Х~п 
не обращается в нуль только в то:м ,слvчае, когда одновремен
но выпол1няются ,медующие п ,равенеnва: Х l = a.l (2) при 
i = 1, 2, ... , п, т. е. Х 1 = а 1 , Х2 = а2. ... , Х п = r:1.n . Веди же хотя 
бы одно из этих равенстт ,не имеет место, эта . конъюнк::ция 
обращается в О. 
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Для доказательства .р.а-венсТ1ва ( 1) возьмем произвольный 
набор (а~, а; ... , а~) нулей и единиц, т. е. значений аргумен-
тов. Левая ч~стъ равенства (1) обратится в f (а~, а;, ".,~а.~)·~ 
В правой части те чле1ны дизъюнкции, в кото~рых не выпол

няются все равенства (2) (не для ~всех i а:; = at), 01братятся 
в О. Остается один член, в котором а; = al для всех i и кото
рый обратится в 1, т. е. получаем ра1Венство f(a;, а;, ... , а~)= ,, , , 
= j(а.н а,, ... , rln}. 

Равенство ( 1) доказано. 
Это равенство можно записать проще. Так как f (а1, а2, .", ап) 

равна либо 1, либо О, то стоящая в правой части равен
с11ва ( 1). дизъюнкция содерж~ит лишь те члены, дЛ'я которых 
f (а1, а2, ..• , ап) = 1, т. е. им1еем: · 

/(Х1, Х1, •.• , Хп) = V Х~1, Х;•,.",Х;п . (3) 

f (а1 , а1 • •••• ап) = 1 

Здесь .дизъюнкция с·остоит из элеменТ1арных 1конъюнкций" 
соо~веТствующих толыюо тем наборам значений аргументов" 
для которы:х 

• 

Мы 1получ1Или с. д .. н.' ф. ~[З] фу~нкции f (Х1, Х2, :", Х п). 
Если функция задана табли1цей, легко записать ее с. д. н. ф" 

Для это.го отбирают все наборы значений аргументов, на ко
торых фу.нкция ·р1З1В1на 1, ~составляют оооmетствующ1ие этим' 
на·борам элементар1ные 1конъюнкции и соединяют их ~изъюнк
тивно. 

Приведем в качесmе примера составле:ние с. д. н. ф. функ
ции, зада·нной следующей та1блицей: 

о о о о 
о о 1 о 
о 1 о о 
о 1 1 1 
1 о о о 
1 о 1 1 
1 1 О· . 1 
1 1 1 1 

9 Отбираем все на1боры (а1, а2, а3) значен1ий переменных" 
на которых функция ~равна 1: (0,1,1), (1,0)), (1,1,0) м (1,1,1); 
соста!Вляем соответствующие им элементарные конъюнкции 

3_,110 ра1нга ·вида Х(- Х21 Х3г и соединяем их 11изъюн1ктивно: 
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· (Очевидно, в с. д. н. ф. нельзя представить функцию, тож
десТ~вен.но равную О, юбо не нашли бы ни одного ~набора зна-
чений переменных, на котором функция равна 1.) . 

Если ф~нкция тождественно ра·в•на 1, то ее 1представлеНJие 
в ~виде с. д . .н. ф. с п-переменными содержит все. 2п членов. 
На)пр1имер, ·в IВИде с. д. 1н. Ф. функции двух переменных 1 пред-
"GТа1вляется следующим образом: f (Х, У) =XYV ХУ\Т XYVXY. 
(Нетрудно убедиться в т·ом, что эта функция тождественно 
ра1вна 1.) 

Если перевести доказательст·во предс1iа.вимо;сти функции 
в 'с. д .. н. ф. !ПО 1П.ринципу двойственност.и, .получим дока.затель
ст.во представимости функции в с о ·в ер ш е н ·н. ую к о н ъ ю н к
т и в ;ну ю 1н о :р мал ь ну ю ф о tp м у (с. !К. IН. ф.), \ДiВойствен
ную с. д. н. ф.: 

{ 
1, если а. 1 =О, 

где a.i .= О, если а. 1 = 1. 
Для функции, заданной выше табл·ицей, леnко найти 

с. к. н. ф. Доютаточно ~выбрать все наборы (а 1 , а2, - а3) значе
ний аргументов, на которых функция равна ·О. составить 

соответствующие им дизъюнкции 1.вида Xi•V 4'V Х3• и соеди
нить их конъюнктивно.· Получим: 

f(X1, Х1, Ха) = (Х1 V Х1 V Ха) (Х1 V Х1 V Ха) (Х1 V Х1 V 

V Ха) (Х1 V Х1 V Ха). 

12.1. Упражнения. 
l) Привести доказательство представимости любой логической функ

ции, неравной тождественно l, в с. к. н. ф. 
2) Задать с помощью таблиц истинности всевозможные функции двух 

переменных (их всего 16, включая и те, которые существенно не зависят 
от двух переменных). Записать для этих функций с. д. н. ф. и с. к. н. ф. 

3) Записать функцию, заданную нижеследующей таблицей, в с. д. н. ф. 
и с. к. н. ф. Путем преобразований получить из с .. к. н. ф. этой функции 
ее с. д. н. ф. 

Х1 Х2 Хз ср(Х 1, Х2. Хз) 

о о о о 
о о 1 о 

(: 

о 1 о о 
о 1 1 1 
1 о о 1 
1 о 1 о 
1 1 о 1 
1 1 1 о 
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13.- Запись функции в виде: с. д. н. ф. (или с. к. н. ф.) не 
является самой «экономичной». Действительно, возьмем 
с. д. н. ф. приведенной выше функции " 

/(Х1, Xs, Ха) == Х1 Х2 Ха V X1XsXa V X1XsXa V X1XsXa. (а) 
Ее можно упростить раз!Jичными способами. Сгруппиро

вав последний член с первым, или со вторым, или с третьим 
и применив свойства 05 (6, 14, 11), получим еще три формы 
данной функции: 

/(Х1, Ха, Ха) = XsXa V Х1ХsХз V X1XsXa; (Ь) 

/(X1XsXa) = Х1ХsХз V Х1Ха V X1XsXa; · (с) 

/(Х1, Xs, Ха)= Х1ХsХз V Х1Х2Хз V X1Xs. (d) 

Эти формы (дизъюнкции элементарных конъюнкций) 
называются дизъюнктивными нор:м:альными формами (д. н. ф.) 
данной функции. Как видно, вообще одна и та же функция 
может· быть представлена в различных д. н. ф. Совершенная 
дизъюнктивная нормальная форма отличается среди всех 
д. н. ф. тем, что все ее члены- элементарные конъюнкции 
одного и того же ранга, равного числу аргументов данной 
функции. о 

В приложениях алгебры высказываний к синтезу контакт
ных и электронных схем важное экономическое значение 

имеет отыскание м и н и м а л ь н о й формы функции, т. е. 
та1кой, :например, д. н. ф., котора1я содержала бы наименьшее 
число букв и знаков операций (во9бще символов алфавита) 
по ер авнению с другими д. н. ф. этой функции. 

В приведенном выше примере из выписанных четырех 
д. н. ф. да'НtНОЙ фун1кции (а), (Ь), (с), (d) каждая из трех 
последних содержит менµшее число бу~юв, чем с. tД. н. ф. (а)" 
причем одинаковое, но отсюда не следует, что каждая из фор1V1 
(Ь), (с), (d) являеТ1ся минималь,ной для данной функции. 
Может ;сущест-вовать для .да1Н1ной фун1кции д. н. ф., отличная 
от выписа1нных выше и сю1держащая еще ме:ньшее число буюв" 

Оказьгвается, что для данной фуН1кции сущестrвует д. н. ф. 
с числом букв меньшим, чем в любой другой д. н. ф. этой 
ф ун1к пщ1и. & 

Присоедини1м; к с. д. н. ф. (а) дизъюнктивно еще две 
конъю·нкции Х1Х2Х3 (на основании свойства идем:потентности 
05 (8]) и воспользуемся ·свойствами ·коммутати:аносrи 05 [2] 
и дистрибути·вности 05 [6]. Получим: 

/(Х1, Xs, Х з) = XsXa(X1 V Х1) V Х1~з(Хs V Xs) V 

V X1Xs(Xa V Ха)• 
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И·апользуя свойст.ва {)5[14] - 1и (11], получим минимальную 
д. н. ф. данн1О.й фун1кции " 

f(X1, Xit Ха)= "\'rХз V Х1Хз V Х1Х1. 
- ' . 

В математической логике раз:ра.бота.ны ~различ,:Н:ые ме-годы 
м Gi н и м из а ц и и ( отыака1ния минимальных форм) функций 
аJIJГебры выаказьrва1ний (методы 1ми:ним1изирую·щих карт, не
определенных коэффиЦ<~ентов, Блэка-Порецкого, _ Н·ельсона 
и_др.) . 

Рассмотрим QД•ИН 1из них - метод БлЭк~-ПореЦiкого, при
менимый к функции, заданной в любой д. н. ф. Прежде всеrо 
необходимо· доказать следующее mредложение: если 1в д. н. ф., 
крторую мы обоз1нач:и~ ч·ерез D, ,1в~ю,цят конъюн·кции вида АХ 
и ВХ, то эту д. ;н. ф. моЖJно запИсать следующим образом: 
D = DVAB. 

Gпра.ведлИiВОсть этого равенства уста1нЭ1вл1И1вается очень 
·просто: если D = 1, то я DVAB = 1. неза1виrnмо от значения 
~В" если же'D =О, то _так как D - дизъюнкция, то~ нуль долж-

ны обращаться все ее члены, 1в том чи1сле АХ и ВХ, а это iВОЗ
можно ТiОлью~ 2огда, когда либо А, либо В обращается в нуль, 
таrк -ка1к Х и Х одновременно не могут ·быть ра1в·ны О. Тогда 
конъюнкция АВ = О :и D VAB = О. . 

Метод Бл~ка-Порецwого состоит в следующем: 

1) ВЫJписъ11вают ~все riapы ~конъюнкций rв~ида АХ и ВХ 
и пр-иооединяют к данной д. н. ф. д1изъюактивно конъюнкции 
-вида АВ" СОО'ЛВеТ!СТВующие всем этим парам. r 

2) Приводят «подобные» члены на основании закона ~идем- . 
потентности 05 (8]. 

3) Применяют 1везде, г:де это возможно, закон поглощения 
05[18] и закон склеивания 08[19]. 

В 1пр1И1ВедеННОМ IВЫ'Ше приме~ре ЛрИ нахождении МИНИМаль
НОЙ Д. :н. <f{. МЫ ВЫПОЛ1НИЛИ примерно Т!а·КУЮ Же ПР,ОЦедуру. 

Если точно придерживаться метода Блэка-Порецкого, мы 
должны следующим образом выпол~нить это преобра:зо·ваН1ие: 

1) выписывать все парьI конъюнкций вида АХ и ВХ в за
данной с. д. н. ф. (а): 

(Х1Х1Хв, Х1Х1Ха); (Х1Я°sХз, Х1Х1Хз); (Х1Х1Хз, Х1Х1Хз); 

2) присоединить iК данной с. д. н. ф. днзъюн~ктивно 
К:ОНЪЮ:Н КЦИИ 

Х2Хз, Х1Ха, X1.r\'1: f(X1, xlt Хз) = Х1Х1Хв v Х1Х1Хз v 
V Х1Х1Хз V Х1Х1Хз V X"l.Xs V Х1Хз V Х1Х1; 
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3) применить закQн I]Оrлощения: 

13.t. Упражнение. Найти минимальную д. н. ф. функции 

/(Х1. Х2, Хз) = X1X2VX1X1X3VX1X2X3VX2X3VX1Xa. 

13.2. ·Мы построИлИ на чала алгебры вьtсказываний в виде 
u ' u 

конкретнои теории, в ·которои содержательно истолкованы 

как объекты (1nстин1ные и ложные высказывания), так и опе
рации, выполняемые на•д этими объектами. 

Покажем, •ка:к может быть пос11роена а.бст.ракт.ная 6улевая 
ал·гебра, одной из моделей 'Которой я·вляется описанная выше 
алrгебра 1высказы1ваний. и. что другими моделями этой же аб
страктной алгебры я·вляются алiгебра множеств и алгебра 
контактных схем. · · · 

Вопросы, ·ка1сающиеся. уточнения понятия модели и а·ксио
матического построения· теории, будут расаматри.ваться во 
второй части книги. 

14. Отвлечемся· от конкретной Природы объектов и кон
кре"ного смы1сла. операций алгебры 1Выоказы:ваний. 

Под А, В, С,~ .,., ~' У, ... ~будем ·понимать сейчас .просто 
пере~енные для элем~нт~)В не.которого множества, 1конкретная 

природа которых не определена. 

Предцолагаем рпiределеннь1м в этом множестве от.ношение 
равенства, обозначаемое знаком « = » ;и обладающее свой
с-лва1ми: рефле,кси1вности (Х = Х для всякоnо Х), аимметрич
ности (если х = У, 'ГО у =Х) и траНЗИТIИВIНОСТ'И (если х = у 
иУ=Z,тоХ=Z). · 

В этом' множестве определены две операции: одну из них 
обозначnм симiволом «ЕВ» и назовем сложением, другую -
с.имволом «0>> и назовем умножением. 

Эти операции у.довлет:воряют условиям, выраженным 
в 1нижеследующих аксиомах: . 

I. СущеС11вует элемент, обозначаемый символюм «0», 
такой, что ХЕ90 = Х для вснкоrо Х. (Элемент 0-нейтралЬIНый 
элемент множестm.а относительно сложения.) 

II. Сущес"вует элемент, оrбоЗ1начаемый символом «l», 
Та\КОЙ, ЧТО Х01 = Х ДЛЯ ВСЯ·КОГО Х. 
(Элемент 1- нейтральный элемент множестtВа относительно 
умножения.) ..... 

III. ХЕJЭ У= УЕ9 Х {коммутативность сложения); 
IV. Х0 У= У0Х (1ком1мутативносгь умножения); 

V. Х 0(YE&Z) =(Х0У) E9(X0Z) (дистрибутивность умно
жения относительно сложения). 
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VI. Х ЕВ (У 0 Z) = ( Х ЕВ У) 0 ( Х ЕВ Z) (дисТ1рибутивность 
с.ложения относительно умножен1ия}. 

Для всякого Х сущестrвует Х, та,кой, 'что 

VII. Х ЕВ Х = 1; 
VIII. х0х = О. 
Элемент Х называется инверсией элемента Х и полностью 

характеризуется а1юаиома1ми VII и VIII. 
3 а метим, чrо l}{аждой аксиоме из I - VI I I, 1В юоторой фи

гурируют оим~волы «ЕВ, 0, О, 1» можно .001поста1вить «двой-
ственную» а1к1сиому из тех же аксиом I -VIII, ·.нолучаемуJQ 
из первой заменой у:казанных сим1волов соответствен.но сим
вола·ми « (.'), ЕВ 1, 0». К:аждому доказательству будет соответ--ствовать дв·ойст,венное доказательство 1в том же смысле. 

Пришедем ·пример двух 1вза1имодвойственных доказательств; 

1) (ХЕВХ)0 (ХЕВХ) = ХЕВХ0Х; 

(Х ЕВ Х) 0 1 = Х + О; 
ХЕВХ = Х; 

2) Х0Х ЕВХ0Х = х0 (Х ЕВ Х); 

Х0ХЕВ0=Х01; 

Х0Х=Х. 

' 

(VI) 

(VII, VIII) 

(П, I) 

(V) 

(VIll, VII) 

(l, П) 

Мы доказал1и два новых свойст:ва операций сложения 
и умножения: Х ЕВХ = Х и Х (":)Х = Х (законы идемпотентно--сти). Покажем, что алгебра а3ь1сказываний является од1Ной из 
моделей абст.ра1ктной булевой алгебры. П!режде ~всего при 
переходе от абстрактной ал1геб:ры ·К ее ·модели -необходимо 
соответствующим образом истолковать объекты и операции 
а бстра1ктной алтебры, т. е. сост а вить ·Своеобраз·ный словарь 
для перевода терми1нов с языка абстра1ктной алгебры на язык 
ее модели. · 
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абстрактной булевой 

алгебры 

Переменные А, В, С,". 

Равенство выражений 

Сложение 
Умножение 
о 
1 
Инверсия 

. 

Язык 
алгебры высказываний 

Переменные для элемен
тарных ·высказываний А, 
В, С, ... 
Эквивалентность выска
зываний 
Дизъюнкция 
-Конъюнкция 
ЛоНqtое высказывание 
Истинное высказывание 
Отрицание 



П·ри таком истолtковани:и основных 1Понятий ( о·бъектов 
и опер.аций) а1бстра,к11ной булевой алгебры все ее а.ксиомы 
удовле1'Воряются 1в алгебре выоказываний, мы "их находим 
среди свойств 05 (1[1]-[17]) операций алгебры высказываний 
(1~[10), II-(11], IIl-[2), IV-[3], V-[6], Vl-··[7), 
VII -· (14), VIII - [15] ). 

Остальные свойс1ша логических операций \следуют из 
а11<:сиом I - VII 1. Свойства 1[8] iИ [9] идем.потентнос-vи мы уже 
доказали. 

Иэ а1к.сиом 1-VIII лег.ко ,вы-водятся та.бл1иuы дизъюнкции, 
конъюнкции и отрицания, а с помощью та:блиц доказываются 
все осталь·ные свойСТtВа (ка·к это делается, мы уже знаем). 

В .качестше ,при~ера вы~ведем !ИЗ а}{lсиом та1блицу дизъюнк
ци;и. 

Из I следует 1 V О = 1, 
ovo :::;; о. 

Из III-.1 VO = OV1, следовательно, OVl = 1" 
Из уже доказанного выше закона идемпотенТ1ности -· 

(XVX=X)-1V1 . ~. 
Та1к как .переменные для ~высказываний ~принимают только 

два значения (О и 1), ·мы .получили полную та,блицу дизъюн·к
ции: 

х 

о 
о 
1 
1 

у 

о 
1 
о 
1 

XVY 

о 
1 
1 
1 

14.1. Упражнение. Составить таблицы конъюнкции и отрицания, исходя 
из аксиом I-VII I. 

15. Определим объекты и операции алгебры множеств 
и ~:~окажем, что эта алгебра та1кже · является моделью аб
страктной булевой алтебры. 

К.аждая научная теория изучает .некоторое множество 
объектов и различные его 1подм1ножества. Множество \В·сех 
объектов, ·изучаемых данной теорией, ~назы1вается у ни в е р
е а.л ын ы м м~~ожеством, соо11ветс11вующим этой теории. Так, 
например, множество ·нсех чисел является универсальным 

множеством, 00011ветствующим а·рифметике. Универсальное 
множество, соот1ветствующее некоторой· (безразлично какой) 
теории, обозначим символом 1. Буквами А, В, С, ... обозначим 
множества объектов той же теории, являющиеся подмноже
ства ми у1ниверсалъногС'J множества. Приходится также вводить 
в 1расомотрение м~вожестизо, не содержащее ни одного элемен

та (пустое множество), ·:которое обозна·чим символом О (рань
ше обозначали сим~волом 0). 

Произвольные объекты теории обозначим малыми буква
ми а, Ь, с, ... , х, ... Выак·азывание «объект х ~п·ринадлежит мно-
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жес11ву А» ил~и, что ro же, «объект х - элемент множества· А» 
обоз·начим, как и .раньше, символом «Х е А». Будем писать 
«А = В», если вся.кий элемент множества А есть элемент 
МfНожества В и вся~кий элемент множес'I1Ва В есть элемент' 
множества А. Определим над м.ножествами ·следующме О[[ера
ции, порождающие новые множества (эти операll.'ии· нам уже 
знакомы, запишем здесь лишь их точные определения). 
· _а) О ·б ъ е;ди1н е ни ем А UB множеств i А И В называется 
множество, !Содержащее все те и 11оль·ко те объекты, которые 
принадлежат хотя 1бы одному из ~множеств А или В, т. е. мно-
.жееnво JИC'IiIOHHOCTИ ДИЗ:ЪЮI-IIКЦИИ (хеА) v (хеВ). 

А U Bt!!M[ (хе А) V (хе В)]. 
х 

(Знак «~f» обознача~т «равно по определению», «df» от ла-

·тинокюrо definitio- определение.) 
б) Пер е сеч е н и е -м АП В множеств А и В ~называется 

мно·жество, tсодерЖащее ·все те и только_ те объекты, 1котQрые 
прИ1надлежат и множеству А ·и :множес·тву В, т. е. множесrnо 
ИСТИННОСТИ 1КОIНЪЮ'Н!КЦИИ ( хеА)Л ( Х еВ) 

AnB~ М [(хе А)/\ (хе В)). 
х 

в) До 1П о л .не ни е .м .А ~·!"l~~~ства А на.зы1вается множе
сетво всех тех и только тех объектов (из униfВерсального мно
жества), ~которые не 1принадлежат множеству А, т" е. 

1 ~ 

. А~М[хеА]. 
х 

При соОТ\ветст.вующем 1истол·ковании ОСIНОВIНЫХ объектов 
и опер.а1ций ·булевой алгебры с :помощ9ю объектов и операций 
.алгебры множесm в !ПОСЛеJijНеЙ ·ВЫIПОЛНЯЮТС'Я 1все а1КСИОМЫ 1-
VI I I, а следовательно, и все теоремы булевой алгебры. 
Это и означает, что ал·гебра множеств - одна из моделей 
а1бстрактной булевой алгебры. . 

Составим сл:ова,рь для ·перевода терминов с языка аб
.страктной булевой алгебры 1на язык .ал1гебры множеств. 
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Язык 
абстрактной булевой 

алгебры 

Переменные А, В, С, ... 

Равенство выражений 
Сложение 
Умножение 

о . 
1 

Инверсия 

Язык 
алгебры множеств -

Переменные А, В,С, .•. 
д"1я подмножеств одного 

универсального множества 

Равенство множеств 
Объединение множеств 
Пересечение множеств 
Пустое множество 
Универсальное множе-

. ство 
Дополнение множества 



15.1. Упражнение. Записать в символах алгебры множеств аксиомы 
1-VIII. Доказать выполнимость аксиом, !'iсходя из содержательного 
истолкования операций алгебры множеств. 

15.2. Легко заметить, что данные нами определ·ения oriepa~. 
ций · ал,гебры МНiОЖеС'ГВ устана~вливают между этими опера
циями 1И операЦ:ИЯМИ алгебры !ВЫСКаЗЬJJВа.FllИЙ СООТВе'ГСТВИ.е, 
переносящее все с1войства 05 (1-17] опера1ц~ий ал1гебры выека
зываний на опера1J.ЩИ алтебры множест.в. 

Покажем это для свойства [171: 

А U В= М [(хе А) V (хе В]= М [хе А) Л (хе В)]== AQB. 
х х . 

15.2.1. Упражнения: 
1) Вывести свойства операций алгебры множеств, исходя из их опре

делений [15} и свойств 05 [l-17] операций алгебры высказываний. 
2) Исходя из двух словарей перевода. терминов с языка абстра1<,тной 

булевой алгебры на языки алгеб.ры высказываний и алгебры множеств, 
составить словарь для перевода терминов с языка алгебры высказываний 
на язык алгебры множеств. · 

15.3. Свойства операций а.,т:rгебры множеств доказываются 
и ·с ·помощью ~весьма нагл5!дной геометричеqкой и.нтер~претации. 
Приведем такое доказатель- · -r 

ство дл·я свойства [16J 
Изобразим универсальное 

множество с помощью множе

ства точек некоторого прямо

уголъника, а его подмноже

ства - с помощью множеств 

точек кругов, расположенных 
" . 

внутри этого прямоугольника. 

Определим каждое из мно-- -
жеств А ПВ и А U В. Как вид-
но, заштрихованные множества 

точеК_!!а ·рис. lla (АПВ) и 116 
(А U В) состоят из одн1их и тех 
же точек .прямоугольника. Эти 
множес1'ва рав1ны. 

' 

<1' , 

~ 

'" ,., 

а 

- " 
л 

~= 
.... 

1 t: .... 
1 

.... 

" ) - .,,, - AIJB - -
• f 

рис. ll. 

15.3.1. Упражнение.Доказать с помощью геометриuеской интерпретации 
свойства [6] и [7]- дистрибутивные свойства- . пересечения относительно 
объединения и объединения относительно пересечения. 

16. Структура контактных схем, состоящих из замыкаю
щих и размыкающих контактов, соединенных последовательно 

и 1п.араллельно, опись:rвается ал1геброй, также являющейся 
моделью ~булево:it ал·гебрБ1. (:Конта1кт реле 1называется за1мы
каюш.им (.раз~мы1кающим), есл1и nри 1воз~буждении обмотки 
реле он замыкает (размыкает) цепь.1) .. 

1 Предполагается, что учащиеся знают о реле из курса физики. 
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Вместо язы1ка абст:рактной булевой ал1гебры будем поль
зоваться языкюм ал1гебры вы·сказы1ваний. Это удобно потому" 
что алгебра конта,ктных схем, 1ка·к и алгебра 1выоказыванийt 
является моделью -булевой ал1rебры, в которой переменные 
принимают только два значения. Составим словарь .для пере
вод.а терминов с языка алгебры 1вы1оказы1ваний непосредствен
но ·На язык алгебры кюнта1ктных схем . 

.Язык алrебры высказываний 

1. А, В, С, ... - элементарные вы
сказывания, каждое из кото

рых может быть истинным или 
ложным. Истинному· высказы
ванию приписывается зна~е

ние 1, ложному - значение О. 
2. Дизъюнкция AV В истинна 
тогда и только тогда, когда 

хотя бы одно из высказываний 
А или В истинно. 

о г - в ,g,_ __ _ 

рис. 12. 

3. Конъюнкция АлВ истинна 
тогда и только тогда, когда оба 
высказывания А и В истинны. 

4. Отрицание высказывания А 
истинно, когда А ложно и лож
но, когда А истинно. 

о 
о А 

··-·-------ос/ 
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А 

рис. 14. 
5. Сложные высказывания 
(функции-высказывания) экви
валентны, если при любых 
одинаковых наборах значений 
входящих в них переменных 

они принимают равные значения, 

т. е. одновременно истинны или 

ложны. 

.Язык алrебры контактных схем 

1. А,В, С, ... -контакты, каж
дый из которых может быть за
мкнутым или разомкнутым. За
мкнутому конт~кту приписы

вается значение 1, разомкну
тому - значение О. 
2. Параллельное соединение 
контактов А и В замкнуто 
тог да и только тог да, когда 

хотя бы один из контактов А 
или В замкнут (рис. 12). 

о 

р и с. 13. 

3. Последовательное соедине
ние контактов А и В замкнуто 
тогда и только тогда, когда 

оба контакта замкнуты ~(рис. 
13). -
4. Размыкающий контакт А ре
ле замкнут, когда замыкающий 
контакт А этого реле раз-омк
нут, и разомкнут, когда кон-

такт А замкнут. Контакт А на
зывается инверсией контакта А 
(рис. 14). 

5. Контактные схемы эквива
лентны, если при любых одина
ковых наборах значений (со
стояний) входящих в них кон
тактов они принимают равные 

значений, т. е. одновременно 

замкнуты или разомкнуты. · 



Выпол11имость овойств 05 [1-15] в алгебре контактных 
схем очевидна. Это слеJ):ует из того, что последовательное, 
параллельное соединения конrактов и инверсия контакта ха-. 
рак,теризуют~ея, ка.к это видно из сланаря, теми же таблицами, 

что n конъюнкция, дизъюНJкция и отрицаiНие соответсmенно. 
MoжI:Lo, разумеется, и непосредственно убедиться в спра

ведливост~и эmх свойств. На1пример, для доказательства вы
полнимости свойства (7] А V (В Л С) = (А V В) Л (А V С) да
ст а точно 1пос11роить схемы, с·оответе11вующие левой и правой 
частнм этого 1ра1венства и убедиться tВ э:к~вивалент.ности этих 
схем (рис. 15). 

16.1. Описанное выше соответствие сопоставляет каждую 
логическую функцию, выраженную с помощью элементарных 

u u 
вьюказы1ва·нии, их отрtицании, 

знаков ДИЗЪЮНКЦlИИ и \КО.НЪ-
u " юнкwи.и, .с конта,:ктнои схе:мои, 

соста,вленной из контактов и 
'U 

их .ин.версии с помощью па-

р алл елЬtных и ·последователь-
" НЫХ 1ООединеН1ИИ. 

Такие СХtiМЫ называются 
«П-1схемами», ~или схема1м~и 
<<'кла1аса П». Tal{jИJM образом, 

рис. 15. 

очевидно, .каждой схеме \Класса П соответствует фор1мула 
алгебры вы1с•казы1ва:ний, составленная из элементарных вЬ1-
сказыва1ний iИ их отрицанtий с помощью З1наков дизъюнкциlИ 
и конъюн1КЦИИ. Эта .фор1мула на.зываеТ1ся 1С тру кт у ip 1Н ой 
ф о р 1М ул 9 й ~схемы. 

Описанное соответствие является основой применения 
алгебры высказываний (или вообще булевой алгебры) к ре
шению задач анализа, упрощения и синтеза контактных схем. 

Анализ схемы, т. е. определение условий работы (замыка
ния и размыкания) данной схемы, сводится к определению 
значений логической функции, выражаемой структурной фор~ 
мулой, при всевозможных наборах значений аргументов, 
а упрощение схемы - к упрощению структурной формулы. 
Gинтез схемы~ т. е. конструирование схемы по заданным уело. 
виям ее работы, сводится к составлению структурной форму
лы 1по ее таблице. 

Приведем пример синтеза схемы. 
Задача. Из трех контактов А, В, С составить схему с одним 

входом и од.ним 1выходом .со следующими условиями работы: 
на выходе nоя~вJtяется сигнал (заrорается ла;мпочка), если 
хотя бы два из трех конта1кто~в А, В, С замюнуты. 

Практическое применение этой схемы :возможно, напри
мер, для контроля за rра1ботой ка.кого-либо уст~ройства, состоя
щего из трех агрегатов, каждый из которых, если ~работает, 
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замыкает •Оди1н из контактов А, В,· С, а есл1и не работает, ~раз
мы.кает его, причем по условиям работы ·)'1С'Лройсnва требуется, 
чтобы ~всегда действовали хотя 1бы два из -лрех агрегатов. 

По заданным условиям работы схемы 1можем составить 
таблицу значеюий соответс-nвующей логическюй функции или 
выражающей ее формулы - ст.ру,ктурной формулы· сх~мы" 

А в с /(А, В, С) 

о о о о ' 
о о 1 о 
о 1 о о 
о 1 1 1 
1 

°о 
о о 

1 1 1 
1 1 о 1 
1 ) 1 1 

''С 

Исходя из таблнчнО1го задания функции, можем записать 
ее с. д. н. ф.- с11ру~ктур1ную формулу схемы: 

f(A, В, С)= АВС V АВС V АВС V АВС. 
" 

Очевидно, что на·и1более экономичную схему ~получим, если 
исхюдить из МИ·НIИМальной формы этой фуююцИ!и. Для данной 

рис. 16. 

функции мы у.же находили ми
нимальну~ д. н. форму [13]: 

f(A, В, С) == ВС V АС V АВ. 

Вы1несением за скобки мо
жем еще уменьшить число. букв 
на одну: 

j(A, В, С) = ВС V А(С V f!). 
Получаем следующую схему (ри1с. 16). 

16.1. Упражнение. Из трех контактов А, В, С и их инверсий составить 
схему с одним входом и одним выходом так,' чтобы она замыкалась тогда 
и только тогда, когда замкнуты не более двух из трех контактов А, В, С. 

17. Огромные скорости выполнения различных операций 
в сов.ременiНых электронных вычислительных машинах до

стигнуты за сч·ет применения электроН1ных охем, 'Р_аботающих 
в ты.сячи раз быС'Грее, чем соо11ветсmующие релейно-·конта,кт
ные схемы. 

В электронных схемах применяются электронные лампы 
или полу,проводни,ковые iпрwборы, ·реализующие основные 
логические операции. · 
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Не касаясъ физичес·к,\iХ основ и структуры этих устройств, 
называемых фу н 'К ц и он аль н ы ми элем е н там и, опи
шем их лишь ,с фу~нкциональной точки з1рения. В этих устрой·" 
ствах значения истинности мюделируют·ся с помощью сигналов 

двух· сортов: l-1положительнЬl.й импульс, или уровень высо
кого на1пряжения, О - от~рицательный импульс, ил.и )l!ровень 
низкого напряжения. 

Устройство, ·реализующее отрицание (обозначим его 

условно символом «~t не 1~ »), 1И1Меет один вход.и ОДИН выход. 
На выходе появляется им.цульс (1положительный или отрица
тельный), есЛи на ·вхо·д подан импульс (от:рицательный или 
положительный) . 

У стройС'Т1Во, ·реализующее дизъюнкцию (обозначим его 

условно символом «::\или/-.»), имеет два или 1более входов 
и один выход. На выходе поя1вляет.ся 1импульс тогда и только 
тогда, когда хотя бы на один из .входов пос:r~у~пает им1пулъс.' 

УСТ1ройство, реа.лизующее 1конъюн~ц~ию (обозначим его . 
условН10 символом « =:/ и (-+ »), имеет два ИLЛИ более входов и 
один выход. На выходе появляется импульс тогда и только 
тогда, когда на все входы ·поступают импульсы. 

В ~качестве примера применения ал·гебры выеказываний 
к сИ1нтезу ~лектронных схем из у~ка'Занных вы1ше функциональ
ных элементов рассмотрим задачу 

синтеза одйоразрядного двоичного 

сумматора на три входа. 

Сумматор (~главная часть ар•иф
метического устройства электрон-
ной вычислительной машмны), вы
полняющий с.пожение многозначных 
двоичных чис.ел, представля·ет собой 
последовательное соединение одно-

р 

s 
с 

А в 
рис. 17. 

разрядных двоиttных сумматоров, осуществляющих с.п:ожение 
u u . в каждом разряде и .перенос в старшин разряд, если такои 

перенос возни1кает. . 
Задача состоит (13 1Кон:струирав.а1н,ии с m:омощью фу1нкцио

нал:ыных элементов такой сх.е~мы ·с .тремя ·входам;и А, В, С 
и двумя выходами S и Р, чтобы при подаче на двух входах, 
например А и В, сигналов, изображающих двоичные1 цифры 
(полож~ительный им!пульс -1, отрицательный-О), т. е. сла
гаемые данного разряда, а на входе С сигнала - перенос 
из еосе.дне~го младюего раз·ряда, получить •на ~выходе S зна
чение суммы 1в да.Jнном разряде, а на ,выходе Р- значение 
пере.носа ,в соседний старший разряд (1рис. · 17). 

Воспользуемся таблицей. сложения в двоичной системе 

счисления: 
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А в с s р 

о о о о о 
о о 1 1 о 
о 1 о 1 о 
о 1 1 о 1 
1 о о 1 о 
1 о 1 о 1· 
1 1 о о 1 
1 1 1 1 1 

. , 

Та:к rка1к AJ В, С ~принимают толь·ко значения: О и 1, а S 
и Р 1пр1инимают эти же значеН1ия, то, ка·к .шидно 1из таблицы, S 
и Р могут быть выр·ажены 1ка:к л1Огические фуrнкции от А, В 
и С. С ~помощью приведенной таблицы мы ле·гко составляем 
с. д. н. ф. этих функций: 

S (А, В, С) = АВС V АВС V ABC._V АВС, (1) 

Р (А, В, С)= АВС V АВС V АВС V АВС. (2) 

Для (2) мы уже знаем минимальную форму: 

Р (А, В, С)= ВС V АС V АВ. 

В;виду того, что ,схему необ.хrодимо ·соста1вить 1из фун~кцио· 
нальных элемен11ов, возни1кает задача та1кого упр.ощения фор· 
мулы S, .при котором она содержала 1бы ка.к можно меньше 
эна·ков операций. Очевидно, уменьшение чиС:Ла отрица.ний 
мо.жJно получить прИ!вt;цением формулы к такюму .виду, чтобы 
эна1ки 011р1ица.ния раопросТ!ранялись на более длинные выра
жения. Та'К, используя свойства 05 .~16], [17], юолу~чаем 

S(A, В, С)= АВС V (А V В V С) (А V В V С) (А V В V С). 

Для у!Прощен~ия вы·ражения, стоящего под знаком отрицания, 
преобразуем eno з дизъюн)к;цию, т: е. раскроем ско6ки. Это 
можно выполнить следующим образом: берем каждую бу~кву 
из пер.вой па1ры ·скобок и ооста1вляем с ней отличные от О 
ко1нъюнкции, содержащ~ие по одной букве из второй и третьей 
пары скобок. Получаем: АВС V АВС V АС V АВ V ВС V ~~!;, 
и, :применяя за~кон аклеива~ния 05,~19],-АС V АВ V BCV АВС. 
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Та1юим образом. пр1и1н11мая ' " 

S = АВС V (А V В V С)· АВ V АС V ВС и 

Р = ВС V·A.CV АВ.-

получаем 1следующую схему, одно.ра..з~рядноrо двоичного сум-

матора на тр:и ~входа (J2ИС. 18). · 
18 .. Разъясним на одном примере применение логики 

высказы1ваний при . решении задачи поста.новки. диагноза 
В медицине. П.ри-мер, который \МЫ Пр'ИВОДИМ ·RИЖе, ·сравни-

или 11 

А \ 

и 

6 
и ...------...-----------1-----.-.0~ 

с 
и 

JI 

рис. 18. 

тельно ;Простой, и задача поста1нов:ки диаг.:н~оза ;В подобных 
случаях (с тремя болез:ням.и и _Тlремя- симптомами) решается 
без особых заТlруднений ~врачом. Но анализ логической струк
туры рассуждения врача .при поста~оовке диа1пноза и ее обоб
щение (на случай п болезней и т симптомов, связанных опре
деленными логическими связями) позволяют получить общую 
лог.ичеакую ·схему пост.а·но:в~ки диаnноза дл.я большого числа 
болезней и ·симптомов, ~которая ·МОЖ·ет быть '3аn1рогра(~dМИ1рQ
вана для того, чтобы задачу постановки диагноза передать 
для решения эд~р.онной вычислительной м1ашН1не. 

Р а осмотрим ~едующий пример. Пусть и1меются следую
щие с.ведения о трех ~болезнях· Ь11 Ь2 :и Ь3 и трех оимптомах 
С11 С2 И Сз: " 

1) у больного, страдающего по к~рай~ней мере одной и:з 
бол·езн.ей Ь1, Ь2, Ьз, имеется хотя бы один из симптомов 
С1, с2. сз; 

2) если больн3й iстрадает болез1нью Ь2, во не страдает 
болез:нью Ь3 , то обнаружи1ваются .у ~неrю сиМrптомы с1 и с3 или 
не об.наружwв.ается с1; 

3) у 1.боль·ного, ·СТр·адающеrо болезнью Ь1, .t110 не страдаю
щего болеЗ1нью Ь3 , обна·руж~ивается оимптом с2; 

11 А. А. Столяр 



4) у больного, етрадающего б.олезнью Ь3 , ню не С'I'радаю
щего болез.нью Ь2, обн.а1руживается симптом с2' но не обнару~ 
живается симптом с1; 

5) если у бОJiьноло обнаруживает.ся симптом с 1 и он стра
дает болезнью Ь 1 или не страдает ни одной из болезней 
Ь1, Ь2, Ьз, то у него обнаруж.ивается и С.И!МIПТОМ С2. з·адача о;пре
деления диагноза ста~ится .на основе оимптюмов с 1, с2, с3 
и условий 1-5. 

Решение поставленной задачи оостоит •В том, чтобы из 
определенных 111осылок, состоящих из условий 1-5 :и вы·ска
зьJвания о симптомах, обна1руженных у данного больного, 
вывест1и зшключение о том, какой .болез•нью или ~какими воз
можны1ми болез.нями он ат.рад~ет. 

Переведем поставленную задачу на язык· .алгебры вые.ка-
" зы1ва1нии. 

Пусть В t (i:;:; 1, 2, 3)- высказывание <«больной страдает 
болез~нью bi»,. а С l (i = 1, 2, 3) - ;вы·аказывание «v больного 
обнаруживается симптом с l ». ... 

Тюгда условия 1-5 выразятся ·следующим образом: 

В1 V В2 V Вз -Эо> С1 V С2 V Сз; 

В2·Вз -Эо> С1 С2 V С1; 

В1 · Вз -Эо> С2; 

Вз·В2 -7 С2 ·С1; ... 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Каждое из высказываний (1)-(5) считается истинным (это 
да1но по условию), ·следовательно, и 1их конъюнкция тоже 
истинное высказывание, т. е. 

(81 V В2 V Вз -Эо> С1 V С2 V Сз) (В2Вз -Эо> С1С2 V С1) (В1Вз -Эо> С2} 

[(B1V В1В2Вз) С1~ С2) = 1. 

Выразив .импликации через дизъюнкцию и от~рица·ние 
и произведя возможные уп1рощения, получаем: 

(В1ВJ3з V С1 V С2 V Сз) (В2 V Вз V С2 V С1) (В1 V Вз V С2) Х 

Х(В3 V В2 V С1·С2)(В1В2 V В1Вз V С1 V С2) = 1. 

Полученное равенство играет роль «д~иа1г.ностического 
уравнения» для данного случая трех болезней Ь1, Ь2, Ьз и трех 
симптомов с 1, с21 сз, связанны*: условиями ( 1 )- (5). · 
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Постановка диагноза состоит в решении этого логического 
уравнения ~относительно вы.оказы.ваний В1, В21 Вз ~при задан
ных з·начениях :истин~ноет.и :вы·сказы·ваний С1. С2, Сз. ~ ~ ":.' ' 

Пусть, на~пример, у болыного об1наружен си~пrом с1, но не 
об:на·ружены оимптомы с2 :и с3 • Подста·вляя ·в уравнение зна
чения истинности С1 = 1, С2 = Сз = О, :получаем: 

(82 V Вз) (В1 V 8з) (82 V Вз) (8182 V 818з) = 1; 
' 

(8з V 8--;;J;.) (82 V Вз) (8;.82 V 81Вз) = 1; , 

(В28э V 81828з) (В182 V 818з) = В1828з = 1. 

Из В182Вз = 1 следует В 1 =О, В2 = В3 = 1, т. е. больной 
стр.адает болезнями Ь2 И b3-i, но не страдает болезнью Ь 1 •. 

В этом слу~чае при заданном наборе ЗJначений истинности 
выс(казыва·н1ий С1 , С2, С3 мы получили точный диагноз. 
Одна1ко это возможно не ·ВО всех случаях. В отдельных слу
чаях решение диаrnостичес.коrо ура1внен~ия получается в /Виде 

дизъюнкции (например, больной страдает боле31нью Ь 1 или 
болезнью Ь2). В та1ких с·лучаях 'nребуется уточнение диагноза" 
которое достигается уже другими средствами, в частности" 

" приJМенением тео~рtИ.и верояТ~ностеи и статистических .методов. 

19. Мы уже знаем, что л1огика высказываний оказывается 
недостаточной rB ~качестве логического языКJа для математики. 

Для обеспечения ~Пот.ребнос~ей математи.ки в соответ· 
ствующе:м ло:ги1чеюком языке ~в .математ.ической логике строит
ся более ши•рока,я логическая система - л о г и к а п р ед и к a-

u » 
то в, содержащая ·ВСЮ Jllогику ~высюазЬl\Вании в ка:чесТ1ве своеи 

част.и. 

Это рааширение л.огичеакого аrппарата достигается в_ ре
зультате прониюновения 1во внутреннюю логичее1кую структуру 

элемента:рных вы.оказы·ва·ний, их расчленения на составные 

ча1сти. " 
19.1. Здесь_ необходимо повторить понятия предиката 

( одномесТtного .и двухмест.ного), 1кв.анторов общности и ·суще
ствования, 1пра~вило отрицания высказыва1ний всеобщносrи 
и существования (гл. 5, § 12; гл. 6, § 10). 

Эти оведения могут быть дополнены ~примерами простей
ших ~пр а.вил ~вы1вода: 

(х) Р(х) и _...;.( х ___ )Р__;.(_х )_ 
(tix)P(x) Р(а) 

(а - название объекта), которые легко обосновываются, исхо~ 
дя из ·смысла кванторов. 
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19.2. ·В , рамках логики предикатов можно уточнить отно
шение лоrич.ес>кого следова1ния для 1слvчая элемента,рных IВЫ

ска;Зываний. Ограничимся элементарными высказываниями, 
выражающими свойства предметов (одноместными преди. 
катами).. . . 

Логическая -фу.Н1кц~ия · Q (х) следует из Р (х), еслм любая 
подст.а'Новка · ·вместо х назва1mия определен1ного объекта, 
об.ращаIQщая Р (х) 1в истинное ·йысказы1Вание, 01бращает 
и Q (х) ·в истюн.нюе 1высказы·вание, иначе говоря, если МIНОже
ст.во ИСТIИ:ННОСТИ р (.t) .включается в М'НОЖеСТIВО !ИСТИННОСТИ 
Q(x). 
- В этом и только в этом случае истинна импли1кация . 

(х) [·Р(х) ~ Q (х)], 
u 

поэтому истинность этои импликации можно принять за опре-

деление следования Q ( х) из Р ( х). 
Например, из функции-высказывания «четырехугольник х

-ромб» ( 1) следует функция-высказывание «четырехуголь
НИ1К х - параллелограм1м» (2), так :ка1к множество истинности 
( 1) (~ромбов) включается 1в· мнюжество истинности (2) ('па
раллелоГ1раммО1в). 

Из )1iрав1Не!fИЯ «<Х-1 =2» .(3) .следует уравнение «(x-l)X 
Х (х + 1) = 2(х + 1)» (4), так как множество истинности 
"1огичес:кой фу.Нlкции (3) !Вlключается !В множество истинности 
логической функции (4). Та1к как 

M[x- l = 2) cM[(x-l)(x+ 1) =2(х+ l)], 
х х 

(х - 1 = 2)-+ [(х- J) (х + 1) = 2 (х + 1)] 

тождественно истинна. 



ЧАСТЬ 11 

АКСИОМАТИЧЕСКИЯ МЕТОД И О~УЧЕНИЕ , 
МАТЕМАТИКЕ 

Глава 1. О логической строгости в математике 
и в преподавании 

01. Понятие логической строгости 'Возникло и развивалось 
в математике ~вместе с аrкоиоматичеаким Ме11одом, от ·Е:оторогр 

оно 111оотделимо. 

· Пер·вая из математичес.К:их теормй, :№торая получила 
логическое построение, была, ка1к из·вестно, .геометрия. Основ
ные требования к построению геомет1рии каrк дедуктивной 
науки ~были сфо.р1Мул:ированы древне11речеаким философом 
Аристотелем (384-322 N. до н. э.), основоположником фор
мальной лоГ1и1ки. По схеме Аристотеля геометрия должна 

u " " начинаться с установлен~ия своиС1'1венных еи ·категории, т. ~. 

основных объектов, не подлежащих определению, и исходных 
истин, а~ксиом, 1не .подлежащих доказате.льС'Dву. Все остальное 
в геометрии должно 1бы·ть получено лосиче~ким выводом из 
этих исходны_х предпосылок. Одна1ко осуществить т.акое по~ 

строенме ?Казалось задачей весьма трудной. Несмотря на 
многочисленные !Попытки, эта задача получила удо.влеТ1вори·-

тельное .реu1енне лишь через два тысячелет,ия~. . 
Пю дедуктнашой ехеме Аристотеля ·стремился построить 

геометрию один из ·ВЫдающих·ся древнегречео:к~их математиков· 

Евклид (около 3QO г. до 1н. э.) 'В с·воих знаменитых «Началах». 
В течение более двух тысяч лет «Начала» Евклида считались 
непревзойденными 1по строгости обоснования геометрии. 
Та11~им образом, ;вплоть до XIX ·века образцом, эталоном 
лоnической строгости в .мате~матике служило изложение reo-. 
метри.и в евклидо~вых «Началах». 



Однако задачу аксиоматического построения геометрии 
Е·вклид по ·существу не 1решил, так как принятая им система 
исхюдных истин (~постулатов и а1ксиом) оказалась недоста
точной базой для чисто логическ:ого раз~вертыван1ия геометри
ческой теории. Поэтому евклидовы дака'Зательс1lВ·а, многие 
из ·котор~1х воспроизводятся и в современных школыных учеб
никах геометрии, 1предста1вляют собой tПес-грую .смесь интуиции 
И ЛОГИIКИ. 

XIX ~век ознаменовался в·ыдающимся достижением в об
ласти геометрии - созданием Н. И. Лоб~ачевс:к~им новой, 
неевклидовой, геометрической системы. Ввиду того, что поло
жения этой системы ·в отличие от положен~йй евклидовой 
геометрии противоречат ·привычны.м прос11ранст.венным пред

ставлениям, естесmенно возни~кла ~проблема дока·зательства 
ее внутреюней непротиворечивос11и. Наука 1первой полови,ны 
XIX века еще не владела ередст.вам~и для осуществления 
т,акого доказательства. Это послужило 1стимулом к глубоким 
исследо13аниям в обл·асти оснований геометр:ии, приведшим 
к новому этапу в развитии аксиоматичеакого метода, ·к но

вому эталону логичес~кой строгости в математике. Эталон 
лотичеокой строгости, сло.жив1шийся к концу XIX века, гос-

" подствует и в сов1ременнои математике. 

Эти исследования при·вели, аз частности, 1К решению про
блемы а~ксиоматичеокюго ~построения евклидовой ['еометрии 
Давидом Гилыбертом, ·В1Пер1вые 1пюстроивш"ИМ tв 1С1воем труде 
«О-снования 1ге0~метрии» ( 1899) ~систему акаиом, при1rодную 
в 1качесwе базы для л1огичес·кого ~раз.верты·вания евклидовой 
геометрии и указа1вшим осноВtные принципы доказательства 

" этои 1пр:игодности. 

02. Современный аксиоматический метод и связанный 
с ним ЭТ1алон с.трогости в матема'Dике оанованы на идеях 

и методах, разра·ботанных математической ло~и1кой и теорией 
множест,в. 

02.1. От Евклида до Гильберта считали, что дедуктивное, 
или аксиюматичеакое, построение теор1ии оп~ределяется зада

нием системы аr~с~иом этой теории, и .не за~ботились об уточне
нии т·а.х логических средств вывода, которыми мы пользуемся 

в разверты·ва~нии теории на базе зада~нной а1ксиоматИ1ки. 
Когда говорили, что все предложен~я теори1и выiВодятся иЗ 
некоторых положений, nринятых за а~юсиомы, «·чисто ло~иче
ским путем», не знали, каков точный смысл выражения «чисто 

логическим путем», считая его IИ\Нтуит.ивно яс!ным. Однако 
соста1в вь11водимых из аксиом предложений теории (теорем) 
существенно з.ависит 1не только от зада~нной системы аксиом, 
но и от тех средtетв логичеаког() вы·вода, ~к:оторыми мы поль

зуемся в доказательст,вах теорем. Одно и то же !Предложение, 
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выраженное в терм!Инах ·данной теории, может быть не выво-
" димым из дан1нои а~ксиоматики с помощью од:них средств 

и выrводи1мым с помощью других средств л_о['ическоrо выз6да: 
Математичеакая: логи.ка воопол1нила этот пробел. Она раз

работала современное ПОНЯТИе Д е Д У 1К Т И В ·н О Й 1С И СТ е М Ы, 
включ.ающей наряду с системой апецифи1чееких аксиом разви-

" ваемои теории систему л·огичес,ких аксиом и исходilfыХ правио11 
... ... 

вы.вода, определяющих логическии язык этои теории. 

Таким обр·азом, сов·рflменный а.каиома11ичеакий метод пред
полагает более .высокую ступень формализации. Если раньше, 
в догильберто.вский период, формализации 1В аксиомах подле
жали лишь основные свой,ства специфических оr.ношений 
объектов, изучаемых дан1ной теорией, то теперь подле1жат фор
мализации и средства, ·которыми из одних свойст.в этих от1но-

" щении, составляющих содержание а1ксиом, выводятся другие 
" ... 

своист.ва, ооста1вляющие содержа1ние теорем этои теор·ии. 

Выражение «чисто логическим путем» для каждой дедук-
" ... ... 

т:wвно построеннои математическои теории получает точнып 

смысл. Теория оформляется в ~виде л 10 гик о-матем ат и ч t
c к ого исчисления. В ней мож1но различ1ать два сорта терми
нов: ц:ринадлежащие логике (лоnичеакие термины) и принад
лежащие да·нной теорий (апецифичеакие тер·мины). Логиче
ские термины снабжают математичес·кую теорию формой, 
языком, специфические- оодер,жа1нием. 

02.2. В попытках qксиоматического построения геометрии 
от Евклида до Гильберта усматривалось лишь стремление ... ... 
к логичес1кои о~рганизации этои теор1ии, т. е. к п.редставлению 

ее ·в .виде последf?Ватель1ности предло~ений, tкаждое .из ·кото
рых обосновы1вается предыдущими и вместе ·С ними обосновы
вает последующие. Аксиоматический метод, возникший в гео
метрии, вnоследсwии распространился и на дру~гие матема

тичес1К.ие теор~~и, но при этом не ограничился только 
" " "1оmческои Ор['аниэациеи теории. 

Вторая сторона современноnо ак:сиоматичеакого построе-
" ния матем.атических теории основана на теоретико-множествен-

ных идеях. С теоретико-множественной точки зрения каждая 
математичеакая теория описывает некоторое м.ножество 
объектов, (причем это описание ·ка.Jсается не 1кон1кретной при
роды объектов, а отНJошений между ними. Н екото-

t• ~ 

рые своиства этих отношении, :не зат.рагивающие их 

конкретный смысл, фиксируются в \Виде аксиом, д1ругие -вы
водятся из них лщичес·кими средствами. 

Ввиду того, что nр.и таком пост.роенИJи теории не учиты
вается ни ~Конкретная природа объектов, ни конюретный смысл 
отношений между ними, 1в iрезультате получается а 1б стр а 1К т-_ 
н а я те о р и я, описывающая множества объектов неопреде
ленной природы или, точнее, множества объектов различной 
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·конкретной"природQI, име~щие·"одиу и ту же ·структу~ру;· кото.,; 
рая и. является предмет.ом данной· теории. l(аtЖ.дое ·из· этих 
м.ножеств. объектОtВ ~кон1Кретrной природы назы.вается м о
де.лью. или р е ал :и з а ц и ей , этой абст.ра·ктной теории. 
(Иногда под .конкретной ,моделью абстракт~ной теории пони-
мают не м:ножесwо . объектов .конкрет.ной п.рмроды, а теорию" 
описывающую это множес~.) 

Одна и та .же, абстраrктная математическая теория имеет 
различные. конкретные .модели и с эrой точки зрения она мно
гозначна, или nоливалентна. Так" например, различными 
моделями. абст.ра·хтной булевой алгебры являются алгебра 
вы•с·каз.ы.ва.ний, _ ал~rеб.ра множеств, алгебра контактных 
схем. 

Сила и эффективность абстрактной м·атематической тео· 
рии - ·в ее многозначности. Аксиомы и теоремы абстрактной 

" математичеокои теории переводятся ~ исти&ные вы·с·казыва-

ния 1в любой модели этой теории. Док-азав один раз те0рему 
в а·бс.трактной теории, мы ~ожем использовать ее в разлит1-
ны.х модел.ях теории. 

В множестiВах, описываемых одной и той же абстрак"Гной 
теорией, но в.нешне разлиЧ:ных по rrrpиpoдe объектов и смыслу 
отношений между ними, обнаруживается глубокая анало· 
гия - эти :М1ножес11Ва изоморфны, они имеIQт одинакову10 . 
стру~ктуру. 1 На этом rrлубоком сХJОдстве основа.но .п!римене.ние 
ап-парата од1ной· а~бстра·кт.ной ~тематичеакой теории (напри
мер, ·булевой ал.гебры) tВ разл:ичных областях науки и техники 
(в логике, в теории множеств, в теории и практике конструи~ 

рования. автоматичес1ки.х у~стройсТtв и др.). 
Понятия модели, Изоморфизма, многозначности лежат 

в основе внедрения математических методов во все новые 

и новые области человеческой деятельности. Только на базе 
этИх идей можно понять дейсwительное значение современного 
аксиоматического метода. 

03. Когда речь идет об основаниях и -методе построения 
нау.ки, нельзя обойти филооофакие вопросы. 

Как ·всякое новое достижение науки, ·развитие аКiсиомати
ческого метода в математике и связанное с э-г.им достижение 

нового, более высокого у(ровня логической строгости вызвали 

новые попыТrки идеалистической филосОфии у.крепить свои 
ша11кие .позиции m ~вопросе истол~кован1ия предмета мате· 

матики. 

~ще оо времен Лейбница идеалистичоокая философия 
пыталась доказать, что математичеокие истины я;вляют.ся по 

сущесму ·истинами общелогического ха1ра1Ктера, а не факти
ческими истинами, rоворящ:имw .что-то о вещах окружающег,о 
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нас мира ... Пр.едставлени~ СQв.ременнQiх аксиоматических тео· 
рий в сильнq формализов.анном 1)ИДе л.оr:юко-матема1iических 
исчис.л~ний .послужило стимулом ·к •оозобновлени_ю ~~их" ПО·· 
пы-~:оJ<. в фиJJос9фокой µ~.коле логицизма. ~возгла1вляе~ой 
БертраiНом Рассела~. ·с\Вое иде~листичеокое истолкование 
п1редм.ета математи~и логицисты строят на. основе попыт.ки 

сведения 1вceii математики 'К логике .и идеалистичес;кому 
" истолковаiНИЮ послед:неи. 

Одна1кю дост,Ижения нау.ки опровер,гают доводы логици
стов. Результаты, получен:ные в исследова!Ниях •по основаниям 
математики а·вст.рийским ~еным Геделем (1932), доказы
вают. 'В частности, . невозможность с·:Веден~я .арифметики на
туральных чисел 1К логике. С д:РУfОЙ стороны, сама логика -
продукт на:шего опыта. Она 1ПОДГОТО1Вдена тыся~челетней ~прак
тикой человечесrва, и если сейчас пр.изнано qолезным и логику 
строить аkсИОf\1атически, то ее аксиомаnюка (~ка1к и в других. 
нау:ках) МОЖет 'быть 1СОСТа•ВЛеНа ТОЛЬIКО КЗJК схематизация 
почерпнутых из •практики nравил рассуждений. В. И. Ленин 
говорит: «Пра.ктичес~кая деятельнюсть человека миллиарды 
рар должна была приводить ~созна1ние человека .к повторению r 

разных логических фигур, дабы эти фигу~ры могли получить 
значение аксиом».1 

Па~риж.ски~ профессор Лоран · ill'вapц, П'Ринадлежащий 
к nруПtпе выдающихся. математиков, объеди.ни.ншихся •под ~кол
лективным ~псевдонимом Бурбаки, не :признает за настоящую 
математику все то, что было создано до Гильберта_, т. е. что 
не сооТ1ветствует современному уровню строгости. Он считает 
математику игрой, оп:ределяемой шр.аiвилами, фиксирован
ными в а·юсиомах, которые математИ1к может выбрать произ
вольно, пю с•воему IБ/КУСУ, соблюдая ли.шь требование непроти
воречивости, чтобы потом играть по этим пра1Вилам.2 

Эти tВыоказывания ,проти!Воречат его собс·твенной деятель
ности~ На:ряду е академиком С. Л. Соболевым он - один и~~ 
создателей теории обобщенных функций, вызванной. к ж·из·ни 
потребностями физИ1ки. · 

Ги,льберт, •uр:о~озif'ласивший ,новый эталон строгости, был 
вынужден признать, чтю аюсиомы геометрии выражают «опре

деленiНые, связаJН.ные ·друг с дру.гом основные результаты 

нашего опыта».3 1 

Образцом ·идеалИ1Стической ·чута1ницы может служить сме
хоmорное истол1кование математики, содержащееся в вы· 

сту~плении одного из участника.в состоявшегося \В Париже 
.... 

.· . 
1 В. И. Лен ин. Философские тетради. М., 1947, стр. 164. 

·2 Г у г.о Штейн га уз. О ма~ематической строгости. «Математика . 
В ШКОJ}е», 1960, No 1. 

3 Д. Г и ·л ъ б ер т. Основания геометрии. М., 1948, стр. 56. 
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в l 955 г. меж.дуна.родного коллоквиума п9 математической 
логике на тему: «Рассуждение JJ ·Математике и в эксперимен
тальных 1на1у:ках».1 Порте заявил, ·что «.",математика ---: это мир 
фикций. Мотно опросить, пiОчему эти фи.кции полез:ны физи1ку 
для 'Понимания реального мира. Действительно, имеется опре
деленная «адекватность», определенное 1сходство между фик
тивными объектами математики и реальными объектами 
физики. Откуда эта адекватность? В основном от того, что 
фи1кции 1выдума1Ны с этой целью». Очевидно, здраtвомысля
щему человеку тру~дно 1понятъ подобное «объясн~ние». В дей
~твительности адекватность абстрактных математических по
нятий 1конrюрет.ным физическим о:бъектам происходит от того, 
чrо исходlные, первоначальные математические понятия аб
страги.рованы от конкре'Гных физических объектов, поэтому 
и остальные понятия и положения развертываемой на базе 
исходных абстрактной математической теории согласуются 
с реальным миром. 

Математики замечают, что некоторые конкретные си
стемы (механичес~кие, электричес1кие, ~биологические и т. д.), 
какими .бы ра:зли~чнььми они .ни ·казались, и1меют определенное 
сходство :в стру.ктуре и ~свойствах отношений междv объекта
ми. Затем ~начинают абстрагИJр·овать и изучать структуру 

" связен 1В множес'Гве, лишенном частных характеристик :раз-

личных исходных 1конк·ретных ·си·стем. Так рождается аб
страктная теория, систематизирующая множество ,юонюретных 

систем, ста:новящихся ее моделями. ЛогичеСК'и модель появ
ляется после теории, психологически она предшествует аб
страктной теории. (Разумеется, математическая теория мюжет 
получиться и ·ка1к :j:>езу~ьтат абСТJра1кции от одной конК!ретной 
системы, ка'к например, абстра1ктная система евклидовой 
геометрии.) 

Приведенные вы1ше и друг.не неправ.ильные 1истол1кования 
мате:мати:ки объясняю-гся, в 1част:ности, тем, что в них мате
матическа·я теория. ·ра.осматривается 011раниченно, в одном 

лишь а:спекте, логичес1кое построение отрЬDвается от реальной 
" ... 

основы, ·на 1которои оно 1выросло, и .от ~приложении. 

ф.ра1нцузский математик Фреше в овоем докладе «Общий 
анализ ,и вопрос об основаниях»2 ~причисляет .себя к тем .ма. 
тематикам, которые .правильно оценивают значение ,конкрет-

,,., ... " 
ных задач, .поставленных природои и техникои матема'Гике. 

Он различает в каждой математической от.расл1и четыре аспек
та: l) накопление фа~ктов, которое он называет индуктивным 
синтезом; 2) выделение из накопленного материала первона-

1 Сб. "Le raisonnement en mathematiques et en sciences experimenta· 
les". Paris, 1958.... . 

2 Сб. "Les Entretiens de Zurich sur les fondements .et la methode des 
:Sciences mathemattq ues". Zurlch, 1941. 
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... 
чальных 1понятий и .системы а~ксиом; 3) дедуктивное пост.рое· 
ние теории, ос.нова:нное 1на этих первоначальных попяти~х, 

и аксиомах, и 4) проверка теорем этой теории на юонкрете:Ых 
моделях. 

То же самое американский математик У. Феллер1 вкла
дывает в три аспекта теории: I) интуитив;ную основу, 2) фор
мальное логическое содержание и 3) приложения. 

Совершенно я1сно, что именно подмена ·всей ·математики ее 
одним формаль~ным, логичес1ким содержанием позволила 
Расселу прийти к своему известному афоризму, что «в мате
мати-ке мы не знаем ни о чем говорим, ни .верно л.и то, что 

мы говорим». Раосма"Гривая математику \Как соединение всех 
указанных выше а·апектов, мы можем ·с ~полны.м право1'4 1ака-

"' зать) что в неи мы знаем и о чем го:вори·м, и ~верно ли то, 

что мы говорим. 

04. Вопрос о логической строгости в школьном обучении 
математике, об отражении а.ксиоматичеокого метода в школь
ном препода1:ва1нии уже да1:вно является предметом ди.скуссии 

как у нас, та;к и за рубежом. 
Не имея возможности детально изложить здесь историю 

вопроса, ограничимся лишь краткой характеристикой основ-
" ных :выдвигаемых предложении. 

04.1. Прежде всего следует отметить, что так же, как 
в науке, вопрос об аксиоматическом методе в школьном 
обучении касался исключительно преподавания геометрии. 
До сих J!OP преподавание алгебры в школе ведется на более 
низком логическом уровне, чем преподавание гео~етрии, 

к тому же при исследовании проблемы развития логического 
мышления учащихся в процессе изучения. математи·ки на пер-

"' "' выи план в силу устаревших традиции :выдвигается гео-

метрия. 

Дискуссия ПQ :вопросу о внедрении аксиоматического ме
тода в школьном обучении геометрии свелась в основном 
к тре:м предложениям: 

1) сделать систематический курс геометрии аксиоматиче
ским, четко отделив его от пропедевтического курса с широ-

" ким использованием опыта и основаннои на нем интуиции; 

2) не отделять логиКJу от интуиции ни на ,каком этапе 
обучения,. а правильно сочетать их, по-разному на разных 
ступенях обучения; · 

3) построить 'в аксиоматическом стиле небольшой фраг
мент геометрическей теории в старших классах, чтобы на этом 
материале знакомить учащих·ся ,с ак,сиоматически1м .методом, 

а весь курс геометрии строить так, как предлагается ·во 

1 W. F е 11 е r. Introduction to ProbaЫlty, vol. 1. New-Jork,"1957. 
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втором предлож,енlJИI. Следует отметить, чт.о первое из 1них 
имеет наименьшее ч,исло сторонников. 

04.2. Аналогичные · предложения п·о рас.сматриваемой 
проблеме выдвигаются и за рубежом, причем, как и: у нас, 
первое из них находит наименьшее, особенно в ьреде педаго
гов, число сторонников. 

05. Рассмотрим установившуюся у нас практику препода· 
вания с точки зрения логической строгости и отражения 
аксиоматического метода в обучении. 

05.1. В области геометрии, с одной стороны, общеизвестны 
' . u 

затруднения, встречающиеся учащимся в начальнои стадии 

обучения в связи с обилием логических доказательств, кото· 
рые они вынуждены заучивать, не понимая .еще ни необходи
мости 1.В доказателыст.ве, ни идей с.амоrо доказательства. 
С другой стороны, уровень традиционного обучения геоме
'I'р:ии в старших клаос.а:х не обоопечивает ·понимания учащИJМIИ· 
ся логической структуры курса. Имеется не.n.остаточное раз
личие :В методах и уровне ~п.репода~ва1ния г.еометрии в· VI-VII 
и IX - Х классах, и этот уровень слишком высок и недоступен 

" для учащихся VI - VII классов (из-за отсутствия предвари-
тельной подготовки) и слишком низок для учащихся старших 
классов. 

Трудности в усвоении учащимися начал геометрии вызы
ваются отчасти узостью интуитивной основы курса и недоста
точной их подготовкой к пониманию необходимости логиче
ского доказательства. Потребность в доказательстве не при
ходит сама по себе, понимание этой потребности является 
результатом воспитания. 

В педагогических кругах говорят, что на вопрос «чем вы 
занимались на у1роке геометрии?» ученик VI кл,а,оса ответил: 
«Учитель нарисовал на доске два равных треугольника 
и долго доказывал, что они равны». Этот ответ очень хорошо 
характеризует дефект ныне действующей организации и ме
тодики обучения геометрии. 

По существу мы начинаем изучать геометрию в VI клас
се вместо того, чтобы начинать в 1 классе. Работа, проводи
мая в рамках ныне действующей программы по арифметике 
в начальных классах, совершенно недостаточна. Поэтому 
в VI классе мы проводим работу, соответствrющую трем раз-
личным уровням: · 

1) знакомим учащихся с ·геометрическими фигурами, до
биваясь, чтобы они их 1распо3'навали по .внешнему !Виду, по 
форме; 

2) изучаем ~свойства фиrу.р, добивая·сь, чтобы уч~щиеся 
распознавали фигуры по их свойствам; 
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З} логически выводим. одни свойства ·из других и даем 
~оответствующие определения· фигурам.· . 

Не слиш·ком ли много «обрушивается» на ·головы шес.ти- ~ · 
кл а сени ков? · · 

ДЛя исследования воnроса о лучшей организации обуче
ния геометрии и усовершенствовании методики преподавания 
необходимо использовать понятие уровня мышления в обла
сти геометрии. Это - сложное понятие, включающее оriреде
денный уровень общности, абстракции и строгости обоснова-. 
ния изучаемого материала. Каждому уровню мышления свой
етвен свой язык, состоящий, из определенных геометриче
ских и логических термино:в. При переходе от одного уровня 
к другому, высшему, этот язык расширяется, поэтому ·люди, 

рассуждающие об одном и том же, но на различных уровнях, 
не мqгут понять друг друга, так как говорят по существу 

на различных языках. Р l!звитие, ведущее к более высокому 
уровню, протекает в основном как процесс обучения. Поэтому 
возможно и необходимо, чтобы преподавание было на
прав ... 1ено на ускорение этого развития. Метод преподавания 
может ускорить переход от одного уровня к сл~дующему, 

но не может осуществить переход от одного уровня к другому 

с пропуском промежуточного уровня. В таком случае учитель 
и ученик будут мыслить на различных уровнях и не поймут 
друг друга. 

Очевидно, метод преподавания может и задерживать пере
ход к бол~ высокому уровню мышления или привести к тому, 
что учащиеся вообще не достигнут его. Таким образом, при
меняемые на этом уровне способы мышления останутся не
доступными ученикам. 

В области геометрии различают пять уровней мышления.1 

Самый низкий уровень, нулевой,· характеризуется тем, что 
геометрические фнгуры здесь рассматриваются как целые 
и различаются по своему внешнему виду, по форме. Если по
казать первокласснику ромб, прямоуrольник, квадрат, парал" 
лелограмм и сообщить ему соответствующие· названия, после 
нескольких повторений он сможет безошибочно распознавать 
эти фигуры исключительно по их форме, не видя· при этом 
в ромбе параллелограмм. и в квадрате пр~моугольник. I1a 
это:м: уровне ромб противопоставляется параллелограмму, 
квадрат-прямоугольнику. 

На следующем уровне, первом, происходит анализ воспри
нимаемых фигур, в результате которого выявляются их свой
ства. На этом уройне геометрические фигуры выступают как 

1 Р.-Н. v а n Н i е 1 е. La pensee de l'enfant et la geometrie. "Bцlletin 
de l'Assoclation des Professeurs de Mathematique de l1Enseignement PuЬlic", 
1959, .№ 198. 
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носители определенных свойств и распознаются по этим свой
ствам, которые логически еще не упорядочены. Этот уровень 
мышления не включает в себя структуру логического СЛ'едо
вания. Фигуры только .описываются, но не определяются" 
свойства их устанавливаются исключительно эксперименталь-· 
ным путем. · 

Очевидно, что эти два уровня досту11ны учащимся началь
ных классов ~(7-10 лет). Это необходимо учесть при состав
лении про.граммы и разработке методики ·преподавания на-

" чальнои геометрии. 

На следующем, втором, уровне происходит логическое 
, упорядочение свойств фигур и самих фигур. Одно или не
сколько свойств принимаются за определяющие фигуру, дру
гие свойства этой фигуры устанавливаются логическим путем. 
Геометрические фигуры выступают уже в определенной логи
ческой связи, устанавливаемой с помощью определений" 
Но собственное значение дедукции на этом уровне еще не по-. 
стигается учащимися (11-14 лет) ввиду того, что они еще 
не в состоянии охватить своим пониманием дедуктивную си

стему в целом. Здесь учащимся может быть разъяснено лишь 
значение дедукции «В малом», или «локально», т. е. в обла· 
С11И изучения одной фигуры, а именно то, что дедукция 
позволяет нам сократить эксперимент, обнаружив экспери
ментально одни свойства и выведя другие из обнаруженНJ?IХ 
путем рассуждений, что логический вывод является общим)' 
точным и объективным, чем он коренным образом отличает
ся от вывода с помощью эксперимента. 

На следующем, третьем, уровне постигается значение де
дукции «В целом», т. е. от понимания ее в малом переходят 

к пониманию ее значения как способа построения и развития 
·всей геометрической теории. Этому переходу способствует 

" разъяснение сущности аксиом, определении, теорем, логиче-
" " . 

скои структуры доказательств, анализ логическом> связ~ 

понятий и предложений. Этот уровень вполне доступен уча
щимся VIII -Х классов (15-17 лет). 

На самом высоком (в настоящее время), четвертом 
(в действительности пятом, так как счет с нулевого), уровне1 

отвлекаются от конкретной природы объектов и конкретного 
" смысла отношении между ними, т. е. развивают теорию вне 

всякой ее конкретной интерпретации. Этот уровень мышления 
в обл·асти геометрии соответствует современному (гильбертов
скому) эталону строгости. 

Необходимо отметить, что· на каждом этапе обучения 
можно выявить основной уровень, на котором ведется обуче-. 

1 В упомянутом докладе Ван Хиле описывает только первые 
4 уровня. 
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" ние, а также элементы соседних в даннои последовательности 

уровней. Это объясняется. тем, что переход от одного уровня 
к следующему происходит постепенно, т. е. элементы б9~ее, 
высокого уровня появляются до того, как qсуществлен пере

ход к этому уровню, и после этого мы часто возвращаемся 

к более низкому уровню с целью обеспечения лучшего пони
мания. 

Вернемся сейчас к анализу установившейся у нас практи
ки преподавания геометрии. В ней обучение на всех этапах 
ведется на втором уровне, с элементами первого уровня 

в VI -VII классах и некоторыми элементами третьего уровня 
в старших классах. Третий уровень полностью не достигается. 
Оканчив~ющие среднюю школу не знают, в чем сущность 
дедуктивного построения геометрии, не понимают роль аксиом 

" и определении в этом построении. 

Мы опросили около 200 ·учащихся Х классов. На вопрос,. 
" что они понимают под аксиомои, все опрашиваемые ответили 

примерно так: «Аксиома - истина или предложение, не тре
бующая доказательства». На вопрос, почему аксиома не тре~ 
бует доказательства, учащиеся ответили: '«Потому, что она 
очевидна». Когда же им назвали целый ряд теорем, не менее 
очевидных, чем известные им аксиомы, но которые, одна

ко, «требуют» доказательства, учащиеся ничего не могли 

ответить. , 
На •воцрос, можно ли оп1ределять 1все геометри11Jес1кие поня

тия, учащиеся отнетили утвердительно, а в качестве опреде

ления пря,мой привели И3вестное опи·са1юие: «Прямая - л.иния, 
" ~которая и1меет :нид ту,го натянутои ·нити». 

Мы произвели сравнительный анализ доказательств~ 
проводимых в школьном курсе геометрии на различных 

этапах обучения. Обще_известн9, что под логически строгим 
доказа·тельством понимают такое до.казательсТJво, в котором 

на каждом из .его шагов а) посылки []редставляют собой 
аксиомы, определения, ранее доказанные теоремы, условия 

доказываемой теоремы или же заключения, полученные· 
в предшеству19щих шагах данного доказательства, и б) без
ошибочно применяются правила логического вывода. 

Также известно, что школьные доказательства не являют
ся логически строгими, так как в них имеется множество ло

гических пробелов в виде неявных ссылок на наглядность 
чертежа или на интуитивно ясные ,предложения, которые не 

только ранее не д..оказаны, но даже не сформулированы, при
чем некоторые из этих пробелов, очевидно, неизбежны 
,в ш.кольном лрепода1вании, другие же мо1гли бы быть устране
ны при более совершенной методике, особенно 'В старших 
классах. 
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·одnако при сравненИи по.µ:обных доказатеJJьств nравомер.
но считать нахоДящимсsi на более высоком уровне ·строгости 
·то, в которьм з~ачительно меньше логич~ских пробелов. 

Проведенный анализ показывает, что в установившейся 
nрактике "преподаванйя геометрии . ПОД ВЛ'ИЯНИеl\{ учебннков, 
написанных в стиле евклидовых <<'Начал», в VI - VII и в·1х·
Х классах доказательства проводятся на одном и том же 
уровне строгости. К тому же, следуя прочно укоренившейся 

. ." 
в преподавании геометрии «евклидовои» традиции, учителя 

часто выдают школьные до}\азател.ьства за образцы логиче
.скоrо совершенства и стремятGя воспитат~ у учащихся прекло

.нение перед логическим доказательством и ~едоверие к опыту, 
" " :к практическои проверке, истинности предложении на 

таком этапе обучения, когда опыт более убедите.Лен для уча
щихся, чем логическое доказательство. Этим самым логиче
-ский ci::iocoб обоснования истин противопоставляется крите
рию практики вместо того, чтобы этот kр.итерий прложиТI> 
в основу логического способа. Логическая система школьной 
..геометрии, как и всякая логическая-система, убедительна не 
·-только и не столько потому, . что ее предложения обосновы
ваются логическим путем, но и потому, что за логической 
-системой находится опыт, обеспечивающий убедительность 
исходных посылок системы, ее аксиом. 

05.2. Как и в области геометрии, в области алгебры. 
·включая арифметику (в ·учениях о числе, об уравнениях 
и неравенствах), можно выявить различные уровни мыш-
..ления. -

На самом низком, нулевом, уровне число неотделим~ от 
множества конкретн~х предметов, которое оно характеризует, 

а арифметические -операции провод5:1тся непосредственн.о 
. .над множествами пр.едметов. 

На следующем, первом, уровне числа (натуральные, цел,ые, 
.дроби) отделены от тех конкретных объектов, которые они 
характеризуют. На этом уровне оперируют конкретным.и 
-числами в цифровом выражении, а свойства оп~раций обна
руживаются с по_мощью неполной индукции. 

На втором уровне осуществляется переход от конкретных 
-чисел, выраженных цифрами, к абстрактным, буквенным вы
. ражениям, обозначаЮщим конкретные числа лишь при опре
деленном истолковании букв. На этом уровне производится 
частичное упорядочение свойств. Некоторые свойства в виде 
правил преобразования алгебраических выражений логически 

" ' выводятся из других своиств. 

На третьем уровне выясняется возможность дедуктивного 
построения всей алгебры в .заданной конкретной интерпрета
ции, т. е. когда буквы, обозначающие объекты исчисления, 
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выражают числа из некоторого заданного множества (нату" 
раJiьных, целых, рациональных или -вещественных), а опера-

- • к 

ции имеют обычный смысл. · · · 
Наконец, на четвертом уровне, отвлекаяс·ь от конкретной 

природы объектов исчисления и от конкретного смысла опе
раций, строят алгебру как абстрактную дедуктивную систему, 
вне всякой интерпретации. На этом уровне происходит· не 
только переход от известной конкретной модели к абстракт
ной теории, но и переход от абстрактной теории к другим ее 
конкретным моделям .. На этом уровне постигается и возмож- · 
ность существования различных алгебр. 
Мы уже говорил·и раньше (ч. 1, гл. 3) о некотор:ь1х недо

статках в установившейся практике преподавания арифметики 
и алгебры. С точки зрения уровня, на котором ведется препо
давание, получается, что в течение первых пяти лет обучение 
ведется на первом у.ровне с очень слабыми элементами вто
рого (~введение бу.квенных обозначений в 1курс.е ариф.метик.и). 
В течение. же всех остальных лет обучения преподавание 
ведется на втором уровне с элементами первого. 

Как видно, в отличие от преподавания геометрии, которое 
достигает, хотя и неполностью, третьего уровня, традиционное 

преподавание алгебры не подымается выше второго, причем 
" в части логического упорядочения своиств и этот уровень 

дос11и.гае11ся неполностью. 

По устаревшей традиции в школьной алгебре не приме
няются термины «аксиома», «доказательство», хотя зµ.есь мы 

доказываем не реже, чем в геометрии, и учащиеся получают 

представление об алгебре, как о своде правил, не связанных 
между собой, но которые нужно заучивать для того, чтобы 
применять к решению «примеров» определенных типов. 

06. Изучение проблемы логической строгостц в школьном 
преподавании математики приводит к выводу о необходи
мости расчленениs:r этой проблемы на две части: 

1) выяснение целесообразного уровня строгости на каж
дом этапе обучения так, чтобы этот уровень был доступен 
учащимся данного возраста и способствовал их более 
быстрому логическому развитию, достижению более высокого 
уровня МЫШЛ'ения в данной области; 

2) выяснение возможности ознакомления учащихся 
с аксиоматическим методом (на каком конкретном материале 
и в каком аспекте это осуществимо). 

Наша точка зрения и предложения по этим двум пробле-
~ 

мам сводятся к следующему: 

1) ~ области геометрии необходим начальный курс, кото
рый знакомил бы учащихся наЧальных классов с широким 
кругом геометрических фигур и их свойствами исключительно 
на экспериментальной основе. (Мы уже упоминали в ч. 1, 

' 12 А. А. Стол11р 177 



гл. 5 об интересном педагогическом эксперименте в этом на
правлении, проводимом научным сотрудником сектора обуче· 
ния математике Научно-иссЛ'едовательского :института общего 
и политехнического образования АПН РСФСР А. М. Пыш-
кало.) . 

2) В систематическом курсе геометрии в VI - VIII клас" 
сах (может быть, целесообразно начинать его с V класса) 
должен шире использоваться опыт и основанная на нем 

интуиция учеников . в сочетании с постепецно усиливающи

мися элементами дедукции по мере воспитания у учащихся 

с помощью специально создаваемых ситуаций чувства, потреб
ности J:\ . логическом доказательстве. 

Под более широким использованием опЫта мы понимаем, 
в частности, принятие ·без доказателъства ·(в начале курса) 
наряду с традиционными аксиомами, положенными в основу 

курса, других интуитивно ясных предложений, хотя они ло
гически доказуемы на базе аксиом. Неправильны утвержде
ния, что принятие без доказательства некоторых традиционно 
доказываемых в школе предложений разрушает логическую 
систему школьной геометрии. Логическая система не только 
не разрушается, а укрепляется, ибо вместо того, чтобь1 со
здавать иллюзию строгости замалчиванием логических про

белов, открыто обращаются к опыту учащихся, создавая бо
лее прочную базу для этой системы. Принятие без доказатель
ства большего числа предложений, чем это привыкли делать, 
следуя евклидовым традициям, облегчает учащимся усвоение 

... 
на:чал геометрии, укрепляет связь геометрических знании 

... ... 
с практикои, с жизнью, воспитывает у детеи доверие к посте-

пенному Логическому развертыванию теории. 

Метод геометрического эксперимента в начальной стадии 
обучения геометрии и в систематичес.ком курсе состоит в соз-

... 
дании специальных ситуации и предоставлении учащимся 

возможности извлечь из них очевидные геометрические факты. 
Экспериментальным методом, свойственным физике, мы 

изучаем абстрактные геометрические объекты и положения на 
конкретной физической модели. Очевидно, можно идти на ... 
такую жертву, на определенном этапе заниматься и такои 

физикой, чтобы в дальнейшем достичь лучшего понимания 

математики. 

Геометрия, как и вообще математика, не является ЭК'СПе" 
риментальной наукой, 1и, следовательно, экспериментальное 

подтверждение не может служить достаточным основанием 

истинности ее предложений. Это верно, если под геом.етрией 
понимать только одну ее фазу - дедуктивную теорию, но гео-

" метрия имеет еще две фазы,-. предшествующую дедуктивнои 

теории фазу накопления фактов (интуитивную базу, по вы-
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ражению Фелл·ера, или .индуктивный синтез, по выражению 
Фреше) и следующую за дедуктивной теорией фазу прило
жений. В школьном обучении эти две фазы играют важную 
рол~: первая, в частности, для понимания дедуктивной теории, 
вторая - для ее оправдания. Учитель должен заботиться 
о том, чтобы сделать изучаемое понятным, не меньше, чем 
о том, чтобы доказывать на достаточном уровне строгости. 

3) Все, что сказано во втором пункте, относится к препо
даванию геометрии в восьмилетней школе. Логический уро
вень преподавания геометрии в старших классах должен быть 
значительно выше традиционного. Однако и здесь геометрия 
не может строиться на самом высоком уровне в виде аб· 
страктной теории, вне всякой конкретной интерпретации. Речь 
идет лишь о бол·ее четком разграничении логических и интуи
тивных элементов, об устранении из доказательств ряда логи
ческих пробелов и о построении в аксиоматическом стиле. 
но в конкретной интерпретации, небольшого фрагмента 
теории. 

Достижению более высокого логического уровня препод.а
вания геометрии в старших классах способствует приобрете-

... 
ние учащимися определенных логических знании в результате 

работы, описанной в главах 4-7 первой части настоящей 
книги. Различный уровень преподавания геометрии в VI -
Vll и в IX-X классах ил·люстрируется в очерках изложения 
отдельных фрагментов теории в этих классах, составляющих 
содержание следуюiцих двух глав (гл. 2 и 3). 

4) Мы уже указали (ч. 1, гл. 3) на нецелесообразность 
четкого отделения алгебры от арифметики и на эксперимен
тально подтвержденную возможность более раннего перехода 
к изучению собственной алгебры на том уровне, на котором 
в настоящее время она изучается толъко в VI классе. 

5) В старш.их ·клаосах логический уровень \Преподавания 
аJ1гебры может и должен быть значительно выше установив
шегося. О возможности Повышения уровня преподавания уче
ния об уравнениях и неравенствах говорилось в гл. 6 (ч. 1). 

В алгебре есть возможность показать переход от конкрет
ной модели к абстрактной теории и от нее к другим конкрет
ным моделям, раскрывая значение современного аксиомати

ческого метода, см:ысл мносозначности аксиоматизированной 
теории, значение ~моделей ·в 1авяз1и · 1математической теории 
с практикой.1 

Таким образом, хотя в настоящее время логический уро
вень преподаванИя алгебры ниже уровня преподавания 
геометрии, в области аЛ'гебры можно достичь наивысшего 

1 Ме это уже показали на примере булевой алгебры (ч. 1, Гл. 7) 
и покажем дальше на примере коммутативной группы (гл. 4)-
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современного уровня, разумеется, не стремясь строить на нем 

обучение значительной части алгебры в старших· классах. 
Речь идет о том, чтобы иллюстрировать сам процесс аксиома
тизаrtии теории на примере небольшого фрагмента алгебраи
ческой теории. Геометрия менее подходит для этой цели, хотя 
традиционно аксиоматический метод в обученИи неизменно 
связывался именно с геометрией. В основе геометрии лежит 
громоздкая аксиоматика, и нет возможности привести при· 

меры сколько·нибуДь интересных конкретных моделей, отлич-
" " ных от классическои модел·и, на которои строится в школе 

преподавание геометрии. Булева алгебра и теория коммута· 
тивной группы отличаются простотой аксиоматики и обилием 
интересных конкретных моделей. Теорию коммутативной 
группы предлагает использовать для раскрытия сущности 

аксиоматического метода французский математик Монжайен 
в своей интересной книге «Введение в современну19 матема· 
тику». 1 Однако она представляется нам малодоступной для 
учащихся. · 

В области учения о функциях школьное преподавание 
может и должно достичь современного .уровня понимания 

идеи функции.2 Обычно считают, что понятие функции в про
цессе обучения должно рассматриваться на трех уровнях: 

а) на самом низком уровне функция отождествляется 
с алгебраическим выражением, с формулой ( функциональ· 
ная пропедевтика), и этоt уровень уже доступен учащимся 
IV - VI классов; 

б) на следующем уровне (VII -VIII кл.) понятие .функ
ции постепенно освобождает·ся от отождествления ·С формулой, 
которая становится лишь одним из способов выражения функ
ции. Здесь функция усваивается в ее классической трактовке, 
причем термин «функция» применяется больше для обозначе-

" " " ния зависимои переменнои величины, чем самои зависимости 

между переменными величинами; 

в) на третьем уровне (IX- Х кл.) понятие функции 
" ... 

должно из)·чаться в ее современнои теоретико·множественнои 

трактовке. · 
Однако большего эффекта можно достичь, если отказать

ся от такого исторического подхода и с самого начала исполь

зовать современную трактовку, разумеется, при соответствую

щей ее дцдактич·еской обработке. 
Геометрические преобразования и элементы математиче

ской логики, где встречаются логические функции, дают при
·Ме.ры нечисловых функций, и это 1пр.и~ближает учащих,ся к 

i А. М оп j а 11 оп. lntroductton aux mathematiques modernes. Paris, 
1960. . 

2 А. Я. Х и и ч и и. Основные понятия математики в средней школе. 
Педагогические статьи. М., 1963, -·стр. 77. 



пониманию общей идеи отображения одного множества в дру" 
гое, лежащей в основе понятия функции. ·, 

07. В нашей общеобразовательной школе нет еще дбста· 
точного опыта преподавания начал математического анализа 

(дифференЦиального и интегрального исчислений). Очевидноt 
в этой области, учитывая сложность материала, мы не должны 
ставить целью достижение сколько-нибудь высокого уровня 
строгости. Здесь главная цель-достижение подлинного по
нимания, даже если для этого иногда приходится жертвовать 
строгостью изложения. 

Глава 2. Эксперимент и логическое доказательство 

Для иллюстрации отношения экспериментального и логи
ческого методов в начале систематического курса геометрии 

(VI - VII кл.) мы приводим ниже описание изучения отдель
ных фрагментов этого курса. Применяемая методика харак
теризуется следующими особенностями: 

а) при введении новых понятий и установлении новых 
истин широко применяется эксперимент - специально постав- . 
ленный опыт в виде практической работы, выполняемой всеми 
учащимися; 

б) 1результаты опыта служат :посыл.ка·м.и для 'обнаружива
ния индуктивным путем общих закономерностей; 

в) некоторые из обнаруженных экспериментально 
свойств ·могут быть получены с помощью рассуждений из 
дру11их свойств, что сокращает эксперимент; 

г) ведется разъяснение значения и недостаточности опыта, 
индуктивных ;выБодов, что 1постепе~н.но ~подводит учащихся 

к пониманию ,необходимост.и л9гического (дедvrктивноrо) до
казательства; 

д) разрабатывается эксперимент, подсказывающий идею 
логического доказательства, или же само логическое доказа

тельство проводится в виде эксперимента. 

Мы уже показали (ч. 1, гл. 4), как разъясняются на теоре
тико-,множественной ос·нове ·некоторые важные ~положения, 
которые в традиционном курсе геометрии не рассматриваются 

(прямая разбивает плоскость на две п9луплоскости, замкну-
тая ломаная определяет на плоскости две области, различие 
внутренне~ обла,сти от внешней и др.). 

Рассмотрим здесь введение осевой симметрии и некоторые 
вопросы геометрии треугольника . 

..... 

1. Осевая симметрия 

Учащимся показывается ряд фигур, из которых некоторые 
обладают, а другие не обладают осевой симмеТ<рией. Заме
чает·ся, что каждая из «симметричных» фиrур дели-тся неко-
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'Торой. прямой на две равные части так, что если согнуть 
фигуру по этой прямой, одна часть фи:гуры наложится и пол
ностью совпадет 1с др,угой. Для ~каждой же ·из «нес1им1метрич
ных» фигур та1кой ·прямой .найти нельзя. 

В ~природе, ~во1<:руг 1на1с встречается много различных сим

метричных фигур архитектурные украшения, строительные 

и другие детали, некоторые зда1ния, некоторые листья на де-

ревьях и т. д. . 
После такого ~небольшого введения ·переходят к детально

му изучению осевой симметрии. Каждому ученику предлагает-
. ся согнуть лист бумаги так, чтобы одна часть л·иста упала на 
другую и образовалась л ин и я с г и б а. Затем предлагается 
выпрямить снова лист 1! отметить на нем произвольную точ
ку А-' не лежащую на линии сгиба, затем онова согнуть лист 
по той же линии сгиба и определить, глядя на свет через 
солнутый лист, ·с :ка•кой точкой 1совпала ·при этом точка А. Пусть 
эта то11ка -А 1• Учащимся сообщаЮт, чтю точки А и А 1 назы
ваются с им м е т.р и ч н ы ми относитель1но прямой х (линии 
сгиба), называемой о с ь ю с и мм е т р и и этих точек. Для 
другой точки В, лежащей ·по другую ~сторону от линии сгиба, 
чем точка А" предлагается определить симметричную ей точку 
относительно- той же ос.и х. Замечаем, что если 'ВЗЯТЬ точку с 
на линии сгиба, она остается 1неподвиж·ной при ,оги1бании 
листа, т. е. не совпадает с ·какой-либо дру1Гой точкой листа. 
Мы говорим, что любая точка оси симметрии (лiинии сгиба) 
сама себе симметр·ична. . 

Рассматриваются с~войсТ~ва расположения относительно оси 
пар симметричных точек (А, А 1}, (В, 8 1). 

После повторения вопроса о возможных расположениях 
" двух точек относительно прямои учащиеся замечают, что сим-

метричные точки нсегда л еж а т по 'Р а з 1н ы е ст о р он ы 

о т о с и с и м м е т р и и. 

Предлагается соединить симме'I'ричные точки отрез.ком 
прямой. Учащиеся выс1казывают 1предположение, что симме· 
тричные точки лежат 1на равных расстояниях от оси симме

.трии, т. е. что отрезки АА1, ВВ1 делятся пополам осью сим
метрии. Это ·Предположение укрепляется ·С .помощью изме
рения. 

Если ученики не замечают перпендикулярность отрезков 
АА1 и ВВ1 1К оси симметрии (обычно ·ра1венст:во у.гло.в .не так 
быстро замечается ими, как ра1венс1'во отреЗ1ков), берут две 
точки, ,равноотстоящие от оси, 1по ·разные стороны от нее, но не 

на одном перпендикуляре к ней, и задают 1вопрос, будут ли 
эти то~ки симме1'ричны относительно той же оси. СопостаJ3ляя 
расположение этих точек с расположением симметричных то-
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чек, учащиеся обнаружирают и последнее свойство: симме- · 
тричные точки лежат на одном перпенди1куляtре к оси сим

метрии. Это пока предположение, которое также укрепляеrся..
с по~ощью измерения. 

Возникает вопрос, нельзя Л'И. убедиться в правильности 
наших предположений, не произ1водя измерений. Учащиеся 
предлагают согнуть лист бума1ги по оси симметрии, тогда тоq
.ка А совпадает ,с точкой А 1, а отрезок АМ - с отрезком А 1М 
( М - точка пересечения отрезка АА 1 с осью) ; это фактически 
получается при сгиба.нии. Отсюда и делают вы1вод о ра1венстве 
отрезков АМ и А 1М и углов, образованных этим.и отрезками 
с осью симметрии (рис. 19). · 

Учащимся предлагается установить истинность предполо
жений, не производя сгибание листа ·бумаги (мысленно пред
ставляя себе, что его согнули). На 
этом 'этапе обучения ученики обычно 
так не рассуждают, и учитель следую· 

щим образом наводит их на путь до· 
казательства. 

Представим себе мысленно, что x.,__ __ -+-(/_1-a--.---"""ix 
лист бумаги саг.нули uo 111ря1мой х. Что ~ М 
произойдет ·с точками. А и А 1? Поче.му 
они ~совпадут? (Часто 1на этот. ·вопрос 
учащиеся агвечают неп1равиль1но, ут

верждая, что точки А и А 1 совпадут 
потому, что совпадут о-грез:к~и АМ 
и А 1М. Н,еобходимо им н а1пом:н~ить, из 

А, 

Рис. 19. 

чего мы исходим, что нам из.вестно о точках А и А i и как пони
мать, что эти тОЧIК'И ·симмет1ричны относительно .данной оси.)
Что п1роизойдет с точ1кой М? Что проиоойдет с отрезками АМ 
и А 1М? Почему они совiпадут? Что произойдет с углами, обра-
зованными этими отрезками с осью симметрии? "" 

Какие это углы? Почему они прямые? 
Интерес.но ера1в1нить ·последнее рассуждение с рассужде· 

нием, проведенным при фактическом сгибании листа бумаги. 
При сгибании листа бумаги мы непосредственно устано

вили сов1падение отрезков и углов. В последнем же .рассуж
дении, чтобы получить вывод о совпадении от.рез.ков АМ 
и А 1М" мы ссылались iна: а) определение симметричных точек, 
как сов.падающих при с·гибани,и листа по ос·и; б) свойство точек 
оси, осrающихся неподвижными при та~ом сгибании, и 
в) свойство един~'!'венности прямой, пуоходящей через две 
данные точки. 

Вот пример того, как экопериментальный вывод заменяется 
логическим выводом, вытекающим из ранее установленных 

истин. 
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Таким образом, приходят .к выводу, что·· две симметричные 
точки удо1влетворяю~ следующим -vр.ем" у1словиям: 1) они ле
жат :по разные стороны от оси, 2) »а о'Дном перпендикуляре 
.к оси 1И 3) !fa .равном 1расстоянии от ~Нее. 

Естественно возникает вопрос: если две точки удовлетво
ряют трем условиям ( 1-3), будут ли они симметричны? Как 
можно в этом убедиться с помощью рассуждений, не произво
дя непосред1ственно сгиба.ни.я листа? Здесь ~Необходимо четко 
выделить условия, из 1К1оторых мы ис~одим, и то, что мы долж

ны установить. Имеются две точки А и А 1, удовлетворяющие 
условиям l-3. Мы хотим убедиться в том, что 9ТИ точки сим·
ме'Гричны, т. е. что они с~овпадут при сгибании листа по оси, 
не производя са!МО1го слюбания. В рассуждении учащиеся 
обы·чно допускают оши~б.ку, утверждая, что 1ИЗ совпадения 
угл.ов 1 и 2 (рис. 19) следует совпадение отрезков АМ и А 1М 
.вместо лучей МА и МА1. Учащиеся сами обнаружат ошибку" 
если им задать вопрос, совпали ли бы эти отрезки, если они 
не ~были бы ра·вны по у~словию? 

Таким образом уста·навливают, что: 
а) если две точки симметричны О'ГНосительно прямой (или 

оси), они удовлетворяют условиям 1--3; 
б) если две точки удовлетворяют условиям 1-3, они сим-

" метричны отноаительно прямои. 

Поэтому ·С:войства 1-3 определяют симметричность точек. 
Учащимся сообщают, что когда истинность ка~кого-нибудь 

выоказывания (или предложения) устанавливается с по
мощью рассуждений, в которых используются известные исти
ны, 'ГО говорят, что до к а з ы в а ют э т о предложение, 

а сами эти ра«~суждения называют .до 1к а з ат ел ь ст 1в о м 

э1_ ого ~предложения. . 
В дальнейшем осевая симметрия определяется как преоб

разование множества точек 1плоокости в самое себя, или пре
образование плоскости а себя. 

Исхо~я Из пер1вого-1предст.авления об этом 1111реоб:разовании, 
непосредственно .связа1вного с фи~ическим эоопериментом -
сгибанием листа бумаги, мы постепенно с помощью эл·е
ментов дедукции освобождаемся от· этого эксперимента (хотя 
и не полностью, та1к ·как nри необходимости можем еер1нуть
ся к нему) и приходим к общепринятому определению осевой 
симметрии, 1Ка1к rеометричеокого преобразования, в котором 
·каждой точ.ке ПJ!оокости с о от в е т ст в у ет определенная 
точка этой же .плоакости, так что любые две ёоответс'I'вующие 
точки удовле'Гворяют условиям 1-3 или же совпадают 

" С ТОЧ'КОИ ОСИ. 

Определение ·С 1помощью •пост.роения· тоЧiки, симмет.ричной 
u .., " u 

да1ннои точке о,-.носительно даннои прямои, не встречает 
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у учащихся затруднений,. так же ка·к и обратная задача ·по
строения оси симметрии по зад.анным двум соответст,вующим 

точкам. . r 

При переходе .к ~рассмотрению симме-гричных отрез1ковt 
1Прямь1х, треугольников и вообще ·Ф·игур мы неиз.менно ссыла
емся на свойство ( те.перь уже следующее из определения), со
стоящее в том, что .симметричные точки оов1падают при сг·иба
нии 1плоскосТ1и по оси. Фактически можно этот экаперимент не 
производить, а логичес·ки доказать, что отрезки, ·концы 'К(')ТО

рых симмеrгричны, совnадут ·при сгибании листа по· оси. 
Учащиеся дол·жны з·на ть, что осевая симметрия на плос

кости определяется '3,аданием оси симмеТ1рии. Она та1кже опре
делена в том случае, если дана пара симметричных точе·к 

или пара симметричных прямых, так как в этих случаях легко 

определяется ось симметрии. 

Ну1жно, чтобы учащиеся также поняли, что значит осевая 
симметрия «ОП!ределена» или «задана», 1иначе знание тогоt 

что она определяется осью, или ,парой симмет.ричных точекt 
или ,пр1ямых, будет чисто ·формальнь~м. Мы .разъя1сняем: гово
рят, что осевая ·Симме-грия «определена» или «задана» в том 

случае, если дл1я каждой точки плоокости можно найти со
ответствующую ей (симметричную ей) точку. 

2. Свойства равнобедр·енного треугольника 

Учащимся предлагается начертить равнобедренный тре
угольник, провести в нем с помощью транспортира биссек
трису угла при вершине, опустить с помощью чертежного тре

угольника высоту на основ1аниеt разделить с помощью линей
ки со шкалой ~пополам основание и []р0tвести мед~иану. 

У большинства учащихся обычно биссектриса, высота 
и медиана совпадают, о~нако у некоторых учен!Иков эти ли

нии очень близки или совпадают только две линии. 
Создается удобная· ситуация для того, чтобы обрат~ть 

внимание учащих1ся на значение и недостат:к~и опытного 

подтверждения свойств фИIГур. 
П1роведенный опыт приводит учеников· к 0Т1юрытию важ

ного свойств-а .равнобедренного треугольни:ка. Но можно ли 
на основании этого опыта утверждать, что во ВСЯ'ком равно

бедренном треугольнике имеет место это свойство? Ведь у не-
" которых учеников опыт не подтвердил наличие этого своиства. 

Те,' у :которых ли1нии совпали, утверждают, что у них правиль
но проведены эти .,JJiинии, те, у которых линии не совпалиt 

утверждают, что у них тоже все пра1вильно. К:то же прав? 
На основании проведенного опыта можно делать ·П ip е д 1п о
л ·о жен и е о наличии указанного свойства 1в любом равно
бедренном Тlреу~гольнике. Это предположение ста1:1ет уrверж-
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дением, т. е. истинным выаказы·ванием, iВ том случае, если мы 
" сможем его доказать, установить наличие указанного свои-

ст1ва в любом ра1Внобедренном треу.гQльн:mке с помощью рас
суждений (доказательства), исходя из ранее .известных истин. 
Как провести это до.казательст~во, подскажет опыт .. 

Учащимся предлагается ~согнуть выреза•нный из .-°.Умаги 
равнобедренный т.реугольник АВС та1к, чтобы ра·вные стороны 
АВ и в·с СОВ:Пали (рис. 20). Отмечается, что д:ва треуголь· 

ника, на которые линия огиба BD разделила треуголь:ник 
· АВС, полностью совпадают. Таким образом устанавливают, 

8 в в что линия сг.иба BD являет~ся 
осью 1сим1метрии т.реуголь.н1и-

ка АВС. . 
ЗадаЮ'Гся следующ1ие ·воп

росы: Ка1кие углы ·оовпали 1при 
огиба1.НiИИ треуголь~ника? Че1м 

А с А о д D с является BD для угла В 
треугольника АВС? Какие от-

Р и с. 20. резюи совпали iПРIИ этом с·гиба-
нии? Чем нвляется отреза.к BD 

для треуголынiИ•Ка АВС (,и1сходя из того. что ОТ'резки AD 
и CD СОlвпали)? Что следует о ра1сположении прямых А С 
и BD .из тооо, что точюи А 1и С rе:mммет~ричны от.носителыно BD. 

Приходят к выводу, что: а) ось симметрии рав·нобедрен
ного треугольника я1вляется ·биссектрисой угла при вершине 

u u 

и на неи лежат высота и медиан.а, 1П'роведенные из этои вер-

шины, и б) углы при осно!Вании ·равнобедренноrо треугольни
ка равны. 

Воз1ни1кает воп:рос, нельзя ли доказать это свойст)во, не 
прибегая к с1гибанию треугольника? Проведенный опыт пока
зывает, что биссектриса у~гла при вершине 1равнобе1дренного 
треугольника я.вляется осью симмет·рии этого треуголь·ника 

и тем самым •подсказывает идею доказателыства. П·роведем 
биссектрису BD угла В лри вершине. Она я1вляет~ся осью сим
мет.рии угла В (это учащиеся уже дqлж1ны знать из предыду
щего),, и та1к ·как АВ = ВС, то отрез.кн АВ и ВС симме11ричны 
относительно BD, следовательно, и точки А и С симметричны, 
.поэтому AD = DC и BD _LAC. Углы ·при основа1нии также сим
метричны относительно BD и, следовательно, равны. 

3. Равенство треугольников 

Для того чтобы показать, 1как изучаетсrя равенство тре
угольников в VI кла,ссе, п.риведем описание 1процесса изуче-

ния одного из признаков. z 
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• Учащимся предлагается начертить разносторонний тре-
угольник АВС, обозначить сторону АВ через с, ВС - через а1 
АС- через Ь и ВЫ!полнить следующую ра1боту: nостро.m:-ь ~ · 

1сум:мы оТ~резков а + Ь, Ь + с, с + а и· Qра~внить каждую из 
этих сумм с третьей стороной треугольника. После выполне
ния этой работы учащимся задается вопрос: ·какова сумма 
двух сторон т·реугольни&а по отношению к 1\ретьей стороне? 
В этом же треуtГольнике предлагается сравнить разность двух 
сторон с третьей. После установл.ения свойства суммы двух 
сторон т1реугольника учащимся аредлаrаеТ~ся убедиться 
в истwнности этО1го путем рассуждений, исходя из уже изве
стного другого геометрического свойства. Учащиеся без 
зат1руднения находят основ\8.1Н1ие для это-

го 1вы1вода - хара1кте1ристическое с:войст- с 
... 

во отрез:ка 1.прЯJмои. 

8 

рис. 21. 

По за1да1нию преподавателя учениюи 
изготовляют 1к у.ро:к!у 1на.бQры из трех па
лочек с от.вер·стия•ми на .концах для по

строеНtИЯ из н~их треугольников. В про
цеесе этой ра1боты они обна·руж.ивают, 
что не ·в1сегда из трех палочек 1МОЖ'НО А 

слож,ить треугольник, и бы:стро .находят 
объяюн~аие этому. Оконструи~ровав Т1ре
уголь~rи1к из (палочек, учащиеся ·с помо-

щью учит·еля обна~ружи.вают и способ 1построения т~реуr-оль-
" ... 

ника .по трем 1СТ~орона1м ц;ир:кулем и линеикои. 

Действительно, связав .палочки АС и ВС в концах А и В 
с палочкой АВ (рис. 21), .вращают их 1вокруг rочек А и В. 
При этом их ·вторые концы описывают дуги ОJ\ружностей 
с центра~и А и В и радиусами, ~равными 1000-тветственно А С 
и ВС. В точке, где эти дуги 1пересекаюrея, с1вязы1вают вторые 

ко1нцы палочек АС ·И ВС и ,получают третью вершину С тре
у:rольника. Если теперь дать ~вмесТ~о палочек три отрезка 
(можно взять отрезки конкретной длины, например с= 10 см, 
Ь = 5 см, а=. 7 см) .и поТlребовать построить треугольник, 
стор·оны ,которого были бы ·равны этим отрезкам, то цир1кулем 

u ... 

и линеикои по существу повторяем то же ·построение, которое 

мы осуществили .с помощью палочек. 

:Как проверить, что построен1ный треугольник А.8С - иско
мый? 

По этим же ~иным на листе бумаги строится еще один 
треугольник А 1В1С1. Этот т.реугольник вырезаеrея и наклады
вается 1На пер1вый так, чтобы 1ка1кая-нибудь сторона, на1при
мер А 1В 1 , сqвпала с рав!Ной ей стороной АВ треугольника 
АВС. Треу.гольники совпадают. 
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• 
Понятие раtвных треУ'гольников, как таких,· ·которые при 

наложении совпадают, ·уже извес"но учащимся из рассмотре

ния симметричных треугольников, поэтому они приходят к вы

воду, что эти т.реуголЬ·Нlики ·равны. Замечаеrоя, что при с.овпа-. 
дении треугольников ~совпали не толыко стороны, но ~ углы~ 

Задается ~вопрос: «Как можно· убедиться в ·равенстве 'углов" 
не на1клады·вая один треугольник на другой»? Учащиеся про
ве·ряют раве.нотво )lГЛов с •помощью транапортира. 

Так ка.к треугольники, построенные по трем сторонам, 
оказались .р.а1вными, проведенный опыт подтверждает, что 
если в двух треу~гольниках стороны соответствеН1но ра1вны" 

то и т:реугольНlики ра1вны. Целесообразно •Соо1бr.µить учащимся, 
что этот п 1р и з 'Н а к равенства т.реугольников может быть 
доказан, но мы .... его примем !Jl{Жa без vз.оказатеЛьства, удовле
творяясь подтвержденным опытом. На данном этапе доказа-

_-тельство этого призна·ка ·покажется трудным и непонятным. 

У такого способа п~рвоначального ~установления признаков. 
равенства треугольников имеются противники, требующие" 
чтобы эти rrрИ:знаки до·казывал~ись 1при .пер:вом же ознакомле
нии с ними учащихся. Предлагаемые до~казательства с по
мощью «Мы1сленного наложения» требуют чеrrкого различения 

u u 

условии наложения от получаемых следствии, чт.о, 1несомнен-. 

но, менее доступно для шестикл.ассников rв .начале курса, чем 

фактическое наложен;ие :вырезанных из бума,г.и 11реуrоль·Нtиков" 
весьма убедителыно подтверждающее их раненсТtво. К тому 
же признак, который приведен ~выше в качестве примера, 
доказывается в школьном учебнике~ несостоятельно, ибо. из 
трех rвозмож·ных случаев (ВВ1 !flроходит через внутреннюю 
точку отрезка АС, через :конец его и через 1внешнюю точку) 
рассматривается лишь -од:ин. та~ким образом, здесь нару
шается полнота дизъююкц_Jiи, которую А. Я. Хинчин считал 
ОД:ной из характерных особенностей пра1вильного математиче
ского мышления.2 Он говорил: «В математике нет и не может 
быть «наполовину доказанных» и «почти доказан1ных» 
.утверждений». 3 

Традиционной практике почти неиз·ве·СТ·НО, чтобы учитель 
г-оворил ученИJкам: «Это свойство Доказывается, но ввиду 
того, что доказательство сложное, мы примем его без дока
зательства (или докажем его позже, когда будем более п'одrо
товлены к пониманию доказательс11ва) ». Вместо этого стре· 
мятся «как-нибудь доказать», чтобы создать предста1вление 

1 Н. Н. Ни кит и н. Геометрия. Учебник для VI-VIII классов. M.t 
1961, стр. 54. 

2 А. Я. Х и н чин. О воспитательном эффекте уроков математики. 
Педагогические статьи. М., 1963, стр. iзs. 

3 Там же, стр. 131. · 
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о том, что мы «все доказываем», за йеключением лишь не

скольких перtвона'Чаль_ных ,Предложений, аК!сиом, n~ринимаемых 
без доказательства, т. е. создают ту же иллюз1ию логИчес1кq~:_о. , 
совершенства системы, которую создал себе и своим читате
лнм Евклид. 

В дальнейшем может быть да~·о д:оказательст.во указан
ного признака с исполъзованием симметрии, освобождающей 

. нас от необходимости рассмотрения трех случаев.1 

f. Соотношения между сторонами и уг4ами треугольника 

ПрНtведем в :качесТ1ве примера обнаружение и доказатель-
" ство ,следующего ·своиства: :во нсяком треугольнике ~против 

большего угла лежит большая сторона. 
Учащиеся чертят разносторонний треугольник, измеряют 

два каких-нибудь угла и противолежащие им стороны. На 
вопрос, что они обнаружили, учащиеся формулируют пред
положение «против болЬ'шего у1гла лежит большая сторона». 
Возникает вопрос: во всяком 
ли треугольнике против боль
шего угла лежит большая 

А 

сторона? ', 
Создается положение, у доб- ', 

ное для разъяснения значения i_;;;;.:::::::::.._, ___ _.::::.. 

а 

А 

в опыта и логического· доказа- 8 

тельства. В результате опыта 
можно высказать ·лишь пред

положение о том, что обнару ... 

рис. 22. 

с 
б ' 

женное на нескольких треугольниках свойсТtВо характерно для 
всякого треугольника. Чтобы быть уверенными в общности 
этого свойства, мы должны его доказать. У<чащимся предла
гается сложить 1вы.резанный 1из 1бума1ги т.реугольник АВС, 
в ·котором угол ~ ·больше угла С, так, чтобы верши.на С сов
падала ·С ~вершиной В (1рис. 22, а). Та1к ~как у1гол С меньше 
угла В, то он ~покроет лишь часть угла В и сторона АС 1пре
вращается 1В ломаную АМВ, <которая больше отрезка АВ. 
Таким образом· получили, что сторона АС, лежащая n·ротив 
большего угла В, больше ~стороны АВ, лежащей против мень
шего угла С. 

Доказательство проведено в виде практической работы. 
ВоЗ:никает воn1рос: нельзя ли это же доказательство осуще
ствить без огибания треугольника? Переход к та1кому доказа
тельству уже не п.редста1:3ляет затруднений. Действительно,. 
наложение угла С на угол В может ~быть заменено построе
нием угла Cf3M, ·ра1вного углу С (.рис. 22, б). Ввиду того, что 

-
1 Н. А. Гл а г о л ев. Элементарная геометрия, планиметрия. М., 1954. 

стр. 53. 
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угол С меньше угла В, луч ВМ. пройдет внутри угла АВС 
и пересечет .сторону А С ·в некоторой точ:ке М. Так ·как углы 
при ооно.вании ВС треугольника- ВМ С ра1вны, этот треуголь
ник рав·нобедренный и ВМ = МС. СледоватеJiь·но, сторона 
АС= АМ +"МС может быть заменена ~суммой отрезкоr.r. 
АМ +МВ. Но ломаная АМВ ·больше отрезка АВ, соединяю
щего ее концы, следовательно, и сторона А С больше АВ. 

Приведенное доказательсТ~во, пу:ть ~которого раскрыт в про
цессе вы.пол.пения ~всеми учащимися пракТ1ической работы, 
более доступно им на этом эта1пе, чем содер.жащееся в учеб
нике доказательство «ОТ противного».1 Кроме того, приведен
ное доказательсТ1Во теоремы, фигурирующей в учебнике как 
обратная, содержит в себе аналогию с доказательством пря
мой теоремы. При доказательстве прямой теоремы на боль-

" " " шеи стороне откла,дывают отрезок, равныи меньшеи ·стороне~ 

В приведенном выше доказатеJiь~ве обратной теоремы на 
большем угле о~кладывают угол, ра~вный меньшему. 

Раскрытие а.налоnи.и в ;путях доказательства ПiРедставляет 
собой эффективное tсредство обучения доказател;ьству. 

Целесообразно проанализировать 'На·ши рассуждения, 
выясняя, ·какие ранее извостные истины мы в .них исполь

зовали. 

К такому анализу ·рассуждений ·необходимо приучать уча
щихся с п~рвых ша1гов доказательства. Требование перечи
слить ·все предложения, п,ринИ:.маемые в качестве посылок 

в доказательсТ1Ве, должно часто предъя:вляться учащимся. 

Это один из важных элементов методики обучения доказа
тельству. 

5. Сумма внутренних углов треугольника 

Эюспернменталь1;10 обнаружить, что сумма углов треуголь· 
пика равна 180°, можно сразу же, как только учащиеся 
научились ·измерять углы с помощью тра.нопортира. 

Ученикам предлагается измерить транспортиром углы 
начерченного .в тетради треугольника и СJJОЖить результаты 

измерения. У некоторых учащихся сумма углов треугольника 
получается меньше 180°, у других- больше, но у всех резуль
таты близки ·к 180°, а у некоторых получается даже «точно» 
180°. Учащиеся догадываются, что должно получиться 
180° и другой результат объяt0няется погрешност.ями из
меренrия. 

Таким об:разьм, 1В результате 1пер1вого опыта ~выоказыв,ает
ся пред.положение, что во всяком ·треугольнике сумма в.нуТ~рен-

1 Н. Н. Ни кит ин. Геометрия. Учебник для VI-VIII классов. М., 
1961, стр. 67. ' 
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них углов равна 180°. Если этот опыт не п.роведен раньше 
изучения да1нной темы в систематическом ~Курсе, то целесо
образно его ,провести ~в ~начале урока, посвященного эт9{i . 
теме. 

Высказанное уже ~предположение подкрепляется вторым 
опытом, раскрывающим идею доказательства. У каждого учt

ника заготовлен •вырезанный из бумаги треугольник. Учитель 
предлагает «оторвать» два угла и прилоЖить !1Х к третьему 
так, как он это делает сам на большом треугольнике 
(рис. 23, а). Учащиеся ·замечают, что получили три уrла 
с общей вершиной А. раоr:~оло
женные ~по одну сторону от пря

мой. Следовательно, ·СVМ1ма эт.их 
углов равна 180°. 

Но можем· ли мы быть уве
рены в том, что два луча, схо- В 
дящиеся в точке А, образуют 
прямую линию? Ведь они .могут 
образовать ломанvю, так .мало 
отл1ичающуюся от 1пря1мой, что 

А 

а 

А 

св с 

рис. 23. 

мы этюго не за1ме.тим. Учащие1ся ~пони.мают. что :выполнен
ная нами работ.а еще ·не представляет ·собой доказатель
ства, но она "подсiка:зы1вает путь .к !Нему. Действитель:но, 
вместо то.го, чтобы от.рывать ... два угла· и прикладывать их 

к третьему, .начертим треу~rольни1К АВС (рис. 23, 6) и в вер
шине А проведем луч .АМ, образующий угол МАВ, равный 
углу В, ·и луч АК, образующий угол КАС, ранный углу С. 
Нужно доказать, что лучи АМ и АК образуют одну прямую. 
п.од руководст.вом учителя учащиеся легко обнаруживают, 
что АМ\\ВС и AKl\BC, и так как по аксиоме параллельных 
через точку А .не ~проходит более одной прямой, па:р.аллельной 
ВС, то лучи АМ. и А~ образуют одну п:рямую. Отсюда 
и ·сл~дует, что L МАВ + L А + L КАС = 180° или~ А + 
+ L в+ L с= 180°. . 

Приведенное. доказательство теоремы о сумме у[' лов тре
угольника содержит осыл1ку ·непосредственно на аксиому 

о параллельных и в этом отношении заслуживает предпочте

ния перед другими доказательствами, в которых содержится 

ссылка на теорему об углах при .па·раллельных, являющуюся 

следст1вием этой а·ксиомы. 

НепосредственнС!Я ссыл·ка на аксиому о параллельных об

легчает разъяснение связи теоремы о сумме углов треуголь

ника с этой аксиомой при ознакомлении учащихся (в стар
ших классах) с проблемой пятого постулата и началами 
геометрии Лобачевского. 
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Глава 3. Начала стерwметрии в аксиоматическом стиле 

Приведенное ниже изложение начал стереометрии (тео
рия принадлежности и параллельности в евклидовом про

странстве) не является аксиоматическим в сqвременном 
.смысле этого слова, так как оно представляет собой построе
ние не абстрактной теории, а лишь ее конкретной модели. 
Поэтому мы и говорим о ·построении «в аксиоматическом 
стиле», а не об аксиоматическом построении начал стерео
.метрии. 

Цель такого изложения части школьной геометрии _состоит 
в том, чтобы дать учащимся представление о строгой логи-. 

u " • . t> 

ческои организации аксиоматическои теории, о дедуктивнои 

~еистеме. Вторая сторона -аксиоматического метQда - построе
RИе абстра,ктной теории вне всякой интерпретации - рассма-· 
тривается в 4-й главе на примере теории коммутативной 
группы. . 

Формулировки определений и теорем, изложение их дока
зательств сопровождаются их краткой записью с применением 
геометрической и логической символики. 

Логический аппарат применяется для анализа и у-гочнения 
структуры аксиом, определений и теорем, для выяснения ло-

" гическои структуры доказательств, поэтому почти все дока-

зательства раз1биты на отдельн&rе части. Почти всюду привс" 
дятся две формы изложения: обычная и символическая. Не
обходимо учесть, что применение логической символики и 
логических операций в явном виде возм"жно лишь в том случае, 
если учащиеся хорошо освоились с Л'ОГической символикой, 

" понимают точныи смысл каждоnо символа. 

У нас часто выдвигаются возражения не -только против 
" ·Применения логическои символики, но и против применения 

одной геометрической символики. Многие учителя и методи
сты не про~вляют достаточного понимания значения точного 

языка- символов, в то время как математика все шире поль

зуется этим языком. Благодаря своей точности и ясности 
(однозначности 1смысла каждого римвола) симв·олический 
язык при условии правильного применения и понимания при

обретает воспитательное воздействИе, выходящее за рамки 
математического образования. А. Я. Хинчин, от.мечая ·~оспи-

" "' " " тательное воздеиствие своиственнои математике точности сим-

волики, указывая, что строгая правильность математической 

.символики постепенно становится привычкой учащегося, пи
шет: ,«Но такого рода привычка, приобретенная в какой-либо 
одно:И сфере мышления, неизбежно приводит ~ воспитанию 
и общего стиля мышления учащеnося; он начинает точнее вы
ражаться и в устной речи, и в письменном изложении; в ча-
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стности, он уделяет . больше внимания правописанию, , орфо
графические ошибки переживаются им с такой же остротой 
и таким, же беспокойством, как математические. Мы неизме1;1-_. .< 

но наблюдаем, что ученики, ,научившиеся требовательно отно
ситься ·к точности математической символи}{и, легче и бы
стрее перестают делать орфографические ошибки». 1 

Сказанное полностью относится и к логической символи
ке., так как она по существу является математической. При
меняемые логические операции широко встречаются не только 

в математике, ·их знание повышает общую культуру мышле-
ния учащихся. . 

.Приведенное ниже изложение сопровождается методиче
скими комментариями, анализом отдельных предложений, 
доказательств. Эти отклонения от непосредственного изложе
н~я материала выделены в отдельные пункты. 

Вв'иду того, что нас интересует лишь логич~ский уровень 
изложения материала, мы приводим только некоторые задачи 

на доказательство. Предполагается широкое применение мо-
" " делен и чертежеи. 

В отдельных случаях целесообразно иллюстрировать до· 
казываемое предложение на чертеже или модели, но доказы

вать его следует б-ез чертежа, чтобы формировать у учащихся 
правильное представление о его роли в доказательстве. Одна
ко злоупотреблять такими доказательствами нельзя. 
Мы не будем указывать, где целесообразно применять мо

дель, где только чертеж, а где и то, и другое вместе. Эти 
вопросы относятся к важной педагогической проблеме выра· 
ботки у учащихся пространственных представл~ений и вообра
жения, которую мы здесь не рассматриваем. 

* * * 
01. Для краткой записи и выяснения точного смысла 

высказываний о ·геометрических объектах и ртношениях 
пред~ста1вляется целесообразным упорядочить и дополнить 
геомет,ричеокую символику. 

Условимся обоз,начать точки 1большими латинскими б)"lква
ми А, В, С, ... ; ~прямые -1малы1ми латинскими ·буквами 
а, Ь, с, ... ; плоскости - ~гречес1кими буквами а, ~' "(, ... 

Кроме известных 1из пла·ниме'Dрии символqв отношений 
параллельности, ·ра1венства, ~введем символы для обозначения 
отношений принадлежности, 1пересечен;ия, совпадения. Выска
зывания «точка А принадлежит .прямой а», «точка А лежит 
на прямой а», «Прямая а проходит через точку А»- синони-

1 А. Я. Хин ч и н. О воспитательном эффекте уроков математики. 
Педагогические статьи. М., 1963, стр. 145. 
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мы, так как они выражают одно 1и то же отношение между 

точ~кой А и ~прямой а. Посколыку прямая а может. рассматри
ваться 1Как множество точек, то ~принадлежность точки А 
к .прямой а обозначим символом ~принадлежности объекта 
к множеству-«€». Пр~иведенные выше высказы~ания запи
шутся крат.ко так: «А еа». Аналогично «А е а »- символиче
ская запись .вь11ак,азываний-синонимов: «точка А прина1длежит 
плоскости а», «точка А леж,ит на плоскости а», <<1Плоскость а 
нроходит через точ~ку А». 

Кроме геометричес15ой символики, применим также изве
стную нам логическую ~символику. Отрицания выоказываний 

«Аеа», «Аеа» обозначим со0Т~ветс11венню А~а, А е а. Выска
зыв,ание «точка А не ле?Юит в плоскости а» ,ра1вносиль~но iВЫ
сказы:ванию «точка А лежит вне плоскости· а». Если симво-

лом а обозначим дополненйе множества точек плоскости· а 

до множества точек пространства, то высказывания· А е а 

и А е а равносильны. 
П1рименим также знаки дизъюнкции «V»; конъюнкции 

"Л " ; импликац,ии « -э-- »; кванторы общности (А), (а), (а); 
кванторы сущес11вования (ЗА), (За), (За). 

Конъюнкцию (А е а) Л (Ве а) л (С еа) обозначим союра
щенно еим·волом (А, В, Се а), а конъюН1кцию (А е а) Л (А е Ь)Л 
Л(А е с)- символом (А еа,Ь,с). Последовательность кван
торов (А) (В) (С) обозначим симtВолом (А, В, С), 1 аналогично 
(3А)(зВ)(ЗС)- (3(А, 8, С)). 

Отношение сов1падения обозначим символом «=». Тогда 
.выоказывания «точки А и В 1совпадают», «пря,мые а и Ь сов
падают», «плоскости а и ~совпадают» за1пи1шутоя ,соответствен
но так: «А= В», «а=Ь», «а=~». 

02. Основные простейшие элементы, из которых 'геометрия 
строит свои образы, суть точки, прямые и плоскости. Эти по
нятия принимаются за первоначальные, поэтому они .логи

чес.ки неопределяемы через друnие понятия. 

Точки, прямые и плоскости могут находиться в некотором 
отношении, называемом отношением :п :р и н а д л еж но ст и. 

НекотО'рые .свойс-vва этого отношения цринимаются за исход
ные и составляют ~содержание а;к.си-о м п1рrин адл еж но

с т и, другие же выво1дятся из них логическими средствами, 

- т. е. с ломощью 1п:ра1вил логического вывода, и соста1вляют со

держание теорем. А~ксиомы.. принадлежнос11и составляют часть 
системы аксиом геомет.рии, т. е. системы тех первоначальных, 

" простеиших ·истин, 1подтверж1денных опытом и принимаемых 

1 Буквы для обозначения точек берем с начала алфавита. Большими 
латинскими буквами конца алфащпа - Х, У, ... -будем обозначать про· 
извольные высказывания. 
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без доказательства (поскольку они 1первоначальные, исход
ные), из 1которых все дру11ие геометрические п.редложения 1 

(теоремы) вы,водятюя ,с помощью правил логического вы1вод~"" · . ,,. 

Аксиомы принадлежности 

l.t. Через любые две1 точки проходит одна и только одна 
прямая. 

02.1. Нетрудно заметить, что эта аксиома, известная из планиметрии" 
представляет собой конъюнкцию двух высказываний: 

(А, В) (3а) (А, Веа)-

«для любых двух точек А и В существует прямая а, такая, что А и В 
принадлежат ей» и 

(А, В) (3(а, Ь)) [(А, Веа)л(А, ВеЬ)] -

«для любых двух точек А и В не существует двух прямых а и Ь, таких" 
что точки А и В принадлежат им». 

Первое из этих высказываний выражает существование, второе - един
ственность прямой, проходящей через любые две точки. 

Эту аксиому можно записать символически еще и следующим образом: 

(А, В)(3а)(А. Веа)Д(Ь) [(А, ВеЬ)-;)> (Ь-а)}. 

В этой форме единственность выражается импликацией: «если точки 
А и В принадлежат произвольной прямой Ь, то она совпадает с прямой а». 

Аксиома 1.1 дает нам возможность обозначить символом 
«АВ» прямую, проходящую через точки А и В, так как по 
этой аксиоме такая прямая существует и она единственна. 

1.2. На любой прямой имеется бесконечное множество 
точек. Существуют, по крайней мере, три точки, не лежащие 
на одной прям-ой. 

02.2. Эта аксиом? содержит в первой своей частИ лишнее требование~ 
Достаточно постулировать существование двух точек на каждой прямоЙ' 
и в дальнейшем после введения аксиом порядка доказывается, что их бес. 
конечное множество. Однако из педагогических соображений мы не ставим 
ёебе цель положить в основу изложения минимальную аксиоматику. Это 
значительно ус ... 10Жнило бы развертывание теории. 

Вторая часть аксиомы 1.2 может быть записана так: 
(3(А, В, С))(а)(А, В, Сеа) или (3(А, В, С)) {на)(А, В, Сеа)· 

1.3. Существует одна и только одна плоскость, проходящая: 
v ' v 

через т,ри точки, не принадлежащие однои прямои. 

02.3. Эта аксиома ~представляет собой конъюнкцию двух высказыва~ 
ний, одно из которых выражает существование, а· другое - единствен· 

1 Под выражением «две точки (прямые, плоскости)» понимаем «две 
различные точки (прямые, плоскости)» и обозначаем их различными бук" 
вами. 
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ность nлоск.ЬСти, проходящей через любые три точки, не лежащие на одной 
црямой (такие три. точки существуют вследствие аксирмы 1.2) . 

. (А, В, С)[(3а)(А, В, Сеа) ~ (3а)(А, В, Сеа)Л(~)((А, В, Се~)~(~ = a))J. 

' 
Аксиома 1.3 дает нам возможность обозначить символом 

«АВС» плоскостJ.?, проходящую через три точки, А. В, С, не 
" " " лежащие на од~нои пря.мои, 'Гак как по этои а.ксиоме та~кая 

плоскость существует . и она единственна. 
1.4. Если две точки прямой принадлежат плоскости, то 

" " " все точки ЭТIОИ прямои принадлежат этои же плоскости. 

(а) (А, В) [(А, В е а)-+- (С) ((Се Ад)-+- (Се ·а))] .. 

Опреде.Ление 1. Если в.се точки прямой прннадлежат плое
к-ости, то и сама прямая принадлежит этой Плоскости. 

Ввиду того, что по смыслу этого определения принадлеж-
" ность 1прямои ~ плоскости можно истолюовать и как ·включе-

ние множества точек пря1мой в множество rочек плоскости 
(первое множество - подмножество второ.rю), обозначим 
принадлежность прямой к плорко.сти уже известным нам аим
в~олом отношения включения одного множества в другое и вы

ска.зы·вание «прямая а ,принадлежит плоскосТIИ а» за,пишем 

симв·оличееки так: «а С::а».1 __ 

Определение I может быть записано следующим образом: 
df 

df 
(а С:: а)~ (А)[(Аеа) ~ (Aea)J. 

Символ «~» нам у:же знаком. Он означает, _что эта эквивалентность 
устанавливается самим определением. В этой записи наглядно выступает 
роль определения, как сокращения сложной конструкции 

...,_ 

(А)[(Аеа) ~ (Aea)J 

из объектов и отношений заменой ее новым отношением 

а С:: а. 

1.5. Если две плоскости имеют общую точку (т. е. таку10, 
которая лежит на каждой :нз них),. то они юмею·т еще одну 
общую точку: · 

(а, ~) [( 3 А)(А е а, ~)---+- ( 3 В)(В е а, ~)]. 

1.6. Су_µ~.еству~; по крайней мере четыре точки, не при· 
надлежащие однои плоскости: 

( 3 (А, В, С, D))( 3 а)(А, В, С, De а). 

1 Можно, разумеетСJI, пользоваться и символом а е а; считая при 
,этом, что прямая а принадлежит множеству прямых, образующих плос-
кость а, 

, 



03. ·приступим 1{ вывdду следс~в.ий из аК:сиом принадлеж-
ности I.1-6, т. е. к доказательству первых теорем. ---~ ·r . 

При докавательст.ве теорем мы имеем право пользоваться 
тольkо теми свойствами 1принад.лежности основных объектов 
(точек, прямых и плоскостей), которые выражены в принятых 
1на1ми аксиомах. Поэтому ,мы можем 1вы1полН1ить эти доказа
тельства и без чертежа, особенно если они не связаны с длин
ными рассуждениями. Хотя в более сложных доказательствах 
чертеж играет важную в·спомогаrельную роль, мы никогда не 

должны ссылаться на какое-нибудь подсказанное чертежом 
свойство, которое не оод:ержится ни в аксиомах, ни в ранее 
доказанных теоремах. ( 

Среди теорем, которые .мы сейчас докажем, некоторые уже 
известны нам из планиметрии. Но нас интересует, ка1к они 
выводя·тся из принятых ак,оио.м. Теоремы будем обозначать 
буювой Т с соответствующим порядковым ~номером. 

Т. t. Две прямые могут иметь не более одной общей точки" 

(а, Ь)(3(А, В)) [(А, В е а) /,(А, В е Ь)]. 

Допустим, что какие-ни·будь две прямые а и Ь имеют две об
щие тоЧ:ки А и В. Это Я·вляется точным отрицанием доказы
ваемого предложения: 

(а, Ь)(3(А, 8))[(А, В еа) /\(А, ВеЬ)] ~ 

~(з(а, Ь))(3(А, В))[(А, Веа)/\(А, ВеЬ)]. 

Мы получили, ч:то существуют две точки А и В, через которые 
проходят две (различные) прямые а и Ь: 

.. 
(3 (А,. В))(3(а, Ь))[(А, Веа) /\(А, ВеЬ)], 

' 
что противоречит требованию единственности, вытекающему 
из аксиомы· I.1: · 1 

• i 

(3(А, В))(Н (а, Ь))[(А, Веа) /\(А, ВеЬ)]~ 

*( )(А, В)(3(а,-Ь))[(А, В еа) /\(А, ВеЬ)]. 

(Другой, .непосредственный выв·од Т ..1 путем nреобразования 
формулы, выражающей вrорую часть аксиомы I.1 показан 
-раньше (ч. I, гл. 5.13), где доказана эквивалентность Т. 1 .вто
рой части I.1.) 

· 03.1. Можно; разумеется, более ·детально разъяснить на примере при· 
веденного ' Доказательства, как полученное «Противоречие доказывает 

теорему». 
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Так как аксиома принимается за истинное высказывание, то получен
ное отрицание аксиомы I.1 ложно (закон противоречия). Но это отрица
ние, как мы показали, эквивалентно отрицанию доказываемого предложе

ния. Следовательно, отрицание доказываемого предложения ложно, по
этому само доказываемое предло-жение истинно (закон исключенного 
третьего). · 

Сл?дствие. Две различные прямые либо не имеют общей 
точки, либо имеют тольl{lо одну общую точку. 

Определение 2. Д1ве прямые, имеющие только одну общую 
точку, называются п е р е се к а ю щи м· и с я. 

Высказывание «прямые а и Ь - пересекающиеся» обозна
чим символом «аХЬ». Общая точка двух 11ересекающихся 
прямых назы·вается их т о ч к ой п е р е ·С е ч е н и я. Но с те-

Q • 

оретико-1множественнои позjиции т·очка пересечения двух пря-

мых - пресечение двух 1М1Ножеств 11очек, поэтому высказы.ва

ние «точка А есть точка пересечения прямых а и Ь» можем 
обозначить символом А ==а[1Ь. 

Т.2. Если точ,ка С не лежит 1на лрямой АВ, то точки 
А, В, С не принадлежат одной прям.ой, т. е. не существует 
прямой, проходящей через точюи А, В, С: 

(А, В, С)[ С в Ав--=-э.. (а а)(А, В, С в а)]. 

Действительно, если существовала бы такая прямая а. 
то она,была бы отличной от АВ, так как прямая АВ не про
хюдит через точку С. Тогда для двух точек А и В существо· 
вали бы две прямы·е (разл1ичные) АВ и а, проходящие через 
них, что противоречит 1.1: 

Се АВ /\ ( 3 а)(А, В, Се а)~ а== АВ, 
но по 1.1: 

(А, В в а)-+ (а== АВ) . 

.l\1ы пришл.и .к противоречию, 1сл.едователь·но, хотя· 6ы оди,н из 

членов конъюнкции лож,ный. Так как СвАВ - посылка, то 
ложно 

( 3 а)(А, В, С в а) 
или истинно 

(3 а) (А, В, С ва). 

Т.3. Сущес~твует единственная плоско.сть, проходящая че
рез любую прямую и точку вне ее. 

Выражение «суще.ствует единственная (или сущес11вует 
одна и только 10дна) плоскостб» показывает, что формулиров· 
ка теоремы представляет собой конъюнкцию двух высказы-
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ваний, одно из к1оторых выражает существование, а другое -
единственность плоскости: 

. -
(а,. С)[С в а-.. (3 а:)(С, а в о:)/\ (~)((С, а в~) --:)>(~==а:))]. 

(«Для всякой прямой а и точки С 1вн~е ее существует пл1ос· 
кость а:, проходящая че;рез . прямую а и точку С, и всякая 
плоскость ~' обладающая этим же свойством, ,оовпадает 
с плоскостью а:», т. е. более одной такой плоскости не су· 
ществует.) 

Пусть дана прямая а и точ,ка С вне ее. Так как по аксиоме 
· 1 .2 на всякой прямой существует бесконечное множество то· 

чек, возьмем на пря,мой а две точки А и В. Так как точка С 
не принадлежит пря1мой а, или АВ, то точки А, В, С не ле" 
жат на одной прямой (Т.2), и согласно 1.3 существует единст
.венная плоскость а:, проходящая через эти три rочки. Так 
как точ:ки А и В прямой а принадлежат. плоскости а, то по 
1.4 все точки прямой а принадлежат этой плоскости, и по опре
делению 1 прямая а принадлежит плоскости о:, или плоскость 
а проходит через прямую а. Всякая плоокость ~, проходящая 
через а и С, ·пройдет через А, В и С и lСОГЛа«~но требованию 
единственности из 1.3 совпадет с плоскостью а. 

Приведенное доказательство .оим•волически запишется еле· 
дующим образЮ1м: 

(3(А, В))(А, Вва); (1. 2) (1) 

Сва/\(А,Вва)-+-(3Ь)(А,В,СвЬ); (Т. 2) (2) 

(3Ь) (А, В, Се Ь)-+- (3 а)(А, В, С в а:) /\ 

/\ (~)[(А, В, ,С в~)-+ (~~а:)]; (I. 3) (3) 

(А, В в а) /\(А, В в а:)-.. (а С:'а:); (1. 4, опр. 1) 1 (4) 

Сва~ (3а)(а, Св а)/\ (~)[(а, Св~)-+(~== а:)). (5) 

Т. 4. Для любых двух пересекающихся прямых существует 
одна и только одна плоскость, проходящая через них. 

(а, Ь) [(а Х Ь) -4 (3 а:) (а, Ь L: а:) /\ (~ )( (а, Ь С: ~) Чt- (~ == а) ) ] . 

Пусть а Х Ь И'llfib=:M. Берем тючку А :на прямой а и точ
ку В на прямой Ь (1.2), отличные от М. Так как В отлична 
от М, то В не лежит на пря1мой а (Т .1), и три точки А, В, М 
не лежат на одной прямой (Т. 2). Следовательно, существует 
единственная плоскость АВМ, :проходящая через эти точк1I 
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(1.3). ·Каждая из прямых а и Ь лежит в этой плоскости, так 
как имеет с ней две общие точки (1.4, опр. 1). 

Всякая плосюость ~, П1роходящая через прямые· а ~ Ь, про
ходит также через точюи А, В, М и, .следовательно, совпадает 
с плоскостью АВМ (1.3). 

03.2. Сопоставление этого и других приведенных здесь доказательств 
с обычно приводимыми в школьной практике обнаруживает, что они на
ходятся на более высоком логическом уровне, в них меньше логических 
пробелов. В частности, в доказательстве последней теоремы (Т. 4) 
в школьных учебниках обычно не доказывается, что точка В не ЛЕ;ЖИТ 
на прямой а и что точки А, В, М не лежат на одной прямой, это все 
«Очень хорошо видно из чертежа». Таким образом, чертеж· играет не толь
ко положительную, но и отрицательную роль в доказательстве . 

. . . 
Определение 8. Д13е прямые назы!ваются п ар а л л ел ь н ы

м и, если они лежат в одной плоскости и .не имеют общей 
точки. 

Высказывание «прямая а па-ралл·ельна ,прямой Ь» запис;ы-
вается с.имволичес&и так: «al/b». . . 

03.3. Вы1ражен.ие «прямые а 1и Ь лежат в одной плос:кости» 
нада понимать в с·мысле «существует плоскость, в коrо·рой ле
жат обе прямые а и Ь»: 

(3 а)(а, Ь с:~). 

Выражение «прямые а и Ь .не имеют общей точки» надо 
" понимать в смысле «~не сущест.вует точки, принадлежащеи 

прямой а и прямой·Ь»: 

(3А)(Аеа, Ь). 

Так как по определению прямые а и Ь параллельны тогда 
и толъ~о тогда, ~когда удовлетворяются оба условия, то это 
определение может быть записано символ.:Ически следующим 
образом: 

(а 11 Ь) tf!· (3 а)(а, Ь С: а) /\ ,(3 А)(А е а, Ь). 

Каждое из двух условий, ~ходящих в 9пределение парал" 
лельности, является н·еобходимым условием nаралл·ельности: 

[(а 11 Ь)-э.- (3 а)(а, Ь С: а)] /\ I(a 11 Ь)-+ (3 А)(А е а,Ь)], 

и они только вместе (т. е. их конъюнкция) составляют доста
точное условие~ 

~ (3 а)(а, Ь с: а)/\ (3 А)(А е а, Ь)-э.- (а 11 Ь). 

200 



Тах как параллельность определяется конъюнкцией двух 
условий, то прямы·е не параллельны, когда .не удовлетворяеТ
ся хотя бы одно из этих условий: 

а 11 Ь <Е-+ (3 а:)( а, Ь ::::: а:) /\ (3 А)(А е а, Ь) <Е-+ 

<Е-+ (3 а:)(а, Ь с: а) V (3 А)(А е а, Ь). 

(Здесь применяется правило отрицания конъюнкц1ии: отри
ца·ние конъюнкции двух высказываний эквивалентно дизъюнк-
ции отрицаний этих высказываний.) · 

В·озникает вопрос о существо1в.а1нии двух прямых, не лежа
щих в одной плос·кости, т. е. таких, для которых 'не сущест-
вует плоскоС1'и, проходящей через них. На моделях вокруг 
нас мы j&стречаем много таких пар прямых. Нас же инте
ресует и вопрос о rом, как сущест:&ова1ние та.ких прЯ1мых" вы-
вести логическим путем из а1ксиом и доказанных ра:нее теор·ем. 

Т.5. Существуют две прямые,· не лежа·щие в одной плоско
сти. ·т. е. та·кие, что никакая 1Плоокость;не п1роходит ч·ереэ них. 

(3(а, Ь))(3 ~)(а, Ь с~) или (3 (а, Ь))(а:) а, Ь с а· 

Действительно, пусть А, В, С, D - четы1ре точки, не лежа" 
щие в одной плоскости (существование таких четырех точек 
обеспечивается аксиомой 1.6). Тогда не существует плоскости" 
проходящей через прямые АВ и CD. Если бы такая плос·кость. 
существовала, то по определению 1 точки А, В, С, D лежали 
бы в---этой плоскости: 

(3 а)(АВ, CD с сх) _.,.. (3 сх)(А, В, С, D е а). 

Отсюда по правилу юантрапозиции получаем: 
? 

(3 сх)(А, В, ·с, D е сх) '--. (3 а:)(АВ, CD с а). 

Следствие ~э Т.4. Две прямые, не ле~ащве в одной плос
кости, не имеют общей точки . 

. Дейст,вительно, · 

(3 А)(А е а, Ь)-э. (3 а:)(а, Ь с а:) (Т. 4) 

и по пра1в1илу юонтрапоэиции: 

.... 
(3 сх)(а, Ь с а)--. (3 А)(А е а, Ь). 

Определение 4. Две прямые, 1Не лежащие в ·одной плоско...
сти, называются с кр е щи в а ю tц и м и с я~ 
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Высказыва.ние «прямые а и Ь скрещиваются» обозначим 
символом «а Л Ь». Определение скрещивающихся прямых 
можно символически записать так: 

(а ЛЬ) 1.[ (3({)(а. Ь с а). 
03.4. Можно здесь поставить перед учащимися вопрос, почему в это 

<>преде.ление мы не включаем условие отсутствия общей точки, а в опреде
ленке параллельных прямых мы включили это условие. 

Мы получили в ~результате доказа1нных выше теорем пол" 
ную картину взаимных ра1оположений двух прямых 1В прю
странстве и можем классифицировать их. Классификацию 
производим по двум основаниям: · 

1) существование плоскости, :кюторой принадлежат обе 
прямые (обозначим высказыва.ние (3а)(а, Ь С а) через Х); 

2) существование 01бщей точки двух прямых ( обозн(;lчим 
высказывание (3А)(А е а, Ь) через У). 

Получаем следующую схему: 

Две прямые 

(а, Ь) 

~~~~~~~~-' 1 ------, 
х х 

(лежат в одной плоскости) (не лежат в одной плоскости) 

1 ~ 1 1 
у 

J, J, J, 
(имеют общую 

точку) 
ахь 

(не имеют (прямые а и Ь скрещиваются) 
общей точки) аль 

all Ь 

Выясни·м всевозможные взаимные ра,сположения прямой 
и плоскости. 

Т.6. Плоскость и прямая, не лежащая в ней, не могут 
иметь более одной общей точки. 

(а, а) [а с а_. (3 (А, В))((А, В еа) /\(А, В е а.)) р. 

Действительно, если !Плоскость и прямая имели бы две 
общие точки, то прямаЯ лежала бы в этой ~плоскости (I. ~ 
опр. 1), что противоречит условию. 

Символически это доказательство запишется так: 
ИЗ 

(а, а)[(3 (А, В))(А, Веа) /\(А, Веа)_. (а са.)] 

1 Другой вид запнси: , 

(а, а) [а с::: ал(а:А) (А е а, СЕ)-+ (В) ((В е а, tt)-+ (В- А))]. 
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' 

по правилу контра-позиции .следует 

(а, а)[а с а--. (3(А, В))((А, В е а) /\ (А, В е а))]. ' -
. ' 

Определение 5. Плоскость 'И 1п~ря~мая на.зьJвают.ся ,п ·ер е се~ 
к а ю щи м ,и с я, если он1и имеют толь&о одну общую то.чку. 
Эта ~общая точ·ка называется их т о ч к ой п е р е с е ч 1е н и я. 

Вь~.сказыва,ние «пооскость а и прямая а пересекаются» 
обозначим символом «аХа» или «аХа» (сим:метричность это
го о'Гно.шения 1непосредствен,н:0 следует из определения). Так 
как пл·оскость и прямая П!редста:вляют сюбой два множества 
точек, то их точка :пересечения является общей частью. этих 
множеств, т. е. их пересечение.м. Поэ'Гому выс1{азывцние «А -
точка пер,есечения плоскости а и прямой а» можно записать 
так: А =ana. 

Данное определение можно записать символически так: 

(а Ха)~ (3 А)(А е а, а)/\ (В) [(В е а, а)--. (В= А)]. 

Определение 6. ПлоС'кость и пр1ямая, не имеющие общей 
т,оч:ки, называются пар аллель iH ы ми. 

Вы·сказывание «плос~ость а и пря.мая а параллельны» обо
значим «a/Ja» или «а/1,а» (симметричность этого отношения не 
посредственно следует из опр,едел,ения). 

Определение параллельности прямой и плоскости может 
быть запjи~са1но символически так: 

.(а fl а) '1{ (3А)(А е а, а). 
Получаем следующую ,классификацию ·взаимных .располо-

ж,ений прямой и плоскости по числу общих точек: · 

i 
не имеют общей точки 

а 11 а 
(прямая параллельна 

плоскости) 

Прямая и ппоскость 
(а, а) 

.i 
.i 

имеют общую точку 

1 
1 
.i 

имеют толь

ко одну об· 
щую точку 

аха 
(прямая пе
ресекает 

плоскость) 

.i 
имеют более 
одной общей 
точки: а С:: а 
(прямая ле
жит в плос-

кости) 

Выясним всевозможные взаимные расположения двух 
плоскостей. 
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Т.7. Две плоскости либо не имеют общей точки, либо имеюt 
общую прямую и .все общие точки этих плоско~стей лежат на 
этой прямой: · 

(а, ~)[(3А)(Ае·а, ~) \/ (3с)(с с: а,_~)/\ (С)((Сеа, ~)4 (Сес))]. 

Действите·льно, любые две плос:кости а и ~ .либо не имеют 
общей точюи, либо имеют общую точку А. В· последнем слу
чае. о;ни имеют еще. од,ну общую точку В. Тогда прямая АВ 
пряна·длеж·ит и плоскосm а и плоскости ~ (I.4, опр. 1), т. е. 
являет~я общей прЯ1Мой. Бели плоскости а и ~ и·мели бы ка
кую-нйбудь общую точку С, не лежащую на .прямой АВ, то 
через прямую АВ и точку. С вне ее проходили. бы две различ\" 
HJ?Ie плоскости а и ~, что противоречит Т.3. 

Определение 7. Две плоскости, имеющие общую прямую, 
называются п ер е се к а ю щ и м и ·с я, а обrцая 1прямая ~ их 
л и н и е й п е р е с е ч е н и я. 

Вы·сказывание «плоскости а и ~ пересекаю'I'ся» обоз.начим 
символом "а.Х~" или "~Ха", а высказывание «а - линия. пе
ресечения плоскостей а и ~» - символом «a=an~». 

Данное определение можно За1писать так: 

(а Х ~) ~ (g:c)(c с: а, ~). 

Определение 8. Две плоск<>сти, не имеющие общей точки, 
называются п а р а л л е ль н ы м и. 

, Высказывание «плоскоати а и ~ параллельны» обозначим 
"а 11 ~" или "~ 11 а" (в теоретико-.множественной символике это 
можно записать и та1к: "аП~=0") .. Определение параллель
ности плоскостей запишется так: 

(а 11 @) ~g(C)(C.ea, ~). 

Получаем следующую ·классифи1кацию взаимных располо· 
жений двуi-п.тLО'скостей: 

не имеют Jбщей точки 
(параллельные плоскости) 

(1 11 ~ . 

Две ПJIOCKOCTH 
(а, ~) 

1 
1 

имеют общую точку 
(пересекающиеся плоскости, Т. 7) 

' ах~ 

04. Мы раiОС.матриваем множество точек прямой как упо
рядоченное множество. От.ношение порядка точек на прямой 
обозначим термином «предшествовать» и си1мволом "~ ", т. е .. 
высказыiвание «т.очюа А предшествует точке В» условимся за
писывать так: «А~ В». 
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Это отношение характеризуется следующими аксиомами, 
~оторые мы называем а к·с·и ом а ми пор яд к а: 

. 11.1. Для любых двух различных точек А, В либо А -{ В, 
либо В -{ А, и только одно из двух. 

(А, В)[А ==В~ (А-{ ·в)\; (В-{ А)]. 

Представляя собой сТlрогую диэъiонкцию, эта акси.о:r,1а мо
жет быть выражена 1в ·виде конъюнкции двух высказываний: 

(А, В)[А ==в~ (А~ В) V (В-{ А)] Л (А-{ В) Л (В-{ А), 

·причем второй член этой конъюнкции выражает анtи•си:ммет
ричность отношения предшествования. 

11.2. Для любых трех точек пря~мой А, В, С, если А -{ В 
и В -{ С, то А -{ С (транзитивность отношения предшество
вания): 

(А, В, С)[(С еАВ) ~((А-{ В) Л (В-{ С)-+- (А-{ С))]. 

11.З. Для любых двух раалич.ных точек А, В на прямой АВ 
существует точка С такая, что А ~предшествует С и С пред
шествует В или 8 пр.едш·ествует С и С предшествует А. 

Конъюнкцию (А -{ С) Л (С -{ В) будем писать сокра" 
щенно А -{ С,-{ В. Тюгда аксиома II.3 запишется си1мволи
чооки с.ледуюiци.м образом: 

(А,В)[А=В~{зС)(СеАВ)Л((А-{ с-{ B)V(B-{ с-{ А))]. 

Определение 9. Если точка С удовл·еmоряет одному из 
соотнощений А -{ С -{ В или В -{ С -{ А, мы говори1м, что 
Т1очка С л еж и т. м еж д у точками А· и В. 

11.4. На прямой нет точюи, коrорая nредшествовала бы 
всем остальным,· и iНет т-очюи, К~оторюй предшествовал.и бы все 
остальные. (Множество точек прямой :не имеет ни первого ни 
последнего элемента.) 

(а) [ (3А)(В)(А -{ В) Л (3ё)(В)(В -{ С) J. 
Аеа Вва Сеа Веа 

Аксиомы II.l-4 характеризуют· структуру порядка в мно
жестве точек прямQй, установленную с помощью отношения 
предшество1вания. 

Определение 10. Множество точек, лежащих между точка
ми А и В вместе с точками А и В называется о т р е з к о м 
АВ. 
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Точки, .пежащие между А и В, называются в н у т р е н ни" 
м 1и точками ~или просrо то ч к а м и о т р е з к а АВ, точк1:1 
А и В - его к он ц а ми. 

Как видно, понятие о~трезка определено с помощью отно" 
шения «лежать .между», а это отношение определено с по" 

мощью отношения «предшествовать» ( оп·р. 9); оrгношение же 
«предшествовать» при,нято нами за основное, первоначальное, 

и ·поэтому неопределяемо через другие отношения, оно полу

чает косвенное определение .с помощью характеризующих 

его аксиом. 

При помощи понятия отрезка мы обосновывае.~ часто прм
меняемые выражения «по одну ст.ор.ону» и «по разные сторо

ны» от данной точки:, т. е. понятие полупрямой. 
Т.8. Из трех точек шрямой одна и тоJiько одна лежит ме

жду двумя другими. (Эrо предлюжение не менее очевидно, 
чем акси.омы, но так как оно .не содержится в списке аксиом, 

оно должно быть дока!За.но. Таков за,кон аксиоматического 
построения теории.) 

Пусть на пря.мой даны тр·и точки А, В, С. Применим к точ
ка1м А .и В аксиому II.I и допустим для определенности, что 
А ~ В. Возьмем далее точки В 1и С и применим к ним ту же 
аксиому II.1. Возможны два случая: а) В~ С и та,к как 
А ~ В J те~,. В лежит между А и С; 6) С ~ В. В этом случае 
раосмотрим отношение между .точками А и С. Аксиома II. t 
дает два случая: 61) А~ С' и так как С~ В, то С лежит ме
жду А и В; 62) С~ А и так .как А~ В, следовательно, А ле
жит между В и С. 
Мы доказали, что во всех случаях одна из трех точек пря

мой лежит ме\Жду дву.мя другими, и так как по аксиоме II.l 
случаи а и 6, ~ также подслучаи 61 \И 62 неаовмести.мы, ro еле-

" дует единственность такои точки. 

Т.9. Любая точК!а О прямой разбивает множество точек 
этой прямой на два подмножества так, что любые две точки 
прямой А, В, отличные от О, либо принадлежат одному из 
этих подмножеств, если отрезок АВ не содержит точку О, 
либо принадлежат различным подмножествам, если отрезок 
АВ содержит точку О. , 

В·озьмем две проиЗJвольные, от личные от О, точки прямой 
А и В. По Т.8 ·возможны следующм,е случаи: 

а) О лежит между А и В, т. е. О - т.очка от·резка АВ, зна" 
чит А и В принадлежат различным подмножествам т,Очек; 

6) В лежит между А и О; 
в) А лежит между В и О; в последних двух с.лучаях по 

Т.8 точка О не лежит между А и В, т. е. не является точкой 
отрезка АВ, значит А и В принадлежат одному подмножеству, 

Неоовместимость этих случаев (Т.8) является доказатель-
с1шом -гого, что каждая точка' пр я.мой, от личная от точки О, 
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принадлежит лишь ·одному нз этих подмножеств, ибо точка 
В не ·может одновременно. при1надлежать rому же ~подмноже
ству, что и точка А, и другому, это означало бы, что случай 
а совместим с одни~м из случае.в б ил:~.и в. · " ~ " 

Определение 11. Два п<>дм.ножества точек, <>пределяемых 
на прямой точкой О, называются пол упрямым и или л у-
ч а м и этой пр я1м:0й с н а ч а л о м О. · 

Если две точки прямой А и В принадлежат одной из этих 
полуtпрямых, то говорят, что они «лежат по одну сторону от 

точки 0», если же они приtнадлежат различным полупрямым, 
г,оворят, что они «лежат по разные сто·роны от точки 0». 

04.1. Т.8 и Т.9 показывают учащимся, что очевидность этих предло
жений в аксиоматическом построении теории не принимается в качестве 
довода для обоснования их истинности. Мы здесьt разумеется~ не можем 
устранить все те логические пробелы, которые имелись в построении пла
ниметрии и которые неизбежны на определенном этапе обучения. 
Мы и здесь дал~о не все доказываем (например, мы не доказали, что 
множество точек любого отрезка бесконечно, хотя мы пользуемся по· 
прежнему этим положением, как интуитивно ясным) и не должны со
здавать у учащихся иллюзию логического совершенства нашего построе

ния. Мы должны говорить учащимся, что ряд предложений мы не доказы
ваем, хотя они доказуемы в нашей системе. Наша цель, как уже было 
ранее разъяснено, дать учащимся представление о логической организации 
.теории при ее аксиоматическом построении. 

Как мы уже говорили,· аксиомы II. l-4 ха,рактеризуют по
рядок точек на прямой. Для определения порядка точек на 
ПЛ'ОСКОСТ1И В.ВОДИТ•СЯ ·еще одна аксиом а. 

11.5. Всякая пря.мая а плоокооти разбивает множество 
" " всех точек этои плоскости, не принадлежащlНх еи, на два 

класса (подмножества), обладающие следующи,м свойством: 
если две точки принадлежат различным .кла.ссам, то отрезок, 

определяемый этими точками, пересекается прямой а; если же 
две точки приrнадлежат одному классу, то отрезок, опреде-

" u 
ляемыи ими, не переоекается прямои а. 

Под «разбиением множе·атва на два класса (или подмно
жества)» надо понИ1мать, что, во-первых, каждая точка Э'Dого 
множества принадлежит одному и rоль•ко одному из этих 

клаеоов и, во-~торых, каждый класа не пу·ст, т. е. содержит 
точки данного множества (иначе, если один из классов был 
бы пуст, мы не полуЧ1Или бы разбиеН1ие на два класса). 

Определение 12. Два класса точек, определяемых прямой 
на плоскости, называются п о л у пл о с к о ст я м и этой пло
скости с ребром а. 

О двух точка~ принадлежащих одной из этих полуплос-
" " костеи, говорят, что они «лежат по ·одну сторону от mрямои 

а». О двух точках, принадлежащих 'различным полуплоско

стям, говорят, что они «лежат пю разные стороны от пря-
" мои а». 
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Т.10 (предложение Паша). Пусть А, В,. С.-'I'ри точки, не 
.лежащие на. одной пря.мой. Любая пряма.я а плоскости АВС, 
не проходящая ни через одну из точек А, В, С, либо не пересе
кает ни один из отрезков АВ, ВС, А С, либо пересекает два 
:и только два из этих ·отрезков. (Когда мы говорим, например, 
«прямая а переоекает отрезок АВ», то это аначит, Что прямая 
а пересекает.ся с пр.ямой АВ в точке отреЗ1ка АВ, т. е. в точ
ке, лежащей между А и В.) 

На черт.еже. (ри.с. 24) истинность Т.10 очев~идна. Приве
, дем логическое доказательство, не пользуясь чертежом. 

с 

рис. 24. 

(Можно, разумеется, пользоваться и черте
жом, но так как он фиксирует определен-... . 
ное расположение прямои а О'flносительно 

отрезков АВ, ВС, АС, ro 1не·.помогает здесь 
общим раюауждениям.) . 

П1рямая а либо ·не имеет общей точки 
ни с ()!J(НИ1м из от.рез.:юов ABJ ВС, АС, либо 
м,меет общую точ~ку ·С одни~м из этих отрез~ 
.ков. В первом ,случае теорема доказа1на. 

Докажем ее во втором слу1чае, т. ~· когда прямая а имеет об· 
щую точку с одним из отрезков АВ, ВС. А С. Пусть, например, 
прямая а пересекает оrгрезок АВ. т·огда ·согласно акаиО1ме II.5, 
точки А ,и В при1надлежат .разлиrч1ным 1полvплоак;остЯ1м, опре
деляемым 1пря.мой а/ :на плоскости АВС. Так как по той же 
СlК'СИОМе (II.5) ТО•Ч:Ка с 1аринадлежит либо той IПОЛУJПЛОСКО
сти, в ~торой леж~ит точка А, либо другой, .в которой лежит 
точка В, и только одной из 1них, ro п,рямая а пересекает еще 
JIИбо отрезО1к ВС, либо сmрезок АС и толык:о один из них. Та
ким образО1м, .ПрЯJмая а ли6о не ~пересекает ·ни о,дJИ!Н из .от~рез
ков АВ, ВС, АС, л!Иб.о п~есекает два и толь:юо два !ИЗ 1НИХ. 

Теорема доказана. В этом доказательстве мы ссылались 

на II.5. 
Е.сли утверждение, составляющее содержание доказанной 

-Теоремы, принять за аксИ1Ому, то предложение II.5 може·r 
~ыть доказано как теорема. Это доказательство ~может быть 
.предло:щено учащимся на ·внеклассных занятиях. 

Та·ки1м образом, rпредложения II.5 и Т.10 эюв1иваленmы. 

04.2. В пространстве имеет место предложение, аналогичное аксиоме 
II.5: «Всякая плоскость t'1 де.лит множество всех точек пространства, ей 
:Не принадлежащих, на два класса так, что если две точки принадлежат 
различным классам, то отрезок, определяемый ими, пересекается n!lо
.скостью а, ·если же две точки принадлежат одному классу, то определяе-

мый ими отрезок не пересекается этой плоскостью». 
Эти два класса точек называются пол упр о стран ст вам и с об-

щей гранью а. . 
Хотя это предложение является теоремой, оно может приниматься без 

доказательства, но об этом надо сказать учащимся. Иллюстрация этого 
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предложения на модели весьма убедительна. Доказательство может быть 
предложено как самостоятельная работа на внеклассных занятиях. 

05. Параллель1Ность rе.Оi~етрических элементов в про.стран-, 
.стве рассмотрим в следующем порядке: 

1. Параллель~ность двух прямых. 
2. Параллелыность прямой и плюскости. 
3. Параллельность двух плоскостей. 
05.1. Мы уже уточнили выше (03) определение параллель-

ности прямых. · 
05.1.1. В учебной и научной литературе встречается и другая трактов

ка отношения параллельности (двух прямых,. прямой и плоскости, двух 
плоскостей) .1 Согласно этой трактовке, совпадение элементов рассматри
вается как частный случай параллельности. После определения пересе
кающихся прямых, как таких, которые имеют тол~ко одну общую точку, 
параллельные прямые определяются как прямые, которые лежат в одной 
плоскости и не пересекаются. Таким образом, параллельность во втором 
смысле включает параллельность в первом смысле 1i совпадение. 

При таком более широком понимании параллельность оказывается 
видом общедогического отношения эквивалентности, ибо обладает свой
ствами рефлексивности (a!Ja, так как а=а), симметричности ((aJJ Ь)~ 
~(Ь П а)) и транзитивности ((а 11 Ь) Л (Ь 11 с)~ (а JI с)). Параллельность 
в первом смысле, т. е. не включающая совпадения, не обладает свойством 
рефлексивности.· 

Понятие параллельности во втором смысле, как видно, логически 
более выдержано, кроме того, упрощает формулировки некоторых теорем. 

Однако при изучении планиметрии обычно (и вполне правомерно) па. 
раллельность трактуется в первом, более узком смысле, поэтому вряд ли 
стоит переучивать учащихся старших классщ~ из-за упрощения форму.ли
ровок некоторых теорем. 

Мы знаем из плани1метрии, как постр~оить прямую; парал ... 
лельную дан1ной прямой а :и п·роходящую через данную точ
ку С' вне этой прямой. 

Возникает вопрос: сколько прямых, не пересе.кающихся 
с прямой а, проходят ,через точку С в плоскости, определяемой 
прямой а и точкой С? Из принятых ранее а,ксиом, оказывает
ся, ·не следует единственность та.кой прямой. В таком случае, 
очевидно, одинаково допустимы две возмож;ности: а) либо 
проходит только одна прямая, б) .пибо проходит более од
ной прямой .. 

05.1.2. Здесь учащиеся могут возразить: чертеж наглядно показывае·r, 
что второй возможности нет. Но чертеж этого не показывает. Действитель
но, если обычным способом провести через точку С, достаточно удаленную 
от прямой а, параллель к прямой а, затем провести через точку С еще 
одну прямую под очень малым углом (например~ порядка 0,001 11 ) к этой 
параллели, то мы на чертеже никакими построениями не сможем найти 
точку пересечения этой прямой с прямой а. Таким образом, опыт не опро-

1 Г у ст а в Шоке. О преподавании элементарной геометрии. Сб. 
«Преподавание математики». Пер .. с французского А. И. Фетисова. М., 
1960; G ii n t е r Р i с k er t. ЕЬепе Iпzideпzgeometrie. Hamburg, 1958. 
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вергает вторую возможность. Ее также нельзя опровергиу,;:ь логическим 
путем, исходя и.з принятых иами аксиом. 

П.ервая возможность, и только она, была учтена Евкли
дом, когда он jпринял овою аксиому параллельных, извест-

ную нам из планиме'ГlрtИи. . 
Аксиома параллельных. Через течку вне дан1ной прямой 

проходит не более одной прямой, параллельной данной. 

(а, С)[Сеа~ (3(Ь, с))(СеЬ, с) А (Ь 11 а) А (с ·u а) А Ь=с]. 

(Если вместо «паралЛ1е.льной» говор:ить «~не пересекающей», 
'ГО 1необХ1Одимо~ добавить «В плоскости, определяемой данной 
прямой и точкой вне ее».) · 

05.1.З. Здесь уместно рассказать учащимся, что вторая возможирсть" 
состоящая в том. что через точку С вие прямой а, в плоскости, определяе". 
мой прямой а и точкой С, проходит более одной прямой, ие пересекаю
щей даииую прямую а, оставалась иеисследоваииой более двух тысяч лет~ 
от Евклида до Лобачевского. Более того, ученые этого периода были уве
рены, что второй возможности вовсе иет, и стремились вывести евклидо-
ву аксиому параллельных как следствие из остальных аксиом, т, е. дока

зать ее как теорему, Но все эти попытки оказались безуспешными. 
Великий русский ученый Н. И. Лобачевский (1793-1856) обнаружил 

вторую, равиоправиую с первой, возможность и, учитывая ее, присоединил 
к остальным аксиомам соответствующую этой возможности аксиому 
параллельных: «Через точку вне даииой прямой, в плоскости, определя
емой этой точкой и прямой, проходит более одной прямой~ ие пересекающей 
даииую». , . 

На базе этой системы аксиом Лобачевский развил новую, и ее в кл и
д о в у геометрию. Эта геометрия иазваиа сейчас его именем - г е оме
т р и е й Л о б а ч е в с к о г о. 

Озиакомлеиие учащихся с жизнью и деятельностью Н. И. Лобачев
ского и с некоторыми положениями его геометрии является иитересиой 
темой для занятий математи.ческого кружка и для мате·матического вечера 
учащихся старших классов. . 

Ввиду того, что этот материал достаточно широко освещается в раз-
. личных изданиях иаучио-популяриой литературы, а также в статьях иэ 
опыта виеклассиой работы; мы ие останавливаемся здесь иа изложении_ 
содержания этих вопросов. 

Мы уже выяснили, что две прямые в .пространстве либо 
скрещиваются, либо пересекаются, либо параллельны: 

' 

(а, Ь)[(аЛЬ) \!(а Х Ь) \!(а 11 Ь)]. 

Из определения параллель·ности rнепоаредствен.но .сл·едует. 
симметричность этого отношения: 

(а, Ь)[(а 11 Ь) ~ (Ь 11 а)]. 

Симметр,ичностью обладает и отношение пересечения 

(а, Ь)[(а Х Ь)~ (Ь Ха)], 
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и отношение скрещиваuия 

" 
(а, Ь)[(аЛЬ)-эо. (Ь~а)]. 

f>асомотрим характеристическое свойство отношения па
раллельносТ.и, т. е. такое свойство, которым обладают парал
лельные прямые, но не обладают ни пе1ресекающиеся, ни 
скрещивающиеся прямые. Это свойство составляет содержа· 
ние следующих двух теорем. 

Т.11. Если две прямые _параллельны, то всякая плоскость, 
пересекающая одну из них, пересекает и другую: 

(а, Ь)[(а 11 Ь)-э. (а)((а Ха)~ (а ХЬ))]. 

Доказательство 

1. (а 11 Ь) -э- (3 ~)(а, Ь с::·~). 1. Пусть имеем пару парал-
лелыных пря1мых а и Ь, кото
·рые· (по определению) лежат 
iВ ОДIН•ОЙ ПЛОСКОС1'И /J (рИ~С. 25). 

t- рис. 25. 

2. (а Ха)-:-+ (3 А)(А е а, а); 
(А е а) /\ (а с:: ~) -э. (А е ~). 

3. (А е а, ~) _,.. 
-э. (3/)( l с:: а, ~) /\ (А е /). 

4.(А е а, l)-э. ta Xl). 

5. ·(а, Ь, l с::~)/\ 
Л (l Ха)/\ (а 11 ·ь)_,.. (l Х Ь); 

14* 

2. Полож1И1М, что некоторая 
плоскость а. пересекает пря

мую а в точке А. 
3. Плоскости а. и ~ и~меют 

общую точку А, следовательно 
(Т .7), имеют и общую пря
мую, проходящую через эту 

точку. 

4. Так как точка А принад-
ле:жит прямым а и l, то эти . 
·прямые пересекакmс.я. 

5. Так как три прямые а, Ь 
и l лежат в одной П;I'ОСКОСТИ ~ 
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(l Х Ь)-+ (З В)(В е l, Ь). 
• 

и прнмая l пересекает одну из 
пара.11лелнных прqмых (а), то 
она пересекает и другую (Ь ), 
!lf.бo ~иначе через точку А про
х,одили бы д1ве разл1ичные пря
мые а и l, обе параллельные 
цря1мой Ь, что противоречит 
аwсиоме параллель~ных. 

6. (В е l) /\ (l с о:)-+ (В е о:). 6. Та~к как точка В 1пр.инад-

7. (В е Ь, а) -+ (о: Х Ь). 

лежит прямой l, а прямая l 
лежит в плоскости а, то точ

ка В л·ежит в плоскости а 
( опр. 1). · 

7. Так как т·очка В принад
ле.Ж!Ит плоскости о: ~ прнмой Ь, 
то 1плоок·ость а пересекает и 

прямую Ь. 
Так как мы взяли произвольную плоскость а, пересекаю

щую прямую а, и доказали, что она пересекает и прямую Ь, 
то теорем а доказана. 

Эта теорема выражает необходимое условие параллель
ности двух прямых. Более наглядно это обнару:Живается, если 

" заменить ее по правилу контрапозиции теоремои противопо-

ложной - обра11ной: 

(о:) [(о: Ха)-+ (о: Х Ь)]-+ а 11 Ь, 

или (З о:)[(о: Ха)-+ (о: Х Ь))-+ а 11 Ь, 

или (З о:) [(о: Ха) /\.о: Х Ь)-+ а 11 Ь для любых а и Ь. 

(Если существует плоскость, перес-екающая одну из прямых 
а или Ь и непересекающая другую, то прямые непараллель~ 
ны.) · 

Т.12 (обратная Т.11). Если всякая плоскость, пересекаю
щая одну из двух прямых (произво~ьных), пересекает и вто
рую, то эти прямые параллельны. 

(а, Ь)[(о:)((о: Ха)-+ (о: Х.Ь))-+ (а 11 Ь)]. 

Доказательство 

1. а 11 Ь-+ 
~(зо:)[(о: ха)-+ (о: Х Ь)); 

а 11 Ь....,,.. (30:) [(о: Ха)/\ 
·л(а)(Ь)]. 
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. 2. а 11 ь~ 
-+ [(а Х Ь) V (а ЛЬ)]. 

3. (а Х Ь)-+ --
~ (3 о:)[ (о: Х а) /\ о: Х Ь]. 

4. (а ЛЬ)--. --
-+ (3 о:) [ (о: Х а) /\ о: Х Ь] . 

5. (а Х Ь) V (а ЛЬ)~ 
_,. (Зо:) ((о: Х а)/\ о: Х Ь]; 
(3 о:)((о: Х а)/\ о: Х Ь] ~ 

:~·(а Х Ь /\ алЬ); 
(о:) ({о: Ха)~ 

~·(о: Х Ь)]-+ (о: 11 Ь). 

то сущест'Вует плоскость, пе

ресекающая одну из эт~их .пря· 

мых и не пересекающая дру

гую». 

2. Е·сл1и ~прямые а и Ь не.па
раллельны, то' они либо пере
·секаются, либо 1скрещиrваютсЯ. 

3. Вели а Х Ь, то любая пло
окость, 111.ро:х:одящая через 

прнмую Ь, отличная о.т плос
кости, определяемой прямыми 
а и Ь (Т.4), пересекает d, но 
не пересекает Ь ( опр. 5). 

4. Есл1и а Л Ь, то плоскость, 
прохюдящая через пря1мую Ь 
и 1произ1вольную точку А 1пря-

" мои а, пересеlКает пря1мую а и 

не пересекает Ь (опр. 4). 
5. Мы доказали, что еслt1 

прямые а и Ь пересе1Каются 
мли акрещивают:ся, то сущест

вует плоскость, пересекающая 

ОДjНУ из них и не 1пересекаю

щая · другую, а это .6з1начает 
( оогла.ано сп·ринципу контрапо
зиц1ии) , если такой плос·кости 
нет, т. е. е·сли каждая плос

кость, пересекающая одну 1Из 

прямых, пересекает и дру1гую, 

то эти пря1мые не пересекают

ся и 1не -ок.рещиваю'Гся, ·т. е. па

раллельны. 

Эта теорема вь1ражает достаточное условие параллель" 
НОС'ГИ двух ПJ'ЯМЫХ. 

Таким образом, условие, необходимость которого доказана 
Т.11, а достаточность -Т.1'2, является необходимым 

-
и д о .ст ат о ч н ы м у1сло.вием, или п р из н а к о м, п.арал-

л·ельн1ости прямых. 

Т.11 и Т.12 могут быть сформулированы объединен.но сле

дующим образом: «для того чтобы две прямые были парал· 
лельны, не об х .. ..О д ям о и до ст ат очно, чтобы всякая 
плоскость, пересекающая одну из них, пересекала и другую» 

или <<две прямые параллельны, е с л и и т о л ь к о е с л и 

всякая плоскость, пересекающая одну из них, пересекает 

и другую». 
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Эта объеди1ненная ~му.лировка представляет собой 
конъюнкцию 

[ (а.) ((а Х а) --)- (а. Х. Ь)) --)- (а П Ь)] /\ [ (а U Ь) -+ (а.) ( (а. Х а) ~ 

~(a.Xh))], 

или эквивалентность 

(a.}f( а.Ха)~ (а. Х Ь)] <++(а 11 Ь). 

O.S.1.4. Как известно, характеристическое свойство объекта или отно
шения может служить для определения этого объекта или отношения. 

Можно предложить учащимся следующую задачу: .две прямые будем 
считать, по определеRию, параллельными, если всякая плоскос:гь, пересе

кающая одну из иих, пересекает и другую. Исходя из· этого определения, 
доказат~. что: l) всякие две параллельные прямые лежат в одной пло
с.кости и 2) ие имеют общей точки, т. е. исходя из 

(а 11 Ь).!}.!._. (а) [(а Х а)-+ (ct Х Ь)], 
доказать: 1) (а U Ь)-+ (3 а) (а, Ь с: а); 

2) (а 11 Ь)-+ (а А) (А е а, Ь). 

Доказанный выше признак паралл,ельност.и прямых 
(Т.11, Т.12) позволяет весыма просто доказать свойство тран
зитивности параллелИЗ!Ма в пространстве. 

Следствие. Если прямая а параллельна прямой Ь и пря· 
мая Ь. ~параллельна пря1мой с, то прямая а параллельна пря
мой с . . 

(а, Ь, с)[(а 11 Ь) Л (Ь 11 с)-)- (а 11 с)]. 

Д о_ к а з а т ел ь с т в о 

Возьмем произвольную плоскость а, пересекающую пря
мую а. 

(а 11 Ь) /\ {а. Х а) --)- (а. Х Ь) (по Т. 11 ) , 
• 

(b!lc)f\(a.Xb)--)-(a.Xc) (по Т. 11). 

Мы доказали, что произвольная Плоакость, пересекающая 
пря.мую а, пересекает и прямую с, т. е. 

(а.) [(а. Х а)--)- (а. Х с)]. 

Из этого предложения и Т.12 по правилу заключения сле
дует а 11 с. 
· 05"2. Мы уже определили параллельность прямой и nлос

кост.и (onp. 6). Существование прямой, параллел·ьной пJЮС
кости, доказывается следующей теоремой, выражающей при
знак параллельности пря·мой И плоскости. 
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Т. 13. Для того чтобы прямая вне плосмст.и была парал
. .пельна плоскости, не о б·х од им о iИ до ст ат очно, чтобы 
она была параллельна какой-нибудь прямой, принадлежа-. 
щей. этой плоскости. · · · 

Доказательство 

1) Докажем достаточность сфор.мулнрованного усло
вия, т. е. 

(а, а)[а с:: а/\ (а 11 Ь) /\ (Ь с:: а)~ (а 11 а)] (рис. 26). 
' 

а 

ь 

рис. 26. 

Пусть а 11 а. 

). ac::a/\alla~(aXa); 1~ Так как а Са и а 11 а (1по 
допущению}, то а Ха (исходя 
мз классифи1кацни т.заамных 

" " ра.аположении ПJРямои и плос-

1костм}. 
2. (а Ха)/\ (а 11 Ь) ~(а Х ~); 

(а Х Ь) 7 Ь с:: а. 
2. Так как а Ха и al/b (па 

у~словию), то а..ХЬ (Т. 11), т. е. 
Ь С а. · 

Мы получили: 

а с:: а /\ (а П Ь) /\ а Н а~ Ь с:: а. 

Отсюда по правилу ра1сwиренной контрапозиции получаем: 

а с:: а/\ (а 11 Ь) /\ (Ь с:: а)~ (а 11 а), 

т. е. ro, что треоовалось доказ1а ть. 
2) ДQкажем · необходимость сформули·рованного усло

вия, т. е.. . 
(а, а)[(а 1 а)~ (3 Ь)(Ь. с:: а) /\ (а 11 Ь)]. 

215 



Для доказательства достаточно найти та1кую прямую, J<jO· 

торая лежала бы в плоскости а и была бы параллельной пря· 
МIОЙ а. 

1. А€ а; 

2. (Ь 11 а) /\ (А€ Ь); 

3. (А€ а, Ь) ~ Ь 11 а; 

4. Ь 11 а~ ( Ь Х а) V (Ь С а); 
5. (а Х Ь) /\ (б [( а)~ (а Х а); 

6. Ь n а/\ Ь Ха~ (Ь С а}. 

Мы доказали, что 

1. в.озьмем на плоскости а 
П'РОIИЗВОЛЬ·ную точку -А. 

2. П·роводим через точку А 
прямую Ь" параллельную пря
мой а. 

3. Прямая Ь и плоскость а 
и,меют общую точку, поэтому 
·они ·непа1раллельнь1. 

4. Прямая Ь пе·ресе.кает пло-
" скость а или ~принадлежит еи. 

5. Но осл1и плоокость а пере" 
секает ~прямую Ь, то пе.ресе-

" кает и параллельную еи пря-

мую а (Т .11), что противоре
чит уrсл ОВ'И Ю. 

6. Так как п~рямая Ь 1непа
раллельна а и не пересекает 

" ее, то .о.на принадлежит еи. 

(а, а)[(а 1i а)~ (3 Ь)(Ь с а)/\ (Ь 11 а)]. 

05.2.1. Целесообразно решить некоторые задачи на доказательствоt 
требующие применения признака параллельности прямой и плоскости, как 
например: 

1) Если прямая параллельна плоскостиt то этой же плоскости парал
лельна и всякая другая прям:ая. параллельная данной прямой и не при
надлежащая этой плоскости. 

2) Существует одна и только одна плоскость. проходящая через одну 
из скрещивающихся прямых и параллельная другой. 

(Задачу 2 целесообразно иллюстрировать не только на чертеже, но и на 
модели. ибо изображение скрещивающихся прямых не обладает достаточ· 
ной наглядностью.) 

05.3. Сущест~вование параллельных плоскостей доказыва-
" " ется следующеи теоремои. 

Т.14. Существует единствеНJная пл1оскость, параллельная 
данной плоскост:и и ·проходящая через данную точку, не при-

" . 
надлежащую даннои плоскости. 

Эта теорема представляет собой конъюнкцию двух выска
зываний; одно выражает существование плоскости с указан· 

" - " ными своиствами, другое- единственность этом плоскости: 

(а, Q)[(Q €а~ (3 ?)((~ 11 а)/\ (Q € ~)) /\ (~')((~' На)/\ (Q € ~') ~ 
~ (~'=~))]. 
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.а) Доказател9ство существования 

1. Р 6 а; . 

2. (m, п с: ~) /\ ( Р е т, п); 

JJ 

• 

1. Берем произволь·ную rQч- , 
ку Р на ~плоскости а. 

· 2. П1роводим через не~ в этой 
плоскости две произвольные 

прямые т и п (рис. 27) . 

рис. 27. 

3. (m' 11 т) /\ (п' 11 п) /\ 
· /\ (Q е m'n'); 

4. (m' Х n') ~ (3 ~)(т', 
п' с~); 

5. (а Х ~) ~ (3/)( l с: а, ~); 

6. т с:~ /\ (т 11 m') /\ 
/\ (т' С ~) --э-- (т 11 ~ ); 

п с:~/\ (п Н п') /\ 
/\ (п' с:~) _... .(п 11 ~) •. 

7. (т 11 ~) /\ (l с:~)--э--m х l; 
(п 11 ~) /\ (l с: ~) ~ п Х l. 

8. (m,lc:a)f\niXl/\ 
/\ т == l ~ (m Н /); 

(п, l с: а) /\ 
/\ n-X-l f,1 n == l ~ (п l\ l). 

3. п POBOJIJИiM через точку Q 
прямые т' и п', соответствен
но параллельные т и п. 

4. Существует плоскость ~) 
проходящая через пересекаю

щиеся прямые т' и n' (Т. 4). 
Докажем, что ~ 11 а. 

5. Если э1ш плоакости пере
секаются, то они имеют общую 
П1ря1мую l (опр. 7). 

6. Та1к ,каrк прямые т и п со
отrве'Dственно параллельны пря

мым т' и n' ПЛОСК~ОСТИ ~t то 
u 

о.ни па1раллель·ны этои плос.ко-

1сти (Т. 13). 
7. Так как п.рямые т и п 

параллельны плоскоСТ1и ~, а 
прямая l лежит 1в этой плос·ко
сти, то т ,и п не пересекаются 

с прямой l (опр. 6, опр. 1). 
8. Та1к как .пря1мые т и пне 

пересекают ~прямую l, лежат с 
ней в ОДiНОЙ плос~кости а и не 

u . 

rсовпадают ·с 1неи, то они па--

раллельны ей. 

Мы получили, что в плоскости а две прямые т и п про
ходят через т·очку Р .и юбе параллельны прямой l, что проrrи
воречит аксиоме параллельных. Следовательно, а11 ~. Так как 
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~ХVУ)лХ -э-- У тождественно-истИrнная формула, то имеет ме-
11 -

.XVYX 
·сто правило вывода у' , юоторое мы здесь и приме-

нили: 

(а Х ~) V (а 11 ~),а Х ~ 
а 11 ~ 

б) Д о к а з а т е л ь с т в о е д и н с т в е н н о ст и 

1. (3 ~')( Q б ~') /\ (~' 11 а.). 1. Пусть через· Q проходит 
еще одна ПЛОО!(ОСТЬ ~', ·Парал

2. (~' 11 а ) /\ (т С: а.)-э-- · 
~ (т 11 ~'); 

(~' 11 а.) /\ (п с:а.)-+ (п 11 ~'). 
. 3. (Q е т', ~')-э--

-э-- (т' Х ~') V (т' с:~'); 
(Q б п', ~') -э--

-+ (n' Х ~,) V (n' с:~'). 

4. (~' Х т') Л 
/\ ( т' 11 т)-э-- .(~' Х т); 

(~' х- п') /\ (п' 11 n)-э-- (~' Х п). 

5. ~' X·m Л ---
(\ (т' 11 m)-+- (~' Х m'); 

~' Х п /\ (п' 11 п) -э-- ~' Х п'. 
6. ~, Х т' -э-- (т' с:~'); 

~' Х п' -э-- (п' с:~'). 
7. (т' Х n') /\ (т', п' с:~) Л 
Л (т', п' с: ~')-э. (~' = ~)· 

лелыная плоскости а.. 

2. Тогда ~прямые т и п бу
дут ~па~раллельны ·плоакости 

~' (опр. 1, опр. 8). 
3. Так как прямые т' и n' 

~проходят через , т.оч.ку Q пло
ско.s:m ~', он1и ,м·огут ~пересе
iКать эту /ПЛОСIКОСТЬ ИЛ'И лежать 

JВ .ней (толь.ко одно из двух). 

4. Но если плоакость ~' пе-_ 
ресечет прямые т' и n', то она 
~пересечет и 1параллелыные им 

п·рямые т и п (Т.11). 

5-6. Следователь:н.о, по ука
занному выше пра·вилу выво

да, прямые т' и п' лежат 
IВ-IIIЛOCIKOCТИ ~'. . 

7. Но через две пересекаю
щиеся прямые т' и п' п.рохо· 
дит единственная ~плоскость 

(Т.4). 

СледователЬ'но,_ ~, = ~. 
Из доказанной выше теоремы (Т.14) непосредсwенно вы

водятся важ:ные следст1вия. 

Следствие 1. (Признак паралл·ель·ности двух плоскостей.) 
Для того чтобы две плоскости были параллельны, необходимо 
и достаточно, чтобы две пересекающиеся прямые оди·ой плос
кости были соответ.ствен1но параллельны двум прямым другой 
.плоскости. 

Достаточность этого признака непосредственно следует 
.из доказательства Т .14, так как в нем мы построили две пере
секающие-ел прямые одной плЬскооти, соответ.ствен:но парал-
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Jiельные двум пря1мым дР.уrой плоскост.и, и доказали, что эти 
плоокости параллельны. 

Необходимость эroro признака оч.евидна. Действительно, 
если. плоск~ти а и f3 параллелЫiы, ro всякая прямая одной 
из , н.их параллельна другой. Поэrому если взять две :пересе
кающиеся прямые т и п плоскости а, то (т 11 ~) Л (п 11 ~). 
Ло Т.13 (используя 1необходи.мость признака- параллельности 
прямой и плоакосm) получаем: 

(3(т', n')) { (т' ,п' с: ~) /\ (т П т') /\ (п 11 п')]. 
05.З.t. В связи с признаком параллельности двух плоскостей возни- " 

кают такие вопросы: 

l) Не достаточно ли, чтобы одна прямая одной плоскости была па
раллельна прямой другой плоскости, чтобы эти .плоскости были па
раллельны? 

.2) Существенно ли условие пересечения двух прямых? 

рис. 28. рис. 29. 

Чтобы ответить на первый вопрос, достаточно взять две пересекаю
щиеся плоскости а и ~ (р'Ис. 28) и в одной из них, например ~, провести 
прямую m, параллельную линии пересечения l. Мы получили: 

что эквивалентно: 

(тС~)л(т\1 l)Л (lСа)л~ 

(mC~) Л (т 11 l) Л \lCa)~(a 11 ~l· 
Для ответа на второй вопр'ос достаточно опустить условие пересечения 

.nвух прямых, т. е. потребовать лишь, чтобы две прямые (m, п) одной 
ПJ1оскости были соо·тветственно параллельны двум прямым (т'. n') другой 
плоскости. В этом случае, если т 11 п, то плоскости а и ~ не обязательно 
параллельны. Действительно, взяв две пересекающиеся плоскости а и ~ 
(рис. 29) и проведя в плоскости ~ прямые т и п параллельно линии пере
сечения l, а в плоскости а - прямые т' и n' также параллельно l, по
лучаем: 

(т, п С~) Л (т', n' С а) Л (т 11 т') Л (n 11n')Ла11 ~. 

Таким образом выясняем, что нельзя ослабить требование, содержа
щееся в признаке параллельности плоскостей. Это разъяснение целесо
образно иллюстрировать на модели . . 

Следствие 2. Для любых тре~ различных плоокостей 
а, р, у имеет место 

( tX 11 ~) /\ ( ~ 11 i) ~ ( tX 11 i) 
(свойотво транзитивности). 
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Действитель1Но, пуст.ь а 11 1· Тогда (3С) (Се а, 1) и мы полу
чили, что через тючку С прохо~ят две различные Плоскости 
(а и 1 ), параллель1ные плоскости {3, что противоречит Т.14 
в той части, где она ут'верждает единст,венность тако~ ·плос-
кости. . 

Следствие 3. Е.сли две плоскости па1раллельны, то всякая 
плоскость, пересекающая одну из них, пересекает. И другую: 

(а,~) [(o: fl ~)~ (1)((1 Ха)~ (1 Х ~))]. 

ДеЙСТВИТеЛЬНЮ, f.СЛИ 1Ха, ТО li/~, Ибо ПО СВОЙСТВУ траtН
ЗИТИ1ВНОСТИ (следствие 2) 

(1 11 ~) /\ (~ 11 а) --t (1 11 а). 

05.3.2. Нетрудно показать, что имеет место и обратное предложение:· 

(а, ~) [(1) ((1 Ха)~ (1 Х ~))~(а 11 ~)]. 

Докажем это предложение способом «от противного», т. е. заменим 
его по принципу контрапозиции эквивалентным предложением: 

рис. 30. 

rillf ~ (1) [(j Ха)~ (1 Х ~)]·или 

(а Х ~) ~ (Зi) [(1 Х а)л1 Х ~J" 

Берем две пересекающиеся пло
скости а и ~ (рис. 30). На одной 
из них, например а, берем произ
вольную точку Р и через нее 
проводим плоскость 1, парал~ 

лельнуrо плоскости ~-
Мы подучаем: 

(а Х ~) ~ (tП) [(1Ха)А1 Х ~]. 

Таким образом, имеет место признак параллельности плоскостей, ана
логичный признаку параллельности прямых (Т. 11, Т. 12): «Для того 
чтобы две плоскости были параллельны, необходимо и достаточно, чтобы 
всякая плоскость, пересекающая одну из них, пересекала и другую». 

Этот признак необходим вследствие и;стинности предложения: 

(а 11 ~) ~ (1) [(1 Ха)~ (1 Х ~)] 

и достаточен вследствие истинности обратногС? предложения: 

(1) [(1 Х а)~ (1 Х ~)] ~(а 11 ~). 

Можно предложить учащимся самостоятельно доказать еще одиR 
признак параллельности плоскостей: 

(а 11 ~) ~ (а) [ (а Х а) ~ (а Х ~)]. 

06. В связи с изучением взаимного расположения двух 
плоскостей целесообразно рассмотреть и взаимное располо-
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жение трех плос.костей. Все случаи взаимного расположения 
1рех плоскостей могут быть получены в результате обосно
ванного :исс.педования и иллю,стриР'ованы на моделях и чер-· 

·теж ах. 

Ниже приводит,ся это исследование. 

Пусть имеем три различные плоокости а, fJ, у. 

Различаем два случая: 
.А. Какие-нибудь две из трех 

7 плоскостей параллельны. d 
В. Никакие две плоскости не па- --------
vаллельны, т. е. данные пло

скости попарно пересекаются. _Л_!з ___ :? 
Рассмотрим отдельно каж-
" дыи из этих случаев. 

А. Пусть all/J. Тогда пред
ставляются сл~дующие воз

можности: 

1) rll/J и так как /Jlla, то 

_cf_t ____ ? 
рис. 31. 

11\\а (1по свойству транзитивности). В этом случае получаем 
три п·араллельные плоскости (рис. 31). 

2) т Х ~' тогда (1 Х ~) Л (~ 11 а.) ~ (1 Ха.) (по следствию 3 
из Т.14) и (3а)(аС~,1), (3Ь)(ЬСа,1). 

Нет1рудно доказать, что аНЬ. Действительно, 

(а, Ь с 1) ~(а Х Ь) V (а 11 Ь); ( 1) 

(а Х Ь) ~ (3 С)(С е а, Ь); (2) 

(Се а) /\ (а с ~) ~ (Се~); (3) 

(СеЬ)/\(Ьса.)~(Сеа.); (4) 

(с€ а.) /\ (с€ ~) ~ а. 11 ~' (5) 

что противоречит условию a\\/J. 
Следовательно, аХЬ и поэтому 

рис. 32. а\\Ь. В этом случае получаем 
две параллельные плоскости 

(а и {J), пересекаемые третьей по параллельным прямым 
(рис. 32). ... 

·Б. Пусть никакие две из трех плоскостей а., ~, 1 не парал
лельны, т: е. а. Х ~' ~ Х 1, 1 Х а.. 

Тогда либо ка.кие-нибудь две из трех линий пе1ресечения 
совпадают, либо ни1ка,юие дне не совпадают. 
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1) Пусть (а С:«, ~) Л (а С:~' 1), отсюда следует, что 
(а С:«, 1), Т. е. ВСе ТiрИ ПЛОСКОСТИ ИМеЮТ общую прямую_ 
(рис. 33). . 

2) Пусть а С:~. 1 и Ь С: 1, а. и с С: а., ~, причем а, Ь, с - раз· 
ЛJичные пря;мые. Ра·осмотQим какие-нибудь две из них, напри
мер, а и Ь: 

. 
(а, Ь с: 1)-Э~- (а Х Ь) V (а 11 Ь). 

~ 

а) Пусть аХЬ. 

о (а Х Ь) -+ (3 А(А е а, Ь); (1) 
JI 

(А е а) Л (а с: ~)-Э~- (А е ~); 
/ 

(2) 
" - jJ 

(А е Ь) Л (Ь с: а.)-Э~- (А е а.); (3) / 
/ 

(А е а., ~) Л (с с: а., ~) -Э1- (А е с). (4) 
рис. 33. 

В этом случае вс·е три плоскости имеют одну и толыко одну 
общую точку: (А е а., ~. 1) (:рис. 34). . 

б) Пусть · allb. 
В этом случае имеем и bJJc. Действительно, 

(Ь, с с: а.)-Э~- [(Ь Х с) V (Ь 11 с)], 

но если Ь Х с, то по предыдущему (а) имеет место и а Х Ь, что 
проти.воречиr условию. 

Та1ким образом, в этом случае три плоскости, попарно пе· 
ресекаясь по параллельным прямым, не имеют общей точкк 
(~рис. 35). 

06.1. 1( аналогичному ис·следо.ва1нию приводит :нас доказа
тель·ство теоремы Дезарга !В пространс'Т1в·е. Эта те.оре.ма может 
быть .предложена учащимся в следующей формулировке. , 

Пусrь даны две различные плоакости АВС tН А 1В 1 С1 (это
значит, в частности, что rочК~И А, В, С, так же как точки 
А1, В1, Cf, не лежат на одной прямой). 

Доказать: если прямые АА 1, ВВ1 rи СС1 проходят через одну 
точку или паралдельны, то .пары пря.мых АВ и AiB1, ВС и В1С1, 
А С и А 1С1 пересекаются в точках, лежащих на одной прямой" 
или же параллельны, и обратно. 

07. На этом !МЫ завершаем tНаше изложение. 
Очевидно, целесообразно разъяон:ить учащи!м1ся, что приня

тые ·нами аксиомы (l.1-· 6, 11.1-5 и аксиG1ма параллельности) 
еще недостаточны для обоснования ·всей геометрии. В част
ноСТIИ, на базе толыко эт,их а~иом мы не може·м строоо обо
сновать теорrию равенства геометричес1ких фигур, теорию 
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подобия~ те0tрию измерения геом,етрических · вел:ичин (длины,.. 
площади, объе.ма). · 

Для строгого обоснования ЭТfИХ теорий :необходимы новые: 
а·юс:иомы, которые вместе с пр.инятыМIИ нами 100Ста·вляют си-. ""-, . 

А 

ь 
о 

с 

рис. 34. рис. 35. 

стему аксиом, представляющую аобой геометрическую базу" .,. 
на коrrорои развертывается вся евкл.идова геометрия с по-

мощью средств вы.вода, взятых из определенной логической 
си1сr1'емы, образующей логический язык геометр.ни. 

Учащи:мся необходимо еообщить, что не следует занимать
ся ,реконструкцией всей уже изученной .части геометрии (пла
ниметрии) на аксиоматической основе и что будем польза~ 
вать·ся в стереометрии всеми имеющимися у нас сведениями . 
.из пла·ниметрии. 

Глава 4. Конкретные модели и абстрактная теория 

01. Мы уже. говорили о двух сторонах аксиоматического· 
метода построения теори1и: .а) логической организации теории 
с и1спользованием опреде~л:енног·О логического языка и б) 
а1бстрагирова1нии теории ,от конюреТ1ной приiроды раосматри-· 
ваемых объектов и \Конкретного ·Смы·сла отношений между· 

ними (гл. 1). , 
Мы также показ.али (ч. I, гл. 5 и ч. II, гл. 3), как в школь-· 

ном обучении может быть разъя.снена пер1вая сторона. В на·
стоящей гл-аве рас.сма:гривается вопрос о воЗtможности озна

комления учащихся со второй стороной современного аксио-. 
матичеакого метода на примере :перехода " от юонкрет~ньrх 
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моделей к абстракт~ной теории и от нее к друnи~м конкретным 
моделям. 

Естественно возникает вопрос: достижима ли вообще 
в ш.к;ольном обученИ1и такая 1ступень абстракции, которая 
свойственна современной аксиоматиз.ированной теории? В та
ком общем виде вряд ли МОЖНО •Ответ~ить 1на этот 1ВОпрос. В1се 
зависит от предшествующей подготовки учащихся, от выбора 
теории, на примере которой мы реализуем переход от конкрет
ной ·Модели (или конкретных моделей) 1к абстракт,ной теори1и 
и от нее к другим конкретным 1моделям, а также от методиrки 

осуществления этого перехода. · 
Следует отмеТ1ить, что ~речь идет лишь об ознакомлении 

учащихся с уровнем абстракции современnой математиче-
" . 

с1кои теории; а не ·О достижении этого уровня в школьном пре-

подавании математики. Это ознакомление даст возможность 
раскрыть значение многозначности современных математичс

сюи~ теорий, о которой мы уже говорили (гл. 1). 
Прежде всего выясним, в .каком а1спекте могут быть разъ

яснены учащимся старш1их классов важные понятия изомор

физма и модели, без которых нельзя понять сущность совре
менного аксиомат~ического метода. 

02. В традиционной логике аналогия рассматривается как 
вид умозаключения, в котором от сходства предметов в одних 

признаках заключают о 1сходстве этих предметов .в других, 

причем это заключение является лишь вероятным, а не до~ 

стоверным. Поэтому а'налогия не может служить методом 
доказательства, она может при.меняться лишь для обнаружи
вания новых истин, которые подлежат доказательетву уже 

другими средствами. 

В основном к этому сведена роль аналогии в традицион·· 
" нои ·практике препода1ванJИя математики, причем ее примене-

ние весьма ограничено. В этом также выражается разрыв 
между установившейся практикой преподавания и современ-

tl u ' u u 

нои математиком, про1Низаннои духюм аналогии. 

Аналогии служат базой процесса обобщения и абстрагиро
вания, 1осуществляемого в связи с аксиоматизацией теории. 
Заключения по аналогии, относящиеся к изоморфным мно
жествам, при некоторых условиях достоверны. 

Нам представляется, что понятие изоморфизма должно 
и может быть разъяснено учащимся старш1их классов на не· 
которых важных примерах. 

В качестве пер1вого такого при.мера расамотрим изомор" 
физм множеств веществе1Нных чисел и точек прямой. 

Пусть D - множество вещест·в,енных чисел, а, Ь, с, ... 
х, -· у".- вещественные числа, т. е. а,. в, с, ... , х, у, ... , е D, 
1:f «<»-знак отношения «~еньше», установленного в этом 
множестве. 

224 



Пусть Т - множество тоqек прямой, А, В, С, ... - точки 
прямой, А, В, С, ... еТ и -<<~ »-знак отношения «nредще-
ствует», установленного в этом мноществе. ., 

-Эти множества с 1введенныМ1И в них отношениями [D, <] 
[Т , ~ ·] обнаруживают глубокое 1сходсТ1во, хотя_ внешне он1И 
разл.ичны: элементы 1одного :множества - чи·сла, другого -
точки, отноше~ия имеют раз:Л.ичный конкрет~ный смысл. Это 
сходство выражается в возм~ожности установления такого 

взаимно-однозначного соответствия между элементами этих 

двух множест.в, которое сохраняет ~отношение порядка. 

Дальше мы разъя·аним, что ~надо понимать Под выражением 
«соответствие сохраняет отношение порядка». 

У становим соответствие между множеством вещественных 
чисел и множеством точек пря~мой .следующим образом. Возь
мем >на прямой произвольную точку О. Эта точJ{а определяет 
на 1Прямой две .полупрямые, 1 одну из которых назовем поло· 

u u 
жительнои, другую - о-грицательнои. 

. .Произвольной точке прямой М постави·м в ~соответствие 
вещественное число х так, что 1 х 1 равно дли1не отрезка О.IИ, 
при выбранной единице длины, х>О, если М пр1инадлежит по
.ложительной полупря1мой, и х·<о, ·если . М принадлежит от-

u ... 
рицательнои полупрямои. 

Если М =====О, то принимается х=О. 
Обоснование сущест~вования и взаимной ·однозначности 

такого соответствия требует применения, кроме обыч.но рас
сматрива·емой в школьной геометрии а:к:си01мы Ар:х~имеда, еще 
и а:юсиомы Ка1нтора. Разъя.снение учащ.имся старших классов 
сущност.и этой аксиомы не вызывает особых затруд1нений. 
Это можно сделать именно в связи с у.становл-ением того, что 
всякому вещественному числу при ,выборе точки О (начала), 
на.правления и единицы длины соответствует определенная 

(единственная) точка прямой. 
Случай, когда данное число рациональное, не требует при

менения а:ксиомьi Кантора и решается просто с помощью 
элементарного построения. Случай, ·когда данное чИ:сло ирр~~ 
циональное, может быть расамот~рен в следующем аспекте. 

Пусть, на·пример, веще.ств.енное число х ~выражается сле
дующей бесконеч;ной, де.сятичной, непериодической дробью 
х=2,34152 ... 

Есл1и существует точка М, соответствующая этому числу, 
то длина отрезка ОМ должна равняться х. 
Мы можем найти (по первому случаю, юоторый .мы здесь 

не рассмотрели) то..чки А 1 и В1, соответствующие рациональ
ным Ч.I-J.слам 2, 3 и 2, 4, т. е. приближенным значеН1иям х 
с точностью до О, 1 с недоста1.'!ком и с избытком соответственно. 

"Бели точка М существуе·т, то ОА 1 <0М<ОВ1" т. е. rочка 
М лежит внутри отрезка А1В1. 
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Мы можем также найти Т1Очки А2 и В21 ооо'Гветствующие 
числам 2,34 и 2,35, т. е. приближенны1м з:начениям х с точ
ностью до 0,01 с недостатком и с избытком. 

Если точка М сущес·твует, то ОА2<0М<ОВ2, т. е. точка 
М лежит внутри отрезка А2В2. 

Неограниченно продолжая этот процесс, мы получаем, что 
если точка М .существует, то она лежит .внутри каждого из 
отрезков бесконеч;ной последоваТ~ельности: А 1 В 1 , А 2В2 ••• 
АпВп ... , обладающей следующими свойствами: 1) каждый от
резок; кроме первого, лежит внутри предыдущего и 2) длины 
отрезков .стремятся к нулю (или же нет отрезка, лежащего 
внутри всех отрез1ков этой последовательностИ). 

Существование точки, лежащей внутри всех отрезков этой 
последовательности, пос.тулrируется аксиомой l(антора. 

Аксиома Кантора. Если на пряiМОЙ дана бесконечsная по
следовательность отрезков А 1В 1, А2В2 ... А пВп, ... такая, что: 
1) каждый отрезок л·ежит вну11ри предыдущего и 2) длины 
отрезков стремят'СЯ к ~нулю (или нет отрез.ка, лежащего внутри 
всех отрезков последовательн.ости), то .существует точка, ле· 

"' жащая внутри всех отрезков этои ·последовательности. 

Единственность этой точки непосредст1венно следует из 
ак·сиомы. Действительно, если существовал1и бы две такие 
точки, то определяемый отрезок лежал бы. ~внутри всех отрезw 
ков этой последовательности, что противоречит второму усло
вию, исключающему существование такого отрезка. 

Доказательство то110, что каждой точке прямой соответ
ствует опредеJ1енное вещественное число, на школьном уров-

... 
не не вызывает затруднении, и мы его здесь не рассматри-

ваем. 

Таким образом, устанавл1ивается, что определенное нами 
соответствие между множеством вещественных чисел и мно

жеством точек п·рямой взаимно-однозна1чно. Но это соответ
ствие обладает еще одни1м важныrм ·свойством. 

Выбра1в на прямой такое направление, прм коrгором любая 
точка отрицательной полупря1мой предшествовала бы любой 
точке положительной полупрнмой, получаем, что если 
М 1 ~ М2- истинное вы.сказывание и х1 соответствует М 1, а Х2 
соответствvет М2, то и х1 <х2- истинное высказывание; если 
же М1 ~ м;-ложное :Высказывание, то и Х1 <Х2 та.кже ложное 
высказывание, т. е. имеет место эквивалентность~ 

Такое соответствие ~называется из ом о р физ мом, с о
х р а н я ю щи м от н о ш е н и е пор яд к а, а множества D 
и Т с введенными в них соответствующи-ми отношениями 
порядка - и з о м о р ф н ы м и. 

226 



Отвлекаясь от природы объектов множеств и коц~кретного 
смысла отно1uений, прих.одим к следующему опр,еделению. 
Множество М с отношением (1иди предикатом) R(x, у) изо
морфно множеству М' .с предикатом R (х', у'), если между 
элем~нтами М и М' можно установить такое взаимно-одно
значное соответствие, что для любых х, у из М предикат 
R(x, у) имеет то же зна·чение истинности (И или Л), что 
и R ( х', у'), т. е. R ( х, у) < )1 R (х', у'), если х' соответствует 
х и у' соответствует у. 

Это соответствие называется и з о мор фи з м о м, сохра
няющим отношение R. 
Мы рассмотрели с:лучай изоморфизма множеств с одним 

предикатом. Это определение естествен1ным образом распро
страняется на более общий случай множеств с несколькими 
отношениями (или предикатами). 

В та.ком более общем ·случае изоморфиз1м .ставит в соответ
стВ1Ие каждому отношению одного множества определенное 

отношение другого множества и переводит элементы одного 

множества, находящиеся в какюм-нибудь отношении, .в соот
ветствующие элементы другого множества, находящиеся 

в соответствующем отношении. 

03. Е·сли множество вместе с установленными в нем пре
дикатами удовлетворяет некоторой системе аксиом, то мы 
говорим, что это множество со свои.ми предикатами я:вляется 

моделью системы акаиом или теории, построенной на этой 
системе аксиом. 

Имеет место важное положение. Е·сли два множества с :не
которыми предикатами изоморфны и если одно из них в1месте 
со своими предикатами удовлетворяет некоторой системе ак-

u •• 
сном, т. е. является 1мюделью теории, постр.оеннои на этои 

системе, то и другое множество с соответствующими ттреди-... 
катами удовлетворяет тои же системе аксиом, т. е. является ... 
моделью тои же теории. 

Проиллюст.рируем это положение на рассмотренном выше 
примере изоморфиз1':1а (02) множеств с одним предикатом 
порядка 

[D, < ] и [ Т, ~ ] . 

Нам известно (гл. 3,04), что {Т,~ J (множество точек пря" 
мой с установленны1м в нем отнюшением «предшествует») 
удовлетворяет аксиомам порядка II.1-4. Рассмотрим II.1-4 
как от дельную систему аксиQм. 

Из уста~новленноrю .изомор.физма сл,едует, что и [D,<] 
(множество вещесТ.венных чисел с установленным в нем от" 
ношением <{меньше») удовлетворяет этой же систем·е аксиом, 
сф1ормулированных, 1разумеется, в терминах теории, описы
вающей стру1ктуру [D, <}. 
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П1режде всего для перевода акоиом с одного язы,ка. 
а име!f1но с языка теории, описывающей структуру [Т,~ ], на 
др.угон язык, язы1к теории, опи.сывающей структуру [D, <], мы 
пользуемся установленным изоморфизмом этих множеств, 
который с этой целью удобно выразить с помощью ·словаря, 
играющего здесь р~0ль табличного задания сооТ~ветствия. 

В данном случае _словарь очень прост, он задает перевод 
всего лишь двух терминов: 

Я~ык [ Т, ~] Язык [D, <] 
Точки А, В, С, ... прямой 
Предшествует ("~ ") 

Вещественные числа а, Ь, с, ... 
Меньше ("<") · 

' 

Переводя с помощью этог.о словаря аксиомы 11.1-4 на 
язык [D, <}, получаем: . 

11.1. Д.пя любых двух различных вещественных чисел а, Ь, 
либо а<Ь, ли.бо Ь<а и тюлько одно из двух. 

(а, Ь)[а == Ь ~ ((~ < Ь) V (Ь <а))]. 
11.2. Для любых -грех вещеатвен~ных чисел а, Ь, с, если 

а< Ь и Ь <с, то а< с (свойство транз~итивности) . 
. 

(а, Ь, с)[(а < Ь) /\ (Ь <с)~ (а<- с)]. 

11.3. Для любых двух различных вещественных чисе.л 
а, Ь существует вещественное числ-о с такое, что а<с<Ь или 
Ь<с<а: 

(а, Ь)[а == ь~ (3с)((а <с< Ь) V (Ь <с< а))]. 

11.4. Нет вещественного числа, меньшего всех остальных 
(наименьшего вещественного числа), . и нет вещественного 
числа такого, что все остальные меньше его (.наибольшего 
вещесrrвен:ого .числа). -

(3 а)(Ь)(а < Ь) /\ (3 с)(Ь)(Ь <с). 

Мы знаем, чт.о все эти аксиомы' действителы.но удовлетво
ряются .в [D, <]. Но на·с интересует другое. Оказывается, вы-
полнимость всех этих аксиом в [D, <] следует 1ИЗ .их выполци" 
мости ,в (Т, ~ ] и из изоморфизма множеств [Т, ~ ] и .~D, <J. 
Докажем, для при.мера, выполнимость 11.1. 
Пусть а, Ь - два произвольных ·вещественных числа. 

В изв.естном изоморфизме числу а соответствует точка А, чис
лу Ь - 'I'ОЧ1Ка В. 

Пс;> 11.1 дЛя [Т, ~ ] имеет место либо А ~ В, ли,бо В~ А 
и только одн·о из двух. 
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Вследствие изомор_физма 

(А-( В)'~ (а< Ь) 
и 

(В-( А)~ (Ь <а). 

Следовательно, 

(А --( В) \r (.В-( А)~ ( а<Ь) V (Ь < а), т. · е. имеет место 
либо а<Ь, либо Ь<а .и только одно из двух. 
Мы доказали выполнимость 11.1 в [D, <], и.сходя из изо

морфизма между {D, <] и [Т, --( ] , и вылолнимости 11.1 
в [Т" --( ]. 

Аналогич1но доказы1вается и выполнимость 11.2 и 11.3. 
(Эти доказательства м.огу,т выполняться са1мостоятель·яо уча-
щимися.) . 

Выn·ол1нимос;ть 11.4 леnко устанавл.ивается способом «О~ 
противного». Пусть .существует наименьшее вещественное чис
ло, т. е. такое, что о.но~ меньше всех остальных вещественных 

чисел. Т1огда по установленному изоморфиз1му этому в·ещест
венному числу соответствовала бы точка, обладающая анало-

" гичным своиством, т. е. предшествующая всем остальньIМ 

точкам прямой, но такой точюи нет в множестве Т е~огласно 
11.4 для [Т, --( ]. 

Аналогично исключается возможность существ·ования 
наибольшего вещественного числа. . 

04. ·На при·веденном выше примере мы показал.и, чт,о если 
одно множество с ·предикатом (или преди1катами) является 
моделью системы аксиом, то и изоморфное ему множество 
с соответствующ1:1м предикатом (1или предиката1ми) также 
является моделью этой же системы аксиом. 

Возникает вопрос: если два множества с некоторыми пре-
. " " дикатами являются моделями однои и тои же системы акси-

ом, будут ли они изоморфными? О.казывается, не всегда. 
В частности, (.R, <] (множество рациональных чисел с введен
ным в нем отношеН1Ием «меньше») также является моделью 
си·стемы аксиом I 1.1-4, но это Мlножество с предикатом 
«меньше» не изоморфно {D, <], между этими множествами 
нельзя даже установить взаи.мно-однозначного соответствия. 

Случай, когда все модели системы аксиом изом~рфны, бу
дет рассмотрен в следующей гла.ве (гл. 5). 

05. Мы расо:мртрели приме1р изоморфизма, сохраняющего 
отношение порядка. Понятие изоморфизма распространяется 
и на случаи, когда в множествах определены операции. 

Есл1и в множестве М введена операция «О», а в множест
ве М'- операция «D », то, чтобы соответствие «f» между .э~t:
ментами этих множеств было изоморфизмом и относителънQ 
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введенной операции, требуется, чтобы оно сопоставляло ре
зультаты соответствующих операций над соответствующими 
элементами, т. е. чтобы для любых двух элементов х, у, из М 
имело место: 

f(x О у)= /(х) D /(у). 

Приведем интересный при1мер изоморфизма, устанавли
ваемого ~помощью элементарной функции, традиционно изу
чающейся в шк·ольном курсе. Рассмотрим множество D tвсех 
вещественных чисел с отношением 'Порядка «<» (меньше) 
и операцией « + » (сложение): [D, <, +] и множе·ство D + по
ложительных вещественных чисел с тем же отношением по

рядка «<» (меньше) · . и операцией · « · » (умножение): 
[D+, <, . ]. 

Определим соответствие между элементами множест,в D 
и D+ следующим образом: каждому положительно~му вещ~~т
венному числу х(хе D+) сопоставим вещественное число 
ц(у € D) та\к, что.бы y=logax, где а - определенное, фиксиро" 
ванное число больше 1. , 

Соответствие, определяемое функцией y=logax прiи a>l, 
является изоморфизмом, сохраняющим отношение «<» и пе
реводящим операцию « · » в D + в операцию « + » в множест
ве D. 

Действительно, данное соответствие: 
а) взаИ!МНО-однозначно: 

(х) [(х € D+) ~(3 у) (у€ D) /\ (у= "logax)] /\ 

б) сохраняет "отноше~ние порядка (меньше~м.у числу ооот
вет,ствует меньший лога1рифм, так .как а> 1): 

(х1 , X2)[(x1,X2€D+) /\ (х1 < Х2)-+ {logax1 < logax2)]; 

в) произведению ~чисел из D + сопоставляет су,мму их ло
rа риф1мов (т. е. соответствующих элементов) в D: 

(х1, Х2) [(х1,Х2 € D+) ~ (loga{X1 ·Х1) = logaX1 + logax2)]. 

Таким образом, лога1рифмнческая функция определяет 
из·оморфное отображение множества - D+ на D. Если взять 
а< 1, то указанный' изоморфизм перев~дет отношение <«Мень" 
ше» в отношение «больше» и обрат~Но. Показательная функция 
определяет изоморфное отображение ~множества D на D+. 

Этот пример показывает, ч~о традиционное преподавание 
не использует изучаемые в школе элемент~рные функUJИи как 
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1-1сточник современных идей. Мы ничего здесь не добавили 
к тому, что традиционно изучается о логариф·мической фу~к
ции. Но выразив свойсrва этой функции на языке совремеf1:1iОЙ. 
математики, мы получил·и возможность и.11люстрировать на 

этом примере важную идею изоморфизма. 
06. Изоморфиз1м позво~яет сделать по аналогии достовер

ные выводы. Если сходство между отношениями_ и операция-
" ми установлено во всех тех их своиствах, из кюторых могут 

быть выведены осталыные свойства этих отнош~ний и опе
раций, т. е. сходст.во у1отановлено между аксиомами теорий, 
описы1вающих структуры 1двух множеств М и М', то заклю
чение по аналогии от сходства между а.R!сиомами к .сходству 

между теоремами этих теорий является достоверным. Эта 
аналогия и лежит в основе построения одной абстракТJной 
теории. заменяющей конкретные теорци, описывающие струк
туры множеств М и М'. 

п.9кажем это на примере теории коммутативной группы. 
Ра1ссмотрим две конкретные теории, одна из которых опи
сывает свойст~ва сл·ожения в множестве С целых чисел, а дру
гая - свойства умножения в множестве Р рациональных по
ложительных чисел. Таки~м образом, в множестmе целых чисел 
будем пользовать·ся только сложением, :х.отя на·м известно, что 
в этом множестве выпол·н~ется и умнож·ение, а в множестве 

положительных рациональных чисел будем пользоваться 
только умножением, хотя ·мы знаем, что rB этом множестве вы

полнимо и сложение. 

Перечислим ряд известных нам свойств· структур (С, +] 
и [Р, · ] (предложений двух теорий, описывающих эти струк
туры) 1И ввиду того, что наша цель - выявить ·сходство 

" в своиствах этих структур, в:ыпишем их в две колонки. 

Свойства [С, +] 
Обозначим чере~ а, bt с, ... 

целые числа. 

[1] В множестве С определена 
операция сложения. Это надо по
нимать так: для каждой пары 
(а, Ь) целых чисел существ у ет, 
притом единственное, целое число 

С; такое, что а+ Ь = с.1 
{2] Для любых трех целых чи

сел а, Ь, с имеет место 
а + (Ь + с) = (а + Ь) + с 
(сложение ассоциативно). 

[3] Для любых двух целых чи
сел а, Ь имеет место а + Ь = Ь + 
+а (сложение коммутативно). 

Свойства [Р, ·] 
Обозначим через х, у, z, ... поло

жительные рациональные числа. 

[1'] В множестве Р определена опе
рация умножения. Это надо понимать 
так: для каждой пары положитель
ных рациональных чисел (х, у) суще-

, ствуетt притом единственное, положи
тельное число z, такое, что х ·у = z. 

[2'] Для любых трех положите"1ь
ны х рациональных чисел х, у, z имеет 
место Х· (y·z) = (х· у)· z (умноже
ние ассоциативно). 

[3'] Для любых двух положитель
ных рациональных чисел х, у имеет 

место х·у =у ·х (умножение ком
мутативно). 

1 Здесь и в дальнейшем знак « = » обозначает предикат «равенства», 
понимаемый в смысле совпадения и обладающий свойствами рефлексив
ности, симметричности и транзитивности. 
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[4] Существует целое число, 
обозначаемое символом О, такое, 
что для любого целого числа а 
имеет место О+ а.= а (О- ией
тральиый элемент множества С 
отиосительио слож еиия). 

[5} длS! каждого целого числа 
а существует ему nротивополож· 

иое целое число (-а), такое, что 
а+ (-а)= О. 

[4'] Существует положительное ра
циоиальиое число, обозначаемое сим
волом «l», такое, что для любого по
ложительного рациоиальиого · чцсла х 
имеет место 1 · х = х ( 1- иейтральиый 
элемент множества Р . отиосительио 
умножения). 

[51 Для любого положительного 
рациоиальиого числа х существует 

·обратное положительное рациоиальиое 

число (~),такое, что х • ~ = !. 

Все остальные аналогичные свойства двух структур могут 
быть логически вы,ведены из перечисленных, ·т. е. если свой
ства [l)-(5] (соответственно [ 1 '] - (5')) принять за аксиомы, 
то остальные свойства будут уже выражаться: теоремами этих 

u " 
двух теории. · 

Но имеет ли смысл приступить к доказательству этих тео
рем для .каждой теорИIИ? Так как в основе этих теорий поло
жены одни и те Ж1е а·к1сиомы («одни и те же»- с точностью 
до названий элементов 1множе·ств и операций), из этих аксиом 
выводимы одни и те же теоремы (в том же смысле «одни 
и ·те. же»), иначе говоря, операция слоЖения в м1ножестве 
целых чисел и операция умножения в множестве положитель

ных рациональ,ных чисел определяют одну и ту же структуру, 

называемую к ом м у тат и в н ·ой гр уи пой. 
Очевидно, нет смысла доказывать одни и те же теоремы 

дважды, rtримеН.Ительно к .каждой из двух конкретных комму
тативных групп. Поэтому, ·отвлекаясь от конкретной природы 

- u 
элементов множеств и конкретного смысла операции, строят 

одну абстрактную теорИю коммутативной группы. 
Это делается 1пр~имерно так. Рассма'Гри.вают множество G 

объектов произвольной, неопределенной природы. Элементьi 
этого множества обозначаются а, Ь, с, "., х. у, ... Эти буквы 
применяются как переменные для эл~ментов множества 

G, за исключением одной букв.ы, например «е», обозначаю
щей специальный (постоян1ный) элемент эrого множества, 
характеристика котор·оr.о дается в одной из аксиом. В множе
стве G вводится операция, которую обозначим каким-нибудь 
знаwом, например « * », и назовем операцией «звездочка». 

Таким образом, первоначальными, принятыми без опреде
ления понятиями теории, которую собираются аксиоматизи· 
ровать, являются множество G и операция * . 

Ставится следующая задача: сформулировать аксиомы 
абстрактной теории, описывающей свойства структуры [G, *] 
так, чт9бы две рассмотренные I}ЫШе конкретные теории, опи
сывающие свойства структур [С, +] и [Р, · ], были двумя раз-
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личными моделями или реализациями этой абстрактной 
теории . 

. На языке логики предикатов с равенством эти аксиомы 
запишутся следующим образом: 

Al. (х, y)(3z)[x * у-= z] /\ (и)[{х * у= и)-... (и= z)]; 

А2. ( х, у, z) [ х * (у * z) = (х * у) * z] ; 

АЗ. (х,у)[х * У=У * х]; 

А4. (х)[е * х= х]; 

А5. (хХ3х')(х * х' = е]. 
Ак.сиоматика Al-A5 служит базой для логического раз

вертывания абстрактной теории коммутативной груПJпы. В до
казатель·ствах теорем эrой теории можно пользоваться только 
аксиомами Al-A5 ~и правилами логического вывода, разра
ботанными в логике прерикатов (ареди них имеются и все 
правила вывода, выражаемые на языке логики высказыва

ний). 
Ниже ·приводятся доказатель·ства Первых нескольких тео-

u 
рем этои теории. 

T.t. (х)(Х* е =Х]. 

Доказательство: Применим к АЗ пра1вило подстановки 

<1(а~х) и подставим эJiемент е вместо переменного элемен· 
та у. Символом S~ (АЗ) обозначим «результат подстанов,ки 

в АЗ элемента е вместо у». Получае.м: 

(1) 

В логике предикатов с равенством имеется и такое пра· 

вило подстановки: название объекта (постоянноrю или пере
менного) может заменяться названием равного ему о·бъекта 
всюду, где он входит в формулу, или не всюду. 

На основани:ц А4, утверждающей равенство элементов. 
е * х и х, подставим в (1] х вместо е * х: 

... s: * х ( 1) : ( х) [х * е = х] . 

Т.2. (х)[х'* х-=е]. 

s;' (АЗ): (х)[х * х' = х' * х]; 
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s;' **х~ (А5): (х)(3 х')[х' * х = е] . 
. 

Т .3. ( х, у, z)[ ( х =.У) -:+- ( z * х = z * у)] . 

и,сходя из рефлексивности ·равенства, z * X=Z ~ х. Заме
няя х 1На у толь.юо во втором члене этого равенства на основе 

х = у (условие теоремы):, получаем 
Z* X=Z* у, 

т. е. 

(x,y,z)[(x=y)-+(z* X=Z* у)]. 

Упражнение. ДоказатБ следствие из Т.3:. 

(х, у, z)[(x =·у)--+ (х * z =у* z)]-. 

Т.4. (х, у, z)[(z * х = z * у)-+ (х =у)]. 
Подставим .в Т.3 z' вместо z, затем z * х в1место х, а вместо 
равного ему элемента у (rпо условию Т.3) подставим z * у, 
учитывая равенство z * x=z * у (условие Т.4). 
Соrла.сно А·2: 

s~:'l,' :(А2): z' * (z * х) = (z' * z) * х; 

S~~' ;,' ! (А2) : z' * (z * у) = (z' * z) * у, 

т. е. (z' * z) * x=(z'* z) *у, 
но по Т.2 

S; (Т. 2) : z' * z = е, 
получаем е * х= е * у и~ уЧ~Итывая А4, получаем х= у. 

Таким образом, ~ы получи·ли: 

(х, у, z)[ (z * х = z * у)-. (х-= у)). 

Упражнение: Доказать следствия из Т.4: 

(х, у, z) [(х * z =у* z) -+ (х =у)]. (1) 

(х, у, z) [ х =у~ z * х = z * у] . (2) 

(x,y,z)[x=y~x* Z=Y*Z]. (3) 

Т. 5 (х, у)[(х =у)-+ (х' =у')]. 

Из Т.2:х'* х=е.· (1). S~ (Т. 2):у'* у=е. (2) 

S{ * и ( 1) : х' * . х == у' * у. (3) 
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В первом члене равенtт.ва (3) зам,еним х через у на ОСНО· 
Ва'НИИ посылки х= у: х' * у =у'*' у ( 4). 
Из первого следствия из Т.4 и ( 4) по п1равилу за,ключения 
получаем: х'::::. у'. 

Т.6. Нейтральный элемент е относительно ,операции един-
" ственныи, т. е. 

(3е')(х)(е' * х = х)-+ (е' = е). 

S~ (Т. 2) : е' * е = е, 

s~'(т. l):e'* е=е'. 

(1) 

(2) 

Подстановкой в первой части ( 1) вместо е' * е равного ему 
элемента е' на основании (2) получаем е',=е . . 

Т.7. (х)[(х')' = х]. 

S~' (Т. 2): (х')' * х' = е. 

s:* х' (2): (х')' * х' = х * х'. 

(1) 

(2) 

(3) 

Из первого следствия Т.4 и (3) (по правилу заключения) по
лучаем (Х')' =х. 

Упражнение. Используя Т.5 и Т.7, доказать теорему 8. 

Т.8. (х, у)((х' =у')-+ (х ='у)]. 

Докажем еще одну теорему, выражающую элемент, об
ратный элементу Х* у через элементы, обратные· элемен
там х и у. 

Т. 9. (х, у)((х* у)'=х'* у']. 

S~* У(Т. 2): (х* у)'* (х* у)= е. (1) 

Запишем теперь цепочку равенств с целью упрощения выра-
жения (х' * у') * (х * у): . 

(х'* у')* (х* У)~(х'* у')* (У* х)~х'* [У'* (У* х)]~· 

~ х' * [(у'""* у) * х] ~ х' * (е * х) ~ х' * х ~2 е. 

Итак, мы получили 
' 

(х' *у')* (х* у) =е. (2) 
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Подставляя в ( 1) вместо е равный ему эле1мент из (2), полу-
чаем: · · 

( х * у)' * (х * у) = ( х' * у') * ( х * у). / (3) 

Из первого следствия Т.4 и (3) (по правилу заключения) по
лучаем: 

( х * у)' = х' * у'. 
Приведем п.рнмер конкретной модели структуры [G, * J, 

отличной от двух рассмотренных нами до пос'Гроения фраг
мента абстрактной теор.ни. Рассмотрим !Множество Vo враще
ний на плоскости с центром в фиксир9ваннqй точке О. От
дельные вращения с центром в этой точ·юе, т. е. элементы мно-
жества Vot обозначим: V1, v,, ... , 'Vт··· · 

В множестве Vo определим операцию·«·» (умнож·ение) сле
дующим образом: произведение v2 • VJ есть реэультат после· 
довательного осущесmления вращений v1 и v2t причем снача
ла v1t затем V2. 

Рас·смотрим ·структуру [Vo, · ]t определяемую операцией ум
ножения в множестве Vo. Прежде всего ясно, что Vo замк
нуто относительно операции « • », так как· последовательное 
выполнение двух ~вращений около одного и того же центра О 
(например, на угол q;1 и q;2 соответственно) может быть за
мешено одним вращением оюоло того же центра (на уго.л 
(/)1 + q;2), т. е. для любых двух элементов v1 и v2 из Vo сущест
вует элемент v3 из Vo такойt что v2 • v1 = Vэ и выполняется Al. 

" 
Целесообразно предложить е учащимся выяснить конкретный смысл 

остальных аксиом, иначе говоря, перевести их с языка абстрактной теории 
на язьlк теории, описывающ~й структуру [Vo,· ], пользуясь при этом следую
щим словарем: 

1) множество G . элементов не
определенной природы, 
2) а, .Ь,- с, ... , х, у, ... - элементы 
множества G; 

3) операция « * »; 

I) множество Vo вращений плоскости 
с центром О; . 
2) v1, v2, ... , Vn, •.. - элементы множе
ства Vo, т. е. вращения· плоскости 
с центром О; 
3) операция <<-», 

а также доказать выполнимость аксиом в [V0, • ]. 

Так как все аксиомы A1-A5t характеризующие структуру 
коммутативной группы, выполняются, то [V 0, ·] та.кже являет
ся моделью коммутативной группы и все теоремы абстракт
ной теории применимы к этойt как и к любой другой, модели. 

Интересю~1м для учащихся упражнением является выяснение конкрет
ного смысла. в этой модели нейтрального элемента относительно операции 
« • », элемента, обратного данному, перевод. на язык этой модели первых 
теорем абстрактной теории. 

Выделим теперь из множества V0 всех вращений плоско
сти с центром О не-которое конечное подмножество таких вра-
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щений й докажем, что оно тоже обладает структурой комму
тативной группы (являет.ся подгруппой .группы [V0, • ]). 

Рассмотрим множество vg, .состоящее их трех элементов: 
V1- вращение с центром О на угол rp1=120°, 
V2- вращение с цент.ром О на угол rp2 = 240°, 
Vз- вращение с ~центро:м О на угол rp3= 3.60°. 

, Операцию «· » будем по-ни~мать в том же смысле, что и в 
множестве Vo. 

Ввиду того, что число элементов vg .конеч·но и к тому же 
небольшое, доказательство выполнимости аксиом легко осу· 
ществляется непосредственной 1Про· 
веркой с ·помощью таблицы оriера
ции умножения. 

Составим эту таблицу, исходя 
из определения операции умноже

ния в множесТ~ве Vn. 
Из таблицы следует. что: 
1) Операция « ->> не выводuт нас 

из множества yg. т. е. это множест

. 

V1 

V2 

V3 

' 
V1 

1 V2 

1 
V3 

1 
V1 

f 
Vs f V3 

1 V3 1 V1 

f 
V1 1 v, 

1 Vt 

' 
Vз 

-
во замкнуто по отношению к этой операции; для каждых 
двух вращений из vg существует вращение в этом же мно-
жестве V~ , я·вля.;ющееся результатом их последовательного 
осуществления, т. е. их произведением. Следовательно, 
в [V'g, ·] выполняется А 1. 

2) Операция « · » ассоциативна, это уже установлено 
в множестве V0• Ассоциативность легко доказать и с помощью 
таблицы. Например, 

(V1 • Vз)·Vs = Vs•Vs = Vs, 

т. е. 

3) Операция « · » wоммутативна в Vo, следовательно. 
и в vg . Нетрудно это непосредственно проверить. Действи-
те·ль·но, 

... 

т. е. выполняется АЗ. 

237 



4) В множестве v,g существует нейтральный элемент от
носительно операции « · », а именно v3• Дей·ствителыно, 

т. е. выполняется А4. 
5) Для каждого элемента ·м.ножес11ва V~ существует в этом 

множестве обратный элемент: 

V3 • Vз = Vз, Т. е. 'Vз = 'Vз' • 

Следовате.пьно, выпалняется А5. 
Вы1полнимость аксиом Al-A5 в [Vg" ·] является доказа-

тельством того, что множ·ество _Vig .с введенной в нем опера· 

цией « · » (умножения) имеет структуру коммутативной 
группы. , 

Множество vg может быть исrолкова1но и как Группа 
вращений плоскости,. оставляющих неизменны.м (инва.риа.нт
НЬJiМ) любой равносторонний треуголь1ник с центром О. Дей· 
ствительно, каждое из ·вращений v1, v2, Vз, а следовательно, 
и их произведения, переводит любой такой треугольник в са
мого себя, т. е. не меняет его положение. 

Здесь уместно обратить внимание учащихся на весьма важное обстоя
тельство: различие в природе элементов множеств (целые числа, положи
тельные рациональные числа, вращения) и в конкретном смысле операций 
{сложение, умножение, последовательное осуществление вращений) не 
обусловливают различия в структурах этих множеств. Несмотря на эти 
внешние различия, множества, как видно из приведенных примеров, могут 

иметь одинаковую структуру,- описываемую одной абстрактной теорией, 
моделями которой эти множества с введенными в них операциями и яв-
ляются. . 

В качестве полезного упражнения целесообразно предложить учащим
ся определить группу вращений плоскости, оставляющих инвариантным 
любой квадрат с центром в данной точке О (или любой правильный 
шестиугольник с центром в точке О) и потребовать проведения рассуж
дений, ана.погичных тем, которые были проведены в связи с рассмотрением 

группы rvg, . ]. ' ' ' 
07. Переход от конкретной модели к абстрактной теории 

и от нее к другим .конкретным моделям мы- также показали 

на примере булевой алгебры (ч. 1, гл. 7). 
И1сходя из содержатель.ного истолкова.аия алгебры выска

зываний, с помощью абстрагирования от конкретной природы 
объекто,в этой алгебры (высказываний) и от конкретного 
смысла логических операций (дизъюнкции, конъюнкции, 
отрицания) мы показали возможность аксио1матического по
строения абстрактной булевой а~гебры на базе аксиоматики, 
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состоящей из в·осьми акаиом (1-VIII). Затем с помощью 
к-онкретизации мы перешпи от абстрактной булевой алгебры 
к другим ее моделям -:-- алгебр·е ·множесm и алгебре релейно-
к-о.нтактных схем. · · 

Здесь имеется еще один яркий пример, .когда •различие 
в конкретной природе объ·ектов (высказыва•ния, множества" 
электрические контакты) и в .конкретном смысле операций "' 
над этими объектами (дизъюнкция высказываний, объеди
нение ·множеств, ~параллельное соеди1Нение контактов) не вли
яет на структуру множест,в. 

Эта структура определяется не природой объектов и не 
конкретным смыслом отношений и операций, а формальными 

" своиствами последних, .которые оказываются одинаковыми 

в этих множествах, внеш.не столь различных. 

Этим, ·в частности, объясняется проникновение современ
ной матемаmки в различ:ные области науки и техники, зна
чительное расширение класса задач, решаемых математиче

скими ,методами. 

·os. Мы говорили выше о конкретных «моделях» абстракт
ной теории. Такое при\менение термина «модель» необычно 
для традиционного школьного преподавания, в котором :,тот 

термин применяется ,в ощном л1ишь, весьма уз·ком, смысле 

моделей геометрических фигур, т. е. для обозначения геом·ет
рическ;их тел, изготовленных из дерева, стекла, проволоки, 

которые мы применяем в стереомеТ1рии .как наглядные посо

бия для иллюстрации соответствующих понятий. 
Это применеюие те\р1ми.на «моделы-. вполне право.мерно) 

так как не противоречит его более общему пониманию. 
Действительно, куб, пирамида и т. д. представляют собой 
а:бстра1ктные понятия, они определяются через другие, такие 
же абстрактны<е понятия. Конкретные тела, изготовленные из 
определенного материала, окрашенные в определенный цвет, 
обладающий свой·ствами, характеризующими эти абстракт.ные 
понятия, являются их ·моделями. 

Однако в шк·ольном обучении мы по существу часто за
_нимаемся и «Конструирова.ние·м» моделей другого вида. Речь 
идет об абстрактных математических, а точнее логико-матема
тических, моделях конкретных задач. В этом случае в отли
ч~ие от модел.и теории модель находитоя на более высокой 
ступени абстра1кции, чем задача, которой она соответ.ствует. 
Задачи ра.злиrчног.о конкретного содержания могут иметь од
ну и ту же логико-.математичеакую модель. 

Так, например, ... следующим двум задачам: 
1. Две машинистки переп.ечатал1и рукопись за а часов. Во 

сколько времени могла бы перепечатать рукопись каждая 
машинистка, работая одна, есл1И первая затратила бы на эту 
работу на Ь часов больше второй? 
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2. Два насоса наполняют бассейн за а часов. Во сколько 
Rремени мог бы напол,нить бассейн каждый насос, работая 
-один, если первый затратил бы на эту работу на Ь часов боль· 
ше? 
·-соответствует одна и та же логико-математическая модель: 

- ( 1 1 1 ) х~ + х - ь = ~ /\ (х > Ь), 
причем условия обеих задач переводятся на язь~к этой модели. 
с помощью словаря (состоящего из одной строки): «время 
(в часах), затрачиваемое первой машинисткой,- Х» и «время 
(в часах) работы одного первого ~насоса - Х». 

(Есл1И ограничиваться одним У'Равнением, как это тради-
• О 

ционно делается в школе, получается неполныи перевод ус-

ловия задачи, что приводит к затруднениям в процессе реше
ния, а часто и к ошибкам.) 

Разуtмеется, ,l\fы могли бы получить и другую модель, eCJiи_ 
исходить из другого словаря. 

Такой же переход от конюретной, практическюй задачи 
к ее абстрактной математической модели ицеет место и при 
решении геометричес~ких задач. 

П1редставляется целесообразным в старших .классах сред
ней школы на·ряду с традиционной терминологией (составле
ние уравнения, определение допустимых значений неизвест
ного, обозначение неизвестного) применять и следующие 
термины: составление математ~ической (или логико-математи
ческой) модели задачи, составление словаря для перевода 

" условия задачи ~а язык ее логико-математическои модели 

и т. д. 

Хотя рассматриваемый здесь вопрос имеет лишь терми
нологический аспект, он- заслуживает большее внимание, чем 
это .может казаться на !первый взгляд. Ведь речь идет здесь 
не простq о каких-то новых названиях, а о постепенном внедре

нии :В школьное обучение важных идей современной матема
ТИК:И. Не надо забывать, что терми-ны при правильном их 
усвоеН1ии не пу,стые слова, они обозначают понятия, идеи. 

Для некоторой подготов.ки учащихся в этой области ~овсе 
нет ·Надобности в·ключать в школьный· курс специальные темы. 
Традиционный учебный материал содержит достаточно эле ... 
ментов м а т е м а т и ч е с к о г о м о д е л и р о в а н и я, их яадо 

подчеркивать и разъяснять в процессе обучения. 1 

Глава 5. Понятие об основных проблемах аксиоматики 

Совершенно очевидно, ЧТ() нельзя дать учащимся представ
леНtИе об аксиоматическом методе без 1разъяс11ения им сущно-

1 Здесь имеется в виду именно математическое моделирование в со
временном смысле, а не традиционное геометрическое моделирование. 
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сти основных проблем аксиоматики. Однако также очевидно, 
что в школе, даже на последнем nоду обуч·ения, невозможно " 
~колQК~о-·нибудь де1'альное изучение этих пробJ1ем, включая 
доказательства непротиворечивости, независимости и полно

ты какой-1нибудь ак:оиоматики. 
Поэтому необходи1мо ограничиться лишь разъяснением 

того, что означают ·сл·едующие понятия: аксио1матика непро

тиворечива, независима, полна, и ·Ка1кими методами доказы

вается, ЧТО данная аКСИ'О'М3'ТИКа обладает ЭТИМИ 'Качествами. 
Ниже ~приводится один из возможных вариантов та.кого 

разъяснения, прошедший эксперименталь·ную проверку в XI 
классе средней школы с математической с:пециализаци~й.~ 
В ;изложении применяют логический аппарат, исходя из пред
положения, что учащиеся хорошо усвоили его в результате 

hредшест.вующей подготовки. Но изложение может быт~') 
осуществлено и без применения этого аппарата. 

01. Мы уже рассмотрели системы аксиом (или"' аксиом_ати
ки), лежащие в ·основе некоторых теорий: -акс;иомаmку 
А l - А5 теории коммутативной группы, аксиоматику 
I-VIII булевой алгебры, а.ксиомы принадлежности (I.I-6), 
порядка (II.l-5) и аксиому параллельности, составляющие 
часть а.ксиоматики евклидовой геометрии. 

В связи с выбором аксиоматики для дедукт1ивного пост
роения теории ·возникают три основные проблемы. При рас
смотрении этих проблем будем пользоваться следующими обо
значениями: аксиомы выбранной аксиоматики обозначим 
символами А1, А2, Аз, ~ .. , Ап; произвольные предложения, 
выраженные в терминах теории, пострюенной на этой аксиома-
тике, обозначим: через Х, У, ... ~ 

Уточним понятие выводимости п1редложения из аксиома
тики. Предложение х выводимо из данной аксиюматики 
А1, А2, ... Ап, если истинна ;импликация 

п 

-Л Al ~ Х. 
i=l 

(1) 

Та.к как каждая аксиома считается истинной, то истин1на 
п 

и их конъюнкция Л Al, 1и из ИС'DИН'Нiости импликации ( l) 
i=1 

следует, что и Х истинн~. Следовательно, если предложение Х 
выводимо, то о~о ..,.ИСТ!И'ННО. 

Предложение, выраженное в терминах дедуктивной тео
рии, считается ис'Dинным, если оно - аксиома или выводимо 

из ак:сиом, т. е. теорема. 

1 СШ No 444, г. Москва. 
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Такое формальное толкование нстннностн предложения в дедуктив
ной теории не противоречит обычному пониманию нстннностн как соответ
ствию действительности, так как оно сводит вопрос об истинности одного 
предложения к вопросу об нстннностн других предложений - тех, которые 
приняты за аксиомы. Истинность последних подтверждается rrрактнкой. 

02. Первая и главная из проблем аксиоматиюи - пробле
ма не пр от и в о речи в о ст и, или с о в местности. 

Аксиоматика называется неп1ротиворечивой, или сов]dест
ной, если в системе всевозможных следствий из эrой аксио
матики (сюда входят, разумеется, .и са~ми аксиомы, та·к как 
п 

Л А1 -э-- А;) нет ни одной пары высказы.ваний· типа Х и Х: 
f =1 
иначе говоря, аксиомаm·ка непротиворечива, если из нее не-

выводимо ни одно высказывание вместе с е.го отрицани1ем. 

Таким образом, определение непротиворечивости некого
рой аксиоматики .Х можно за~писать следующим образом: 

IE - непротиворечива! · 

-- п п -
(3Х)[(Л А1 ~ Х) Л (Л А1 ~ Х)]. 

' l=l i-1 

Вынсним, почему требование непротиворечивости является 
важнейшим из требований, предъявляемых к аксиоматике, по
чему его невыполнение делает аксиоматику непригодной в ка~ 
честве базы для развертывания теории. 

Если требование непротиворечивости не выполняется, 
т. е. аксиоматика прО'Гиворечива, то истинно высказыва1Ние 

п- п • 

(3 Х)((Л Ai~ Х) Л (Л А1 -э-- Х}] 
l=I l=I 

или эквивалентное ему высказывание 

п -
(3 Х)[Л Ai~ Х Л Х] 

i= 1 
' 

(«существует !1Редложение, выраженное в терминах данной 
теории, которое выводимо из_ аксиом вместе со своим отри-

цанием») и так как (У) (Х Л Х ~·У]- тождественно-истинная 
п 

·формула, то получаем (У) [Л А1 -э-- У], т. е. 1В такой теории 
i= 1 : . 

(основанной на протиооречивой аксиомат:ике) выводимо лю
бое пре~д.ложение (истинное или ложное) - в этой «теории))> 
можно доказать что у.годно, она не различает внутри себя 
ИСТИНУ И Л.ОЖЬ. . :· 

Возникает вопрос: .как решается проблема непротиворечи
вости, т. е. ка·к доказы·вается, чт-о выбранная акс.иоматика 
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непрот.и~оречива? Очевидно, доказательство с помоЩР.ю не
пооредственяо перебора всевозможных следствий и выясненн)J 

отсутствия среди них двух предложений типа Х и Х невоз
можно хотя бы потому, что мы не .можем быть уверены в том, 
что а) известные к моменту осуществления та.кого перебора 
следствия - всевозможные и б) nри дальнейшем развитии . -
теории не встретятся два следствия типа Х и Х. 

В современной науке непротиворечивость одной аксиома
тики сводится к непрот1иворечивости другой аксиоматики. 

Для доказательства непротиворечивости некоторой а1ксио
мати.ки 2 строится ее модель в ~множестве объектов и отно
шений другой теории, основанной на аксиоматике 2'. Этим 
самым вопрос о непротиворечивости аксиоматики 2 сводится 
к !Вопросу о непротиво~речи·вости д1ругой аксиоматики 2', 
а эrот вопрос таким же способом сводится к вопросу о непро
тиворечивости третьей аксиомати1ки 2". Очевидно, этот про
цеес сведения· ·не может быть бескюнеч1ным. Непротиворечи· 
вость некоторой, достаточно прОС'VОЙ, ~подтвержденной тысяче
летней практикой человечества, теор1ии должна приниfматься 
без доказательства, как а~ксио:ма. И здесь обойти практи,ку 
как критерий истины· невоз·можню. Например, непро-тиворечи
вос:Ть аксиомати·ки евклидовой геометрии сводится к непроти
воречивост.и арифметики вещественных чисел путем посТ<рое~ 
ния модели этой аксиоматики (или теори1и, основанной на 
этой акеиоматике) · в м·ножестве объектов и отношений ариф
метики вещественных чисел (т. е. теории, описывающей мно
жество вещественных чис·ел). Множество вещественных чисе.л 
может быть построено как расширение 1м.ножества рацио- · 
нальных чисел, множество рациональных чисел - как расщи

рение. множества целых чисел, а это множество - как расши

рение множества u.атуральных чисел. Арифметика наrураль
ных чисел строится аксиоматически 1и, таким образом, вопрос 

" о непротиворечивости ак-сиоматики евклидовои геометрии 

сводится в конечном итоге к вопросу 6 непротиворечивости 
аксиоматики арифметики натуральных чисел. 

К вопросу о непротиворечивости арифметики натураль
ных чисел сводится в конечном итоге и вопрос о непроти

воречивости дру~гих 1матемаmчес&их теорий. На1пример, не
трудно видеть, что воп1рос о непротиворечивости аксиоматики 

Al-A5 теории коммутати,вной группы (гл. 4) также с·водит
ся в конце. концов к вопросу о непротиворечивости аксио" 

матиюи натуральных ч1исел. Действительно, мы рассмотрели 
в качестве одной из ~моделей теории ком:мутативной группы 
множество целых чисел С с введенной в нем операцией ело" 
жения, и так как· множество С определяется на базе 
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множества N натуральных чисел, то аксиоматика Al-A5 не
противоречива, если непротиворечива аксиоматика натураль· 

ных чисел. 

Натуральное число - одно из исходных поняти.6 матема
тики. Оно , !3Озцикло как отражение h·ростейших потребностей 

" практическои деятельност11 ·на заре раэвития человеческого 

общества. Положения арифметики натуральных чисел, ~в ча·ст
ности простейшие, принимаемые ~обычно за а.ксиомьf, абстра· 
гированы из опыта, они подтверждаются тысячелетней юрак-

" тикои человечества. 

02.1. Покажем один из возможных способов аксиоматиза-
ции арифметики натураЛ!=>ных. чисел. · 

Исходные понятия 

Множество натуральных чисел N: а, Ь, с, ... , х, у, ." Определенное 
натуральное число (индивидуальный объект). 1. Предикат равенства «=». 
Двухместный предикат (отношение) «непосредственно следует за». Число, 
непосредственно следующее за х, обозначим через х'. 
Операции«+» (сложение) и«·» (умножение). 

Предполагается уже имеющимся весь аппарат логики предикатов. 

Перечень аксиом 

[1] (а) [а·= а] (рефлексивность равенства); 
[2] (а, ь):(а = Ь)-:;.(Р (а)-:;.Р (Ь) )], если а равно Ь, то всякое свойство 

Р числа а имеется и у числа Ь. Из аксиом [I-2j выводимы симметрич
ность и транзитивность равенства; 

[3] (а) [а' = 1) или (3 (а) [а' = 1] ( 1-непосредственно не следует ни 
за каким числом) ; 

[4] (а) (3Ь) [(Ь =а') л (с) ((с= а')-:;. (с= Ь))] 
(для любого числа существует, притом единственное число, непосредственно 
следУ.ющее за ним); 

t5] (а, Ь, с) [(а = Ь') л {а =с')-:;. (Ь' =с')] 
(любое число непосредственно следует не более чем за одним числом); 

[6] (а) [а + 1 =а']; . 
[7] (а, Ь) [а+ Ь' =(а+ Ь)'] ((6 - 7) - аксиомы сложения); 
[8] (а) [а· 1 = а] , 
(9] (а, Ь) [а·Ь' = (а·Ь)' +а]; {[8-9] - аксиомы умножения); 
(10] Р (1) л (а) [Р (а)-:;. Р (а')] -:;. (Ь) Р (Ь ) 1 (аксиома индукции). 

Аксиома индукции («Если свойство Р имеется у числа 1 и из того, что 
оно имеется у произвольного а, следует, что оно имеется и у непосред
ственно следующего за ним числа а', то это свойство имеется у любого 
числа Ь») служит формальной основой одноименного метода доказатель
ства (метода математической индукции), широко применяемого, в частно
сти, при развертывании арифметики натуральных чисел на базе приведен
ной аксиоматики. 

Индуктивное доказательство, как известно, состоит . из двух этапов. 
Доказывают теорему, во-первых, для числа 1, во-вторых, предполагая, 
что она верна для числа п, доказывают, что она верна и для числа, не-

1 Аксиома [10] содержит предикатную переменную Р ( ), вместо 
которой можно поставить Любой конкретный одноместный предикат 
(свойство). Поэтому данная аксиома По существу является схемой аксиом, 
включающей бесконечное множество аксиом. 
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пос.редственн·о следующего за п. После этого теорема с.читается доказан
ной для любого числа. В школьной практике это обосновывается обычно 
так: теорема верна для 1, а 'значит и для 2, так как она верна для 2, 
то она верна и для 3, из того, что она верна для 3, следует, что она 'Берна 
и для 4, и т. д. 

Однако, что означает «и т. д.»? Можем ли мы, рас.с.уждая так, пере
.брать все натуральные числа? Разумеется нет, ибо множество натуральных 
чисел бесконечно. Поэтому приведенное обоснование несостоятельно. 

Доказательство методом математической индукции имеет своей ос.но
вой аксиому индукци~И. Действительно, пусть свойство Р означает принад
лежность к множеству М тех натуральных чисел, для которых верна дока
зываема я теорема. Тогда Р (1) означает 1 6 М; Р (а)- а 6 М и т. д. 
Доказывая теорему для 1, мы устанавливаем истинность высказывания 
Р ( 1); предполагая ее верной для числа а и доказЬiвая, что она в этом 
случае верна и для а', мы доказываем истинность высказывания 

(а) [Р (а)~ Р (а')]. 

Следовательно, истинна и конъюнкция: 

Р (1) л (а) [Р (а)~ Р (а')]. (1) 

Из аксиомы индукции и (1) по правилу заключения получаем: 
(Ь) Р ( Ь), т. е. доказываемая теорема верна для любого натурального 
числа. 

При выбранной аксиоматике [1] - [10] с.войс.тва оuераций (коммута
тивность, ас.социативнос.ть сложения и умножения, дистрибутивность умно
жения относительно сложения и др.) являются выводимыми. 

Приведем в качестве примера доказательство ассоциативности сло
жения: 

(а, Ь, с) [а+ (Ь +с)=( а+ Ь) +с]. 

Возьмем произвольные а и Ь и докажем теорему индукцией по с, 
т. е. М - множество всех тех чисел с, для. которых при произвольных 
а и Ь теорема верна (с.войс.тво Р из формулировки аксиомы индукции 
означает принадлежность к этому множеству). 

Докажем сначала, что: 

(а,Ь) !а+ (Ь + 1) (а+ Ь) + 1]. 

Действительно, 

a+(b+l) а + Ь' = (а + Ь)' = (а + Ь) + 1. 

Этим самым мы доказали, что Р ( 1) - и с.тинное высказывание. 
Предположим, что для некоторого с имеет мес.то равенство: а + (Ь + 

+ с) = (а+ Ь) + с., т. е. что Р (с) - истинное высказывание, и докажем:, 
что в этом случае и Р (с') - истинное высказывание, т. е. имеет место ра
венство 

а + ( Ь +с') = (а + Ь) + с' . 
. 

Действительно, а+ (Ь +с') =а+ (Ь +с)'= а + [(Ь +с) + 1] =[а+ 
+ (Ь + с)]+ 1 =[(а+ Ь) +с]+ 1 = (а+ Ь) + (с+ 1) = (a-t Ь) -t- с'. 

По аксиоме индукции, так как С{jойс.тво Р имеет место для 1 и из 
того, что оно имеет место и д"'lя с, следует, что оно имеет мес.то и для с', 
с.войс.тво Р имеет место для любого натурального числа, т. е. равенство 
(1) доказано. 
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Говоря, что аксиомы ,натуральных чисел подтверждаются 
u u u 

nрактикои; мы имеем в виду, что в реальнои деиствительнооти 

встречаются многочисленные, разли1чные модели этой аксио
матики, и вполне естественно принять непротиворечивость 

ариф·метики натуральных чисел за аксиому. 
Мы уже отметили (гл. 1), что стремления некоторых мате

матиков и филос·офов свести арифметику натуральных чисел 
к чистой логике оказались безуопешны·ми. В·сякие подобные 
попытки, имеющие ~конечной целью доказать. что арифме
тика натуральных чисел и вся математ1ика являют,ся продук-

- " 
том чист10го разума и ничего не оТJражают в деисrвительном 

, мире, обречены на провал так же, ка:к и, .например, попытки . 
создания вечного двигателя. 

Практическое подтвt;рждение непротиво:реtiивости оцной 
из простейших математическ;их теорий неизбеж·но, уст.ра·нение 
таюог~ подтверждения в обосновании всей математики невоз
можно. 

03. Вторая проблема, возникающая при аксиоматизации 
теории,- проблема п о л но т ы. . 

Если аксиоматика непротиворечи1Ва, то она уже «хороша» 
в том смысле, что пригодна в .качестве базы для разверты- ~ 
вания теории. Но тогда возникает вопрос, насколько ·она «хо
роша», т. е. насколько полно эта аксиоматика описывает 

структуру множества объектов, являющуюся предметом дан
ной теории. 

Этот вопрос можно уточнить с помощью понятия полноты 
аксиоматики. Аксиоматика называется по л ной, если любое 
предложение, выраженное в терминах данной теории (т. е. 
теор.ни, построенной на данной аксиоматике), может быть 
доказано или опровергнуто на базе этой аксиома11ики. Иначе 
говоря, аксиоматика пол.на, если любое предложение, выра-

u ' u 
женное в терминах даннои теории, или выводимо из даннои 

аjксиоматики, ил1и есл:и не выводимо само, то выводимо его 

отрицание. 
-, 

t Е - полная f (Х)[(А Al-")> Х) V (А А1 ~ Х)]~ 
l=l l=1 

(Оба члена дизъюнкции не могут ·быть 'истинными в силу т~го, 
чтю 1мы расС'матриваем непротиворечивую а1ке~иоматику.) 

Непротиворечивость и полнота аксиоматики могут быть 
выражены объединенно следующим образом: 

п п -
/\ ((/\ А1 -")> Х) V (/\ Al ~ Х))] 

l-1 i=1 
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fJолнота аксиоматики понимает1ся и в другом смыс,ле. 
В любой модели данной аксиоматики удовлетворяются не 

-только акоиомы, но и все следствия этих аксиом, т. е. в-се тео

ремы теории., построенной на этой аксиоматике. 
Если аксиоматика не является полIJой, то существует хотя 

бы одно предложение Х, ~ыраженное в терминах данной тео-

р~и, такое, что ни Х, ни Х н·е выводимы: 

В этом случае в одних моделях дан~.ой аксиоматики Х 
может оказаться истинным, в других - ложным. 

Если же аксиоматика полна, то всякое предложение Х, 
выраженное в терминах данной теории, или выводимо-· 
и тогда удовлетворяется во всех моделях данной аксиоматики. 

и.пи же выводимо Х - и тогда предложение Х не удовлетво
ряется ни в одной модели аксиоматики. Следовательно, все-

• u 

возможные модели полнои ак1сиоматики характеризуются 

<>дними и теми же овой,ствами от.ношений и операций, фигу
рирующих в данной аксиоматике, т. е. они изоморфны. 

Мы пришли к следующему, другому смыслу полноты 
' u 

.аксиоматики: аксиоматика ·называется полнюи, если все ее 

модели изоморфны. 
Два смысла полноты аксиоматик;и не равносильны. Из 

nолноты :в первом с1мысле, ка.к . мы видели, следует полнота 
во вrором смысле. Но и.з >полноты во втором смысле не еле- -
дует полнота в первом смысле. Так, например, доказано, что 
.аксиомат1ика натуральных. чисел, являя1сь полной во вт()ром 
.смысле, не является полной в первом смысле. Так как из пол
:ноты в первом смысле следует полнота во втором, то (по прин
ципу контрапозиции) из отсутствия пол·ноты во втором смысле 
следует ~отсутствие пол.ноты в пер~ом смы·сле. 

Например, а:к;сиоматика Al-A5 теории юоммутативной 
лруппы (гл. 4) не обладает 1полнот.ой во втором смысле, так 
как две ее модели i[V0 , ·] и [Vg, ·] . не изоморфны, пер1вая мо-
дель·_ бесконеч:ное ·,множество, вторая -.конечное, между ни: 
ми нельзя установить никакого взаимно-однозначного соот

ве11ствия. Отсюда ....следует, что эта аксиоматика не является 
полной и в первом смысле. Например, на базе аксиоматики 
Al-A5 нельзя ни доказать, ни опровергнуть предложение 
-«множество G бесконечно». 
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Очевидно, если требо~ание полноты не удовлетворяет
ся, аксиоматика все-та·КJИ пригодна для построения теории. 

Одним из примеров теорий, построенных на неполной аксио
матике, является теория юоммутаТiИвной группы. 

04. Третья проблема, возникающая в связи с аксиомати
зацией теории,- проблема н е з а в и ,с и м о .ст и. 

Пусть дана аксиоматика А i. А2, "., Ап. (Ее моЖно заме~ 
нить одной аксиомой, представляющей собой конъюнкцию 

n 
всех этих аксиом: Л А1 .) 

i=l . 
Через .2 k обозначим а.каиоматику, состоящую-из конъюнк

ции данных аксиом, за исключением однюй какой"либо аксио
мы Ak: 

Ek = А1 /\ А2 /\ "_. /\ Ak-t /\ Ak+1 /\ .. .';\ Ап. 

Произвольная аксиома Ak, называет,ся н е з а в и с и м о й" 
если она не является логическим следствием из остальных 

акси,ом А1, А2 , ••• ,Ak_1, Ak+l' •.. ,Ап данной а·ксиомат~ики, т. е. 
если истинно высказывание 

(1) 

ил,и равносильное ему высказывание 

(2) 

Чтобы доказать, что аксиоматика независима, необходимо 
доказать, что каждая ее аI<сиома независима. 

Пусть нам нуж1но доказать, что а.ксиома Ak независима. 

Тогда ~составляем новую а~ксиоматику Ek Л Ak, и если эта 
аксио,матика непротиворечива, то Ak независима. 

Действительно, допустим, что .2k --Э~> Ak истинно, т. е. Ak 
зависима. Тогда и ,2; kЛAk -э.-Аk истинно, и так как .2kЛАk-э.- А,'г 
:гакже истинно, то Ak и _ Ak выводимы из .2k Л Ak, а это. 
значит, аксиоматика Ek ЛАk прот,иворечива, что противоречиr 
условию. 

Практически, исходя из формулы (2) независимости аЕ:~ 
сиомы Ak, для доказательства независимости этой аксиомы 
достаточно построить такую модель, в которой все осталь~ 

ные аксиомы данной аксиоматиКJи удовлетворяются, а аксио
ма Ak не удовлетворяет,ся. 

В качестве примера рассмотрим аксиомы 11.1-4 (гл. 3.04)t 
характеризующие структуру [Т,~ ] множества точек прямой" 
установленную с помощью отношения предшествования, и до

кажем независимость аксиомы 11.4. (На прямой нет точки" 
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которая предшествовала бы всем остальным, и нет точки, ко
торой предшествовал,и бы все остальные.) 

п.остроим ~Модель, в которой аксиомы II.1-3 ВЫ!ПОлняются. 
а аксиома II.4 не :выполняется. Эту №дель мы определиrм 
с помощью следующего словаря: 

1) множество точек прямой; 1) множество вещественных 
чисел х, удовлетворяющих усло

вию О~х-(1; 
2) предшествует. 2) меньше. 

Нетрудно заметить, Ч'ТО в определенной этим словарем 
моде.mи аксиомы II.1-3 выполняются, а аксиома II.4 не вы· 
полняется, так к_ак в этой модели имеется наименьшее число 
О, т. е. элемент, предшествующий всем остальным, и наиболь
шее число 1, т. е. элемент, которому предшествуют все 
остальные. 

Этим и доказана независимость а,ксиомы II.4. 
С проблемой независимости 1связ~ана известная в истории 

геометрии проблема п я тог о п о ст ул а та. В течение двух 
тысячелетий от Евклида до Лобачевскоnо были предприняты 
многочисленные попыТ~ки решения этой проблемы. Но все они 
оказались безуспеш.ными. 

Эта проблема состояла в доказательстве того, что аксиома 
параллельных Евкл,ида (в системе Евклида она занимала ме
сто пятог.о постулата) является логическим ~следствием 
остальных аксиом геометрии, т. е. ч110 она не является неза-

u " 
висимои акаиомои. 

В .действительности оказалось, что аксиома параллельных 
независима, и этим объясняется безуспешность всех попыток 
решения этой проблемы. 

Независимость аксиомы паралл~льных была доказана од-
" новременно с непрот~Иворечивостью · геометрическои системы 

Лобачевского во второй половине XIX ,века. Аксиоматика 
геометрии Лобцчевсюого отличается от аксиоматики евкли
д~вой геометри~ лишь одной ак,сиомой параллельных. Аксио
ма параллельных Лобачевского представляет собой отрица
ние аксиомы параллель1ных Евклида. Если через .2n обозна-
чить конъюнкцию всех аксиом евклидовой геометрии, за 
исключением аксиомы параллельных, а аксиому параллельных 
Евкл1ида о~бозначить через П, тю .2п Л П - аксиоматика ев·кли-

довой геометрии, а .2п Л П - аксиоматика геометрии Лоба

чевског_о. Отсюда 1С'разу же видно, что непротиворечивость. 

аксиоматики .2'п Л П доказывает независимость ак'Сиомы _Л 
от аксиоматики Ел, называемой также акси.оматиоой абсолют--

. ной геометрми (общей чacrn евклидовой геометрии и геомет
рии Лобачевского, представляющей собой систему всевоз
можных следствий из аксиоматики l:n). 
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Непротиворечивость аксиоматики .2п Л П геометрии Лоба
чевского была доказана (Бельтрами, Клейном, Пуанкаре) 

u 
с помощью различных моделеи, построенных в множестве 

объектов и отношений ~вклидовой геометри1и. Этим са1мым 
вопр.ос о непротиворечивости геометр1ии Лобачевского был 
сведен к вопросу о неп1роти1ооречивости евклидовой гс:ометрии, 
а, следовательно, в конечном итоге к вопросу о непротиворе

чивости арифметики натуральных чисел. 
В каждой из этих моделей удовлетворяется аксиомати1ка 

.2 П' ню не удовлетворяется аксиома параллельных Евклида П, 
следовательно, эта аксиома 1не явля1е1'ся логическим следстви

ем из аксиоматики .2п абсолютной геометрии. 

Попыт:к~и доказательства пятог.о постулата рродолжались 
и после того, как уже бы.[Iа доказана непротиворечивость 
геометрии Лобачев·ского, и прод6лжаются в насТоящее время. 
Но эти попытки, во-первых, довольно редкие, во-вторых, уЖе 
не принадлежат, как раньше, видным· матемаmкам. Их авто
ры незнакомы с Достижениями науки в этой области и поэто
му не поним&.ют совершенную безнадежность ЭТ'ИХ попыток. 

Аксиоматика, не удовлетворяющая требованию независи
мости, может, разумеется, служить базой для построения 
теории. Такие случаи часто встречаются в преподавании. Так, 
например, в начале курса геометрии, в VI .классе, мы 1прини-' . маем без доказательсmа, т. е. за аксиомы, и предложения, 
выводимые из других. Но это делается из педагогичес:кмх 
соображений, чтобы облегчить яачинающим усвоение курса. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Настоящая кн.ига ·не qодержит, разумеется, исчерпываю
щего решения всех сформулированных во введении пробле1м 
и вряд ли такое решение всех эт.их п1роблем может быть из-

u 
ложено в однои книге. 

Некот.орые важные .вопросы, ка.к, например, применение 
аппарата теории множес.Jiв и алгебры высказываний к вы-... . 
числению вероятностеи, соотноII1ение и связь теории и прак-

тики в преп.одава1нии математики, подготовка уч1ителей к ре
шению логических проблем преподавания математики в сред-

u . u 
неи школе и другие, вовсе це рассмотрены в неи. 

Однако мы считаем необходимым сделать несколько за1ме-
" чании, касающихся последнего из упомянутых выше вопро-

сов - подготовки учителя. 

Вснкая сколько-нибудь существенная реформа, касающая::. 
ся содержания или методов обучения мате}\f атике в средней 
школе, встречает серьезные трудности, прежде всего связанные 

с подготовкой учителя. Это вполне понятно, и•бо внедрять но
вое в школьное преподавание можно только через учителя. 
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Реше~ние логических и других важ·н~х проблем препода
вания, _сЬязанных с пов.ышецием уровня и модернизацией 
математического образования в средней школе, требует улуч
шения подготов.:ки учителя, в частности его 'Математической, 
J11огиrческой и методической подготовки. Не рассматривая 
здесь детально этот вопрос, ограничимся лишь некоторыми 

замечаниями. . 
J. Совершенно очевидно, что модернизация школ{:>ного пре

подавания математики невозможна без модернизации мате
матического образования сам-ого учителя. Одна&а процесс 
приближ·ения математического образования учителя к оовре
·менной математической науке протекает очень медленно. ·до 
сих пор в учебных планах физико-математическ.1Их факульте
тов педаrюnическ·их институтов фигурирует обширный курс 

. под названием «Элемента1рная математика», включающий раз
делы ,классической элементарной математики. Некоторые счи
тают этот курс очець важ·ным для математической под11отовки 
учителя, очев.идно, не представляя различный смысл терми
на «эле·ментарная· математ.ика», о .чем говорилось во введении. 

~Нам представля·ется, чт·о номенклатура мате'Матически'С 
·дисциплин в педагогическом вузе должна быть приведена 
в соответствие 1с научной номенклатурой. Разделы курса эле
ментарной математики должны включаться в соответствую
щие научные дисциплины: а1рифметика - в теорию чисел, эле
ментарная геометрия - в геометрию, элементарная алгебра -
в алгебру, учение о тригонометрических функциях - в мате
матичесюий анализ. 

Это - не пр~осто терминологический вопрос~ Прн таком 
распределени.и материала классической элементарной матема~ 
тики расширяется возможность его освещения с современных 

ПОЗИЦИЙ". 
До последнего времени в учебных планах физиюо-матема

тических факультетов, в частности, готовящих учителей по 
широкому nрофнлю «математика и физика», не встречали1сь 
названия «теория вероятностей», . «математическая логика» 
(они появились только в riроекте у~чеб'ного плана на 1963164 
учебный год), и это в то ·время, 'Когда идет ш:Иро:кое обсужде-

- v 

ние вопроса о включении элементов теории -вероятностеи 

и ·математической статистики в шюольный курс, когда в юно
шеских математических школах учащиеся, знакомятся с эле

мента1ми математичес~кой логики. 
С·овершенно очевидно, что отставание математического 

образования учитмя от сооременной науки не способ~ствует 
развитию среднего математического образования, а торм0аит 
его. Развитие математического образования учите·ля должно 
опережать развитие ш1кольного преподавания математики, 
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чтобы обеспечить школу будущего подготовленными учите-
лями. - , 

2. В течение мноrnх лет на физико.;математических фа
культета·х не читался ни курс математической логики, ни даже 

V Ut t.'f 

курс элементарнои традиционнои логики, которыи пре-

подается на филологических факультетах. Ав.торы учебных 
планов, очевидно, рассуждают так: «Математика· содержит 
в себе столько логики, что студенты-математики и без спе
ц~иального изучения логики научатся лог,ичес·ки мыслить». 

Так рассуждают многие, однако они ошибаются. 
Учитель должен обладать высокой логической культурой, 

которой не може.т .быть без сознательной трениров·ки в логи
ческих доказательствах, без· знания выполняемых логических 
операций и применяемых средств лоnичес-когd вывода. 

Важное значение в об:ласти логической подготовки учите
ля И1меют курсы О.он~ован.ий арифметики и оснований геомет
рии, однако их изучение в .педаголических вузах .и и1меющаяся 

учебная Л·Итература по этим кур,сам не отражают совре1мен
ного состоя1ния науки об основаниях математИ:ки. 

Таким образом, в области логической подготов1ки учителя 
математи·ки возникают следующие проблемы: 

а) разработка курса математической логики с учетом по
требностей общего образова1;1ия учителя 1И ш~ольноrо препо
давания математики; 

б) приведение ,кур1сов оснований арифметик·и и оснований 
геометрии в соот;ветствие с совреl\fенным состоянием науки об 
основаниях математики или же замена этих двух курсов 

одним курсом оснований математики, построенным в совре-

менном стиле. • . 
,з. Слабой является и методическая подготовка, 'Получае

мая учителе1м в педагогическом вузе. Один из существенных 
дефектов этой подготовки состоит в ее отрыве от математи
ческой подготов·ки. С .одной стороны, ,в различных математиче
ских курсах, читаемых в педа.rогиче,ском вузе, недостаточно 

учитываются потре.бности шко111ьноnо преподавания; с дру
гой - знания, приобретенные студента1ми при изу~ении раз
личных .математических дисциплин, недостаточно использу~ 

ются в ку1рсе методики преподавания математtИ1:ки. 

Одна и та >ке программа математиче·ской дисциплины мо
жет быть по-разному изложена в зависимости от целей, пре
следуемых ее изучением. Выявление связей со школьным пре
пода,ванием представляет собой важную и далеко еще не 
решенную проблему преподавания математических дисциплин 
в педагогическом вузе. 

Очевидно, сложившийся кур·с методики преподав·а·ния 
математик.и в педагогическом вузе нуждается в значительном 

уоовершен·ствовани1и и модерн~зации. Главной целью этого 
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·. 
курса должно быть развитие у студентов творческого подхода 
к школьному преподаванию математики на базе понимания 
его связей с современной математичесюой наукой, педагаги
кой, логиюой и психологией учащи~ся. Студенты должны 
широко привлекаться к педагогическим экспериме1нта:м. 

4. Нужна больша·я работа по усоверiuенствованию и по
вышению квалификации уже работающих учителей и особен. 
но тех, которые окончил.и педагогический вуз ·10-15 лет на
.зад. Здесь возникают трудности психолоr~ичеокого характера. 
Учителя1м, уже давно работающим и хорошо усвоившим тра. 
дИционную методику, трудно представить ·себе, что препо
давание математики моокет быть иным, что п.ре:цлагаемые 
·изменения необходи·мы для устранения отставания образова
ния от прогресса науки и что они действительно приведут 
к повышению эффективности обучения. 

У нас выходит мало литературы, необходимой для повы
шения квалИфикацши учителей. Не отрицая значения различ
ных мет.одических раз~аботок, описаний опыта преподавания, 
оказывающих несоМ'ненную помощь в работе учителя и спо
собствующих пq~вышению его квалификации, нельзя, очевид
но, ограничиватыся этим. Учитель нуждается и в такой Л·Ите
ратуре, которая помогла бы ему усвоить важные идеи совре· 
менной математики и понять возможность их отражения 
в школьном преподавании. 
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ПРЕДИС~ОВИЕ 

Предлагаемое «Логическое введение в математику» предназнача
ется для студентов первого года обучения математИческих · специаль
ностей педагогических институтов. Оно содержит элементы теор:й:и 

; . -

множеств, математической логики и их применение в математике, 

иллюстрированные известным из школьного курса элементарным 

математическим материалом. Это содержание еЩе не является устано
вившимся, оно не Зафиксировано в каких~либо qфициальных програм
мах и может служить предметом обсуждения. Однако. nредлаrаемое 

содерж~ние представляет собой то общее, что встречается, во мно

гих проектах такого вводного курса, целесообразность !(:оторого уже 

является в настоящее время обще!1ризнанной. 

Необходимость в таком Логическом введении возникает потому, 

что средняя школа не обеспечивает (пока) своих выпускников доста

точным пониманием логического компонента (логики) математики 

и способов математического мышления. ) 
Основная цель курса «Логическое введение в математику» - при" 

витие студентам некоторых навыков современного ·мате.~атического 

мышления и его точного, краткого и ясного выра~ения. Одновремен

но с этим достигается и повторение наиболее важных понятий школь
ной математики (числа, функции, уравнения, неравенства и др.) 

с новой точки зрения или на более .высоком уровне, а также уточ
нение логических понятий и процедур (опредепения, обратного и про

тивоriоложного предложений, необходимого и достаточного условий, 

доказате:Льства, отношений эквивалентности и порядка и др.), ши-
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роко применяющихся в школьном курсе на интуитйвном уровне или 

в неявном виде. Все это ·должно облегчить студентам последующее 

изучение различных математических дисциплин и методики совр~мен-

. ного преподавания математики в школе. 
В предлагаемом пособии материал излагается содержательно, без 

излишней формализации и с умеренным использованием символическо

го логико-математического языка после детального разъяснения его 

семантики, точного смысла выражений. ~ 

Материал разбит на четыре главы: Множества, Высказывания, 
Предикаты и Применение в математике. Особое внимание как в изло

жении материала, так и в упражнениях уделяется анализу рассуж

дений средствами логики высказываний" предикатов и·множеств, под

готавливающему к пониманию логической структуры математических 

доказательств. 

Приведенные в книге примеры применения логики в математике 

(в примерах и упражнениях первых трех глав и в четвертой главе), 

разумеется, не исчерпывают всех случаев применения логики в мате

матике. Рассмотрение некоторых вопросов носит лишь предваритель

ный характер первого ознако,..мления. 

В книге содержится достаточное число упражнений для само

стоятельной работы студентов. 

Предлагаемое пособие составлено по материалам лекций, прочи

таннцх автором в 1968/69 учебном году в Могилевском педагоги-
/ 

ческом институте. 

Автор выражает свою глубокую благодарность докт. физ. -мат. 
наук, проф. Ю. С. Богданову и докт. физ. -мат. наук, проф. 

М. Д. Гриндлинrеру, любезно согласившимся ознакомиться с руко-
- ... 

писью и сделавшим ряд полезных замечании. 

, , 

Автор 



Глава 1. МНОЖЕСТВА 

§ 1. МНОЖЕСТВО 

1. 1. Множество. · Одно из основных понятий современ~ 
ной математики - множеспzво. Эrо понятие обычно прини
мается за первоначальное и поэтому не определяется че

рез другие. 
. 

Когда мы говорим, что под множеством предметов понимаем 
«совокупность, собрание, или класс каких-нибудь различимых пред
метов, безразлично какой природы», мы указываем лишь синонимы 
(«совокупность», «собрание», «класс») для слова «множество» с целью 
достижения интуитивной ясности смысла, в котором оно применяется,,. 
Этот смысл поясняется и многочислеиными~примерами. Так, можно 
говорить о множестве всех студентов первого курса, о .. множестве 
всех жителей rорода Минска (о населении города ;Минска), t) мно" 
жестве молекул данного тела, о множестве овец (отаре) колхозной 
фермы, о множестве всех целых -чисел, о множестве точек плоскос
ти, отстоящих от данной точки О на расстоянии ·1 (окружности 
с центром в точке О и радиусом 1), о множестве рациональных кор
и ей данного rравнения и т.д. 

Когда в математике говорят о множес"tве {чисел,?~ то
чек, функций и, т. д.), то объединяют эти объекты· в од~ 
но целое - множество, состоящее из эт11х объектов (чисел, 
точек, функций и т. · д.) ·. Основатель теории множеств, 
немецкий математик Георг Кантор (184!)- 1918) выразил 
эту мысль следующим образом: «Множество есть многое, 
мыслимое как единое, целое»·.· 

Слово «множество)) в обычнqм смысле всегда связы.: 
вается с большим ЧИСJIОМ предмеtов. Наnример, мы rово
рим, что ·в лесу множество деревьев-~, -но если Перед;. доw 
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• 
мом два дерева, в обыденной речи не говорят, ч~rо пере 
домом «множество деревьев>>." , 

Математическое же понятие множества не связывается 
обязательно с большим числом предметов. В математике 
удобно рассматривать и «множества», содержащие 3, 2. 
или 1 , предмет и даже «множество», не содержащее ни. 
одного предмета (пустое множество)" Например, мы гово
рим о множестве решений уравнения, до того как узна-

u 
ем, сколько оно имеет решении, и в том случае, когда 

уравнение не имеет решений (множество вещественных 
решений уравнения х2 + 1 =О - пустое~ множество). 

·, Произвольньrе множества мы обозначим большими ла
тинс~ими буквами А,В,С,.... Пустое множество обозна
чается символом 0" 
. 1. 2. Элементы множества. О предметах, · составляю

. щих· множество, говорят, что они принадлежат этому мно· 
жеству ,· или являются его элементами. 

Элементы- множества мы обозначим малыми латински
ми буквами. а,Ь,с, ... или одной какой·нибудь буквой с ин-

" ' 
деК~9М, НаIJример al, а2, ."., ап, .. · . 

Предложение «предмет а принадлежит мнсжеству А»" 
ил.и · «ttредмет а - элемент множества А», обоз~ачим сим.:. 
волом а Е А. · · . 

Например, предложение «0 - целое число»,_ если через 
С· обозначить множество всех целых чисел, запишется 
т~к: о Е с. 

i .3. Спосооы . задания множества. Множество может 
' . 

быть задано ·непосредственным . перечнем, пер~числение~ 
всех e.ro. э.ле;ме.~тов_ "(в ·. прQизвольном пор~дке). _ J? т.а~ом 

" . ~ . 
случае названия всех элементов мнqжества :зщ~исываютс~ 

в стрQчку," orд.eл:SJ~T~~~ м~жду собой за!Jятыми. и _ за.клю
~щртся,а ф·иг.урцQI~:.~ко($к~. :t.Iапример, {О, 1,2,3,4,5;~,7 ,8,9} ~ '" 
нж>ж~ство ·Цифр ,;деся-rпчнqй системы. счис.;л~ния, {aiЬt 

\ " " ~ ... - . . ' , 
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с} - множество, состоящее из элементов а,ь:с ·(это мно
жество можно записать и так;, {Ь,а,с}, или {с;а,Ь},.илипе.:. 
речислив элементы в к~ком-либо другом пор_ядке). Необ
ходимо различать объекты, обозначаемые с~мволами а 
и {а}. Символом а обозначается предмет, ·символом {а}..,:._ 
множество, состоящее - из одного элемента а (едини·чное 
множество). -

Перечислением всех элементов можно задать · _лишь 
конечное множество. Т~кое же множество, как,. наприм~р, 
множество всех .натуральных или всех целых чисел, нель

зя задать таким способом, так как мы не . можем п~ре~ 
числить все натуральные или все целые числа-таких чи-

сел бесконечное множество. · ·, · 
Имеется ·другой, универсальный, · способ . задания 

множества в том смысле, что этим способом·. может 
быть задано .не,·тоJ;rько конечное, но и· бесконечное· "мно-

" _,. ,; А "' 

жест во. " 
Мно'жество (конечное или бесконечное) можеr ··()ьiть 

~ " . - " " ~ 

задано указанием характеристического своиства, т. 1 е. та-

кого свойства, которым обладают все Элементы этого мно~ 
жества и не об.ладает ни·· один предмет, -·не явлЯющий.ся 
его элементом. - На;пример; . мно:Жество · {о·~ 1,2 ,~з, 4} , моЖе1 
быть Задано характеристическиы свойстВом ·как·;·множ~с:tвО 
всевозможных остатков от:· делении Любого ·иатураЛЬного 
числа на 5. ' ' . ' . . . . r ' •• : • 

Mнq>i<ecт!Jo, опреДе4яе~iое- некотор~м характер~~т1!уес
ким ·св~кствqм_ Р, обо~начИ~. сим-волом ·м1Р(х)], "ко1т~рый 

х 1 

читается так: «множествь всех х таких; что·- х обладает 
свойством. Р», -или, к'Ороче, (<множество·· всех~ .х, \ьбл.ЗДаю
п~их свойством Р». · · · · :·, • ·" ~: ;-:-\, 

Например, если ·р обозначае·т свойство ·«быть dстатком 
от деления натурального числа на 5», то Р(х) обозначает 

~ 
• 



. . 
предложение «Х - остаток от деления натурального числа 

на 5», а М[Р(х)] = {0,l,2,3,4}. 
х 

Вообще символ F_(x) обозначает предложение «Х обла-, 
дает свойством Р» (при более детальном изучении этого 
объекта (гл. 3) получит .оправдание и применение функ-· 
ционального символа). 

В математике часто характеристическое свойство мно
жества выражается с помощью уравнения или неравенст

ва. Так, М[х2 + 2 = 3х] множество всех тех и только 
х ' 

тех значений х из заданной области значений этой пере-
менной, например из множес·тва вещественных чисел, ~ко
торые «удовлетворяют» уравнению х2 + 2 = 3х. В этом 
случае М[х2 + 2 = 3х] = { 1, 2} - множество реiuений урав-

х 

нения х2 + 2 = 3х. 
В той же области значений переменной х М[х > О] -

х 

множество всех положительных вещественных чисел. 

1. ~. Числовые множества. Элементами множества могут 
быть предметы различной природы (буквы, числа, люди, 
атомы, слова, точки, уравнения и т. д.). Именно этим 
объясняется общность теоретико-множественных понятий 
11 их применимость к самым разным областям (математике, 
ф~зике, лингвистике, экономике, 1 биологии и т" д.). Для 
математики, разумеется, особую роль играют изучаемые 
ею множества, элементами которых являются «Математи

ческие» объекты (числа, точки, уравнения, функции и т. д"). 
Множества, элемен.тами которых являются числа, на

зываются числовыми множествами. 

Ввйду того, что в математике мы очень -часто имеем -
дело с некоторыми определенными числовыми . множества
м,~, удобно в~ести для этих множеств специальные , обо
значения .. 

# 

в 
• 



Мы введем следующие обозначения*, которыми будем 
:в дальнейшем пользоваться: 

Название множества 

1 

Множество всех натуральных чисел 

Множество всех целых неот-рица
тельных чисел 

Множество всех целых чисел -
Множество всех рациональных чи-

се-л 

Множество всех вещественных чи" 
сел (действительных) 

сел 

Множество всех комплексных чи" 

М[а~х<Ь] 
xeD 

(множество всех вещественных· чисел, 
заключенных между числами а и Ь, 
включая эти числа) - замкнутый от-

резок 

\ 

а 

Обозначение 

2 

N 

с 

R 

D 

к 

[а, Ь] 

• 

z 
о 

*В литературе встречаются и другие обозначения некоторых пере
численных ниже множеств: Z - множество всех целых чисел; Q -
множество всех рациональных чисел; R - множество всех вещест
венных чисел; (а, Ь)- открытый отрезок. 
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1 . 

М[а < х < bj (множество всех ве-
\ 

. xeD _ 
щественных чисел, заключенных меж

ду числами а и ·ь, не включая эти 
числа) - открып1ый отрезок 

М[а < х < bJ - отрезок, открытый 
xeD 

снизу и замкнутый сверху 

М[а < х < Ь] - отрезок, замкну-
хеD 

тый снизу н открытый сверху 

М[х >а] - отрезок, открытый сни
хеD 

" зу н неограниченныи сверху 

Mfx >а) - отрезок, замкнутый 
xeD 

,снизу н неограниченный сверху 

М[х < а]-отрезок, открытый свер-
хеD , 

ху н н.еограниченный снизу 

М[х~а]-отрезок, замкнутый свер
хеD 

u 
ху и неограниченныи снизу 

о 
а 

2 

]а, bf 

ja, bJ 

. --о------·.....,_-
а Ь 

[а, Ь[ 

• о 

а ь 

--~о ............ " ... 
·а 

(а, + оо [ 
••• 
а 

·1 - оо ',a.f 

·j -oo ,а) 

о 

а 

* Символ+ оо (читается «плюс бес~онечность») обозначает от
сутствие «верхней границы» множества, т. е. что данному мно
жеству ·принадлежат сколь угодно большие числа t и не · обозначает 
никакого. числа" Поэтому + оо не может принадлежать числовому 
множеству; со стороны этого симв;ьла отрезок всегда открытый. 
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Упражнения .. " 

• 

1. Задать с помощью характеристического свойства: · 
а) множество всех положительных чисел М [ ]; б) 

х 

жество всех иеотрицательиых чисел М ( 
х 

] ; в) множество 

мио-

всех 

отрицательных чисел М ( ]; г) множество всех иеположитель-
х 

ных чисел М [ ]. 
х 

. . . 

2. Задать перечислением всех элементов множества, задаииые 
с помощью характеристического свойства: 

а) М [х < 5] = { }; б) М [О< х < 5] = { 
~N i~ · 

в) М [х -< 5] = { }; г) М [О~ х ~ 5] = t . 
xeNo хеС 

д) М (х <О] = { }; е) М [х С О] = { 
xeNa xeN 

ж) М (х < 2] = {- }; з) М [) х 1 < 2] = { 
xeN . хеС · 

и) м [х-< 2] = { }; к) м r 1х1 ~ 2] = { 
xeN хеС ·. 

3. Можно ли задать перечислением всех элемеитоn миожеств,о: 
а) М (х < 5]; б) М f x > 5]; в) М (х <О]; r) М [ 1 х) > 2]? 
хеС xeN . xeNa хеС . 

}; 

. ' . '' 
} ; 

] . 

4. Записать и изобразить в виде отрезков следующие миожесtва: 

а) М (2 < х < 5]; б) М (2 < х < 5]; в) М (2 < х < 5]; 
xeD XfЗD xeD 

г) М [2 < х < 5]; д) М [х < 2]; е) М [х < 2]; ж) М (х > 2]; 
xeD xeD xeD xeD 

з) М [х > 2]; и) М [ 1х1 < 2]; к) М [ 1 х) ~ 2] .. 
xeD xeD xeD 

5. Задать перечислением всех элементов мио~ества иатуральиых, 
целых, рациоиальиых, веществ~ииых и компл.ексиых решений: уравм 
нения Р (х): 

(х + 1) (х - 1) (2х - 1) (х2 - 2) (х~ + 1) =О, 

т. е. а)М[Р(х)]= ; б)М[Р(х)]=. ; в)М[Р(х)]= ; 
xeN хеС xeR 

г) М ( Р (х)] = ; д) М [ Р (х)] = . 
xeD хе К 

1 1 



• 

6. Зад!iть перечислением всех элементов множ~ство всех дели" 
телей * числа 36. Можно ли задать таким способом множество всех· 
кратных числа 36? 

§ 2. ОТНОШЕНИЯ МЕЖДУ МНОЖЕСТВАМИ, 

Два множества могут находиться в различных отно
шениях. Здесь мы рассмотрим два отношения: включение 
и равенство. 

2.1. Включение. Рассмотрим множество А = { 1, 2, 3, 
4, 6, 8, 12, 24} положительных делителей числа 24 
и множество В = { 1, 2, 4, 8 } положительных делителей 
числа 8. 

Сравнивая эти множества, мы замечаем, что все 
элементы множества В являются также элементами 
множества А. В таком случае говорят, что множество В 
включается в множество А, или :множество А включает 
множество В, или В-- подмножество (или часть) 
множества А, что обозначается В~А. 

В ·общем виде это отношение между двумя множе
ствами определяется следующим образом. 

Определение. Множество В включается в множество А, 
если каждый элемент множесnzQа В является также 
элементом множества А. Множество В называется под- , 
множеством или частью множества А. 

Отношение включения обозначается символом ~, т. е. 
предложение «множество В включается в множество А» 
записывается: В~ А. 

Наглядно это отношение (как и другие отношения) 
между множествами изображается как отношение между 
двумя множествами точек, ограниченными простыми (само-

* Имеются в виду положителЬные делители. 
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непересекающимися) замкнутыми кривыми" Такое. изобра
жение называется диаграммой Венна *" 

На рис" 1 дана диаграмма Венна для случая, когда 
В~А" 

Примеры" N s; С; С С R;· R _s; D; D _g К; мно;»сество прямо
угольников включается в множество параллелограммов (всякий 
прямоугольник - параллелограмм); множество параллелограммов 
включается в множество четырехугольников; множество учащихся 

к.пасса включается в множество учащихся (данной) школы и т" д" 

Из определения включения непосредственно следуют 
о 

такие своиства этого отношения: 

1" Всякое множество включается в само себя, т. е" 
для всякого А A_f;A" 

Это свойство (находиться с самим собой в данном 
отношении) называется рефлексивностью, а отношение 
включения, обладающее этим свойством, - рефлексивным 
отношением" 

2" Для любых множеств А, В, С, если А~В и В!;;С, 
то А~С. 

Это свойство называется транзитивностью, а отноше
ние включения, обладающее этим свойством, - траН;зи
тивным отношением" 

3" 0 ~А для всякого· множества А (так как пустое 
множество не содержит ни одного элемента, то можно 

считать, что «все его элементы» принадлежат любому 
множеству А). 

2.2. Равенство. Частным случаем включен:ия является 
равенство" 

* По имени английского ученого Джона Венна (1834- 1923)" 
Впрочем, намного раньше Венна Л" Эйлер использовал круги для 
изображения отношения между множествами («Письма к немецкой 
принцессе» , 1768)" 
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Пусть А - множество всех равносторонних треугольни, 
ков, а В - множество всех равноугольных треугольников. 
Каждый равносторонний треугольник является такж 
равноугольным, т. е. А~ В. Верно и что всякий равно
угольный треугольник является равносторонним, т. е. В~А" 

В таком случае, т. е. если AJ; В и В ьА, множества· 
А и В состоят из одних и тех же элементов и называЮтс 
равными. _ . 

В общем виде отношение равенства I_ определяется 
следующим образом" 

Определение. _Два множее;тва А и В называются, 
равными, если 

А~В и BJ;A, 

т. е. если множества А и В состоят из одних и тех же 
элементов. 

Символически равенст,Во множеств А и В обозна-
чается: А = В. · 

Равенство множеств характеризуется следующими . 
свойствами (которыми, впрочем, характеризуется и равенство 
чисел): · 

1. Для всякого А А= А (равенство рефлексивно). 
2" Для любьiх трех множеств А, В, С, если А== В 

и В= С, то А== С (равенство транзитивно). . 
3. Для л19бых двух множеств А, В, если А== В, 

то В= А (это свойство называется симметричностью, 
а отношение, обладающее этим ·свойством, - сиМ;метрич
ным; равенство симметрично). 

2.3. Строгое включение. Как показывают приведенные 
выше примеры, если В~ А, то возможны два случая: 

· 1) существует хотя бы один элемент множества А, не 
принадлежащий множеству ,В. В таком случае говорят, 

{ 
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что В - собственная часть (или собственное подмножество) 
А, или что В строго включается .ц А. Отнощение стро" 
roro включения обозначим В С: А; , , 

2) не существует ни одного элемента множества А.· не 
принадлежащего В. Этот случай равносилен отношению 
А СВ и В~А. т. е.- равенству В= А. 

Если два множ·ества содержат, кроме общих элементов, 
и необщие (хотя бы один), ·-то они не находятся в от~оше" 
нии включения. · 

К вопросу ьб отношениях между двумя множествами 
v 

мы возвратимся после рассмотрения операции над 

множествами. 

Упражнения 

7. Определить отношение между множествами: 

а) N и N0; б) С и R; в) R и D; г) прямоугот.ьников и парал~ 
лелограммов с равными диагоналями; д) прямоугольников и четырех," 
угольников с равными диагоналями; е) ] 3, 5 [ и] 3, 5 ]; JК) ] 2, 7 [и 
[3, 5]; з) Е1 = М [х2 - Зх + 2 =О] и Е2 = М [х - 2 =О]; 

. х х 

и) А= М [х2 + 1 =О] и В =. М [х2 + 1 =О}; к) 01 = f2, 
x~D хе К 

+оо[и,.~а=] 2, +ос[. 
8;<S ~-'м ошибочность следующих формулировок:· 
а) Ec(k элементы множества.А принадлежаt другому множеству В, 

то множество А включается в В; б) Если..- два множества содержат 
одни и те/же элементы, то они равньt? I(at<: йслравить эти формули-
ровки? • 

9. Что и по каком~ свойству следует из; 

а) N~C и CC::R;" б) Cs;;,R и Rs;.D; в) R~DиD.s;K? 

10. Доказать, чrо если As;B, .fЗ С::С и CJ;A, то А=В=С. 
11. Построить диаграмму Венна для ТР.ех множеств А, В, С, 

если известно, что А.с ,в и В с: С. ЯвЛяетс~ ли отношение строгого 
включения транзитивным? - " 

12. Что следует Из А~ е;? 
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"§ 3. ОПЕРАЦИИ НАД ·МВОЖЕСТВ..со;а..а." .... 

3.1. Объединение множеств. Пусть А --: множество все 
прямоугольных .равнобедренных треугольнико:е, а В - мн 
жество всех прямоугольных неравнобедренных треугол 
ников. Если «объединить» эти два ·множества в одно, 
получим множество всех прямоугольных треугольников 

Это множество называется обидинением множеств А и В 
Рассмотрим другие примеры. Пусть А = { а, Ь, с, d } 

В= { х, у, z }. В этом случае объединение множеств А и В 
которое обычно обозначается «А U В», содержит вс 
элементы множества А и все эпементы множества В: 
Аµ В = { а, Ь, с, d, х, у, z}. 

Если же А = { а, Ь, с, d } и В = { а, Ь, е, } , * 
А U В= {а, Ь, с, d, е }, т. е. общие элементы мно~ест 
А и В входят в · объединение А U В только по одному разу, 
так как в соответствии с пониманием множества в мате

матике ни один Элемент не может содержаться в мно

жестве несколько раз. 

В общем виде объединение двух множеств опреде-
ляется следующим образом. · 

Определение. Объединением А U В двух множеств А и В 
называется множество, состоящее из всех тех и только ·· 
тех элементов, которые принадлежат множеству А 
или, множеству В. 

Это определение мож"нс записать кратко так: 

А U В = М [х Е А или х Е В] 
Df х 

( = читается «равно по определению», Df ---;- от латинского 
Df 

definitio - определение)" . , 
Союз «ИЛИ» понимается здесь в «неразделительном» 

смысле, т. е. каждый элемент {,объединения А u. В должен 
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принадлежать хотя бы одному из множес~в А, В (или А, 
или В. или обоим множествам А и .В). 

На диаграмме (рис. 2) заштриховано объ.единение. А U В. 
При решении неравенств часто приходится образовывать 

объединен~е множеств. Пусть, например, требуетая р.ешить 
неравенство 1 х - 21>1 в множестве D. т. е. определить 

о 

о 

1 3 

рис. 1 рис. ·2 рис. -~3 

М [ 1 х - 21 > 1 ]. Так как \ х - 21 > 1 равносильно х -
хвD 

-2 < -1 ИJIИ Х - 2 > 1, Т. е. Х < 1 ИJIИ Х > 3, ТО 
М [ 1 х - 2 / > 1] = М [ х < 1 или х> 3] = М [х < 1] U М [х > 
хвD хвD хвD хвD 
> 3] = ] - оо, 1 [ U] 3, + оо [ (рис. 3). 

З.2. Пересечение множеств. В классе имеется танце
вальная группа А= {а, Ь, с, d, е. f. g, h} ·и хоровая 
группа В= {а, Ь, с. т, 'п, о. р, r. s. t }. Учащиес.s,1, 
являющиеся членами обеих· групп. образуют множество 
{ а. ь. с } , называемое пересечением множеств А и В 
и
1 

обозначаемое символом «А n В». 
В общем виде пересечение двух множеств определяется 

следующим образом. 
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Определение. Пересечением ·А n В двух множеств А и В 
называется множество, состоящее из всех тех и п1олько 

тех элементов, которые принадлежат и множеству А, 
и множеству В ( т. е. их общая часть). 

Это определение можно записать кратко так: 

AnB = М[хеА и xeBJ. 
Df х 

На рис. 4 заштриховано множество А f1 В. 

о ло 

i: 3 

рис. 4 рис. 5 рис. 6 

Пример.-. 1) Пусть А - множество. простых Чисел, В - множество 
положительных четных чисел. Тогда А n В= { 2}. 

2) Когда мы говорим: «к:вадрат - равностороиний и прямоугольный 
параллелограмм», мы выделяем множество квадратов как пересечение 

двух множеств: множества равносторонних параллелограммов (ромбов) 
и множества прямоугольных параллелограммов (прямоугольников), 
т. е. если А- множество ромбов, а В - множество ,прямоуголь
ников, то А nB - множество квадратов. 
. 3) Пусть К-:-- мно:щество . всех точек круга, включая точки 
окружности, У - множество всех внутренних точек угла, с верши-

u . 
пои в центре круга, включая точки, лежащие на сторонах угла. 

Пересечение К n У - множество всех ~ точек кругового сектора, 
заштриховаиного на рис. 5. · " 
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4) · При решении неравенств часто приходится обраsовывать пере
сечение множеств. Пусть, например, требуется решить- н~равенство 
1 х - 21<1 в множестве D, т. е. определить М [ 1 х - 21 < l]. 

xeD 
Так как 1х-21<1 равносильно - l < х - 2 < l, т. е.'х- 2 < l 

и х - 2 > - 1, или х < 3 и х > l, то М [ 1 х - 21 < 1] = М fx < 3 
. х х 

иx>·t]=M[x<ЗJnM[x>lJ=]-oo,3[[}] l, +X1[=]l,3[ 
~ х х 

(рис. 6). 

Упражнения 

~3. Пусть А - любое множество. Чему равны множества 
А U 0 и А[} 0? . 

14. Доказать, что А U В= А, если и только если В С: А. 
15. Доказать, что А n В= А, есл-и и только если А~ В. 
16. Доказать, что если ·А U В= А для любого множества А, 

то в= е;. 
17. Доказать, что если А[} В= В для любого множества А, 

тоВ=0. 
18. Чему равны -множества А U А и А[} А? · 
19. Пусть Е1 = М [х2 + х - 20 =О] и Е2 = М [х2 + х - 12 =О].. 

. ~D ~D 
Задать множества Е1 .и Е2 перечислением элементов. Образовать 
множества Е1 U Е2 и Е 1 [} Е". 

20. Пусть Е1 =М[х-3 < 5] и Е2 = М [2х + 5 > 9]. Образо-
хеС хеС 

вать множества Е1 U Е2 и Е1 f1 Е2 • 
21. Образовать -множества 0 1 U 02 и 01 [} 02 , если 
а) 01 =[-3~ 5]; 02 =]-оо, 2]; б) 01 =] -оо, 5 [; 0 2 = 

[О, + оо [; в) 0 1 = ] 4, 8 [; 0 2 --:] 1, 4]; г) 01 = ] - 3, 7]; 0 2 = 
= [5, 6]; д) 01 =] 0,8 [; 0 2 = [ - 5, l]; е) 0 1 = [О, 5]; Оа = 
==] - 3, О [; ж) 0 1 =] -1- 09, З]; 0 2 =] 3, + оо [; з) 01 = J - оо, 
3 [; 02 = ] 3, + 00 [. ' 

Изобразить множества 0 1 " 02 J 01 U 0 2 и 0 1 [} 01 на прямой. 
22. Записать множество М [ 1 х 1 < 1] в виде пересечения двух 

х 

множеств, множество М [ 1х1 > l] ·в виде объединения двух мно
х 

жеств. Изобразить эти мно>J<ества на прямой. 
23. Решить неравенство: . 
а) 1 х - 11 -~ ~; б) 1 х - l 1<2; в) 1 х - l 1>2; г) l х - l. j > 2. 
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3.3. Своiiства объединения и пересечения. Из опреде
лений объединения и пересечения непосредственно 
следуют такие свойства этих операций: Для всяких 
множеств А, В, С: 

1.l А U В = В U А (коммутативность объединения); 
2. А fl В = В f1 А (коммутативность пересечения); . 
3. А U (В U С) = (А U В) U С (ассоциативность объеди-

нения); · 
4. А fl (В f1 С) = (А fl В) f1 С (ассоциативность пересе

чения); 
5. А fl (В U С) = (А f1 В) U (А fl С) (дистрибутивность 

пересечения относительно объединения); ~ 
6. A'U (В f1 С)= (А U В) f1 (А U С) ( дистрибутивность 

объединения относительно пересечения); 
7. AU 0 =А; 
8. An 0 = 0. 
Два свойства дистрИ:бутивности (5 и 6), иллюстри

руются на диаграмме (рис. 7). 
На рис. 7, а двояко заштриховано множество 

An(BUC), а на рис. 7, б заштриховано множество 
(А fl В) U (А fl С). Видно, что . 

An (BUC) = (AnB) U(AnC). 

На рис. 7, в заштриховано множество А U (В fl С),а на 
рис. 7, г двояко заштриховано множество· (А U В) fl (А U С). 
Видно, что 

А U (В fl С) = (А U В) fl (А U С). 

Пример доказательства. 

Рассмотрим доказательство свойства 6 дистрибутивности объеди-
"' u 

пения относительно пересечения ис"одя из определении операции 

и равенства множеств. 
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Нам необходимо доказать, что множества Е1 = AU (В f1 С) 
и E2 =(AUB)n(A UC) равны,. т. е. 1) если· хЕЕ1 , то хЕЕ2 
(Е1 СЕ,,) и 2) е~ли х Е Е2 , то х Е Е1 (Е" С Е1)· . 

1) Пусть хЕЕ1 • Тогда хЕА или x·EBnC. 
Если истинно х Е А, то х Е А llB и х Е А U С, следовательно, 

xE(AUB)n(AUC), т. е. хЕЕ". . 
Если истинно х Е в n с' то х Е в' следовательно' х Е А u в' 

и хЕС, следовательно, xEAUC. Знач;ит, xE(AUB)n(AUC), 
т. е. х Е Е2 • 

а б в r 

р нс. 7 • 

Мы доказали, что для всякого х, если х Е Е1 , то х Е Е2 , т. е. 

: Е 1.s; Е2• 

2)Пусть хЕЕ2 . Тогда xEAUB, а следовательно, хЕА или 
х Е В и х Е А U С, а следовательно, х Е А или х Е С. 

Для всякого х, или х Е А, или х Е А ( «Х не принадлежит А»). 
Если хЕА,30 хЕА U(BnC), т. е. хЕЕ1 • 
Если же хЕА, то хЕВ и хЕС, следовательно, хЕВ n С. 

Отсюда следует, что х Е А U (В n С), т. е. 

х Е Е1-· 
Мы доказали, что для всЯкого х, если х Е Е2 , то х Е Е1 , т. е. 

Е2 С Ei... 
Так как Е1 С Е2 и · Е2 С Е1 , то Е1 = Е2 , что и требовалось 

доказать. 
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' Упражиен11sr 

24. Доказать свойство дистрибутивности пересечения относrt-
тельно объединения. ~ 

25. Мы определили объединение и пересечеииtt как биоорные 
операции (выполняемые над двумя множествами). На основании 
какого свойства можно говорить в строго определенном смысле 
об объединении ·и пересечении трех множеств (А U В U С и А n В n С) 

п п п 

и вообще п множеств (U А1 и n Ад? (U Ai - краткая Запись объеди-
l=l i=l i=l 

п 

иеиия А1 U А2 U ... U Ап, n А - краткая запись пересечения 
' . i=l 

A1nA29 ··· nАп.) 
· 26. ~разовать пересечец:ие множеств 01 = ] - оо, 2 [, , 0 2 = 
= (1, 5] n 0 3 = (2, + оо ( и _изобразить .его иа прямой. 

' ' 

3.4. Всевозможные отношения между двумя множе
~твами. Возвратимся к вопросу об отношениях, в которых 
могут находиться два множества. 

· Пусть _даны два множества А и В. 
Возможно, что эти множества не имеют общих элемен

тов, т. е. 
' 

В таком случае 
множес~ами. 

Если же 

(1) 

А и В называются непересекающимися 

! 
/ , 

(2) 

то возможно, что все элементы А принадле>кат В, т. е. 
А./.s;в, или не все элементы А п·ринадлежат В. 

В случае А .f;; В возможно, что и все элементы В при
надл,ежат А и тогда А = В, или же не все элементы В 
принадлежат· А и тогда А с: В., 
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В случае, когда не ·все" элементы А првнадлежат~ В, 
возможно, что все элементы В принадлеЖат А ~ .тог д~ 
В~А, или ж'е не ·все элементы В принадJiеЩ~i'.";~.А. 
В последнем случае, т .. е. когда ни одно из множеств 
А и В не являете.Я· подмножеством другого и их пересе
чение непусто, эти множества называются пересекаю-

щимися. . 
Проведенное исследование может быть записано в· ·вцде 

u u 
следующеи нагляднои схемы: ., 

(А,В) 
.. 

Существуют ли общие элементы ,? 
1 

Все ли ЭJiеМеиты А ~рииа,цхежат В ? . 
1 

r 
;ца 

АСВ 
,• 

Все ли элементы В принадлежат А ? 
г-· 

да 

А= В 

нет 

АСВ 

да 

ВсА. 

1 
нет 

An В = $6 
{непересекающиеся 
· мноаест.ва) · . 

о
·л· . 

. 'о 1 • 

нет 

А,~В 'и· В~А , , 

(пере~екающ~еся,ъщо~ества) 
А В .. 

. .. 

. ) . 
У п р а~ж и е и и я 

27. Изобрщзить с .ПОМОЩЬЮ Диаграм~ы отношения между МИО• 
жествами (целых, рациональных, поЛО?J<ительиых и веществеИJJЫХ 
чисел; между множествами натуральных, отрицател"иыr, · ·рациональ
ных и вещественных, чисел. 
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28. Изобразить с помощью диаграммы отiiоuiения между мно 
жествами ромбов, прямоугольников и параллелограммов; м~жд 
множествам~ многогранн.Иков, nризм, параллелепипедов, . правильны 
призм и -кубов.· - . · " · . · --

/ - ·-
~ · 2в: В каком· отношении -находятся множества: ' 

.. "а) м·1х < 5] . и :м (х <·5]; --~ б) м (х < 5] . ·и-" м [х < 51; 
X€N X€N X€N хеС 

~) М (х < 5] и М [~ > 5]; г) М ( 1х1<2] . ц . М 11х1 < 2]; 
X€N · X€N X€N Х€С ' 

д) м [ 1 х 1 = 2] и м [ 1 х 1 = 2]? 
Х€С X€R 

30. В каком отношении находятся каждь1е два из множеств: 
А1 = М ( 1 х 1 < 3]; А2 = М [ 1 х 1 < 3]; Аз= М [ 1 х 1 < 3]; А, = , 

X€N Х€С X€R 
= М [ 1х1<3]? Изобразить эти множества с помощью точек прямой. 

X€D 
• 

31. В каком отношении находятся множества 01 = [2t 3] 
и 09 = [3, 4]?- Определить пересечение и объединение этих мно· 
жеств, изобразить их на :числовой прямой. 

32. В каком отношении находятся множества 01 = ] 2, 5 [ и 02 = 
= (2, 5]? Определить пересечение и объединение этих множеств, 
изобразить их на числовой прямой. ... 

33. В каком отношении находятся множества 01 = ] 2, + ос [ и 
09 = [ 2, + со [? Определить пер~сечение и объединение этих мно
жеств, изобразить их на числовой прямой. 

3.5. Разность ·двух множеств. ·Пусть А - множество 
·равнобедренных треугольниковt а В - множество прямо
угольных треугольников. Тогда множество равнобедренных 
непрямоугольных треугольников состоит из все~ тех 

и только тех элементов из А, которые не принадлежат В. 
Это множество называется разностью между множеством А 
и множеством В. -

• 
Аналогичноt множество прямоугольных неравнобедрен-

ных треугольников состоит из всех тех и только тех эле

м~нтов из _Bt которые не принадлежат А, И является раз" 
ностью между множеством В И множеством ·А. 
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В общем виде разность определяется следующим 

образом. 
Определение. Разностью между множеством А и мно-, 

жеством В называется множество, состоящее из всех 
тех и только тех элементов множества А, которые не. 
принадлежат множеству В. 

Это множество обозначается символом А"-8. 
Таким образом (рис. 8); 

А"-В = м [Х€ А и х ЕВ]. 
Df х 

Рис" 8 

Аналогично (рис. 9), · 

В'-,А=М[хеВ и xE:AJ. 
Df х 

Рис. 9 

Как видно, вообще А ,в =F В"А. Нетрудно заметить, 
что лишь в одном случае А"В =В "-А: если А= В, то 
А"'В = В"А = 0. . 

Если А~М, то разность М"А называется дополнен,ием 
множества А до множества М. - · 

Очень часто изучаемые в математике множества 
А, В, С, ... (чисел, точек, · фигур, функций и т. д.) 
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являются -подмножествами неко.торого множества 

нимаемого (в :данном рассмотрении) за основное, 
версальнЬе. · · · · 1 

• •• - ~ 

Л1, при-: 
или уни": 

·~. ·r ,.'Наnрим~рi ·если .мы рассматриваем различные виды· 
мноrоуrольников "(А ~ множество треугольников, В - мно~ 
жество четырехугольников и т. д.), то в качестве ун1:1-
версальногd1 мнОж;ества · .м_ можно выбрать множество всех · 
многоугольников. . '. - -

Под А, В, .... буде~ "пон~~ть: до~полнения множеств . 
А, В, . : . соответственно: до- выqр~~ного ·универсального . 
множества. 

В нашем примере А - множество нетреугольных много" 

угольников, В - множество нечетырехугольных много-
угольников. ~ . 

При рассмотре~ии различных отрезков. (открытых или " 
замкнутµ!Х) ·в качестве универсального множества чисел 
подразумевается множество D всех вещественных чисел. . 

·соверщенно очевидца, что для всякого мцожества А: 
t - ' ......... 

.(\ U А= М (М -универсальное множество) :и А f1 А= 0. 
' r Понймая под «Х» переменную для любого элемента из 
универсального множества М, можно определение допол" 
пения записать следующим образQм (рис. 10): 

f • " 
1 ' . 

А= м [х Е AJ. 
·Df. х ~ . 

'Упражнения. ._ 
. -

IJ .~.~·-;,, .... , ~· •" ~" • • r •\ • ~ • 

~- ~4 •. Чему ;Р_авно ; )\ОПQлнен\{~ ~уст~го МJiожества; уни~ерсалыiого 
множества? · _ ~ 

35. Извеетно. что А с 8. J3. каком отнdшенИи находЯтся. мно.::: 
" r " t ~ " _ • ...а- '4. "~,... ~ 1 ' " ~ ~ ~ • t t" " } ~ ..._ \ , " 

1Кеtrва· ·А lf В? · · · · · . " - · · " 
• 11'- \ \ .,......_." 

.,. Зf?" Чему р{!вн9 дополнение~ доп9лнения·.Множества А: )f~? · · 
'. ~ · 37~ flycт.~ D..-:- у~верс~льное М!1~1;1tе~тво._ С>пре~елить дополнения 
~ле,1ующих МНОЖеСТ..8:' 1 ·,; ~· ~ • »! . · · · ' -



а) 1 - оо , 2 [; б) J - оо , 2 J; . , в) С; г) R; д) [1 , 5 J; 
е) ]1 ,5]; ж)] 3, + оо [; з) [3, + оо_[. _ 

· 38. Записать множество всех положите~ьиых . чисел с помощью 
характеристического свойства и в ви,це, отрезка (универсальное мно
жество - D). Записать дополнение этого . множества. Записать 
множество неотрицательных чисел с помощью характеристического 

свойства и в виде отрезка. Записать дополнеии~ этого множества. 
Изобразить эти множества иа числовой прямой. 

39. Доказать, что для любых двух множеств А, В: 
. - -AUB=AnB 

------м--

U~Jtj~)) 
(4) 

Рис. 10· рис. 11 рис. 12 

(дополнение объединения двух- множеств равно пересечению допол
нений этих миоЖеств ); 

- -
A[lB=AU.B 

(дополнение пересечения двух множеств равно объединению допол-
нений этих множеств). . 

Иллюстри.роВf'ть эти равенства ( закоиьt де Моргана*) с n~мощью 
диаграмм" · · , · 

40. Пусть · уииверсальп~е мио_жест~о - _множество.· '.студентов 
первого курса. Назвать дополнения следующих ·множеств: . , · · 

* По имени английского математика и логика Аугуста 
де Моргана (1806 ~ 1871). 
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а) миожества отличииКов; б) миожества спортсмеиов; в) мио-. 
жества студеитов, являющихся отличииками и спортсмеиами; 

г) миожества студеитов, являющихся отличииками или спортсме
-ицми {хотя бы одио ·из ·двух); д) миожества студеитов, ие являю" . 
IЦихся ии отличииками, ии спортсмеиами. 

§ 4. РАЗБИЕНИЕ МНОЖЕСТВА НА КЛАССЫ 

Операции об1едииеиия и пересечеиия миожеств являются осио
вой для поиятия разбиеиия миожества иа классы. 

4.t~ Разбиение множества иа классы с помощью одного свойства. 
Пусть уииверсальиое миожество М - миожество всех треугольииков. 
С помощью свойства· «быть прямоугольиым» (иметь прямой угол) 
мы выделяем подмиожество А прямоугольиых треугольииков . 
(т. е. элемеитов М, обладающих этим свойством) и подмиожество А -
иепрямоугольиых треугольииков (т. е. элементов М, ие обладающих 
этим свойством). " . 

Эти два подмиожества уииверсальиого миожества М непересе-

кающиеся (AnA = 0), и их объедииеиие составляет миожество М 
(AUA=M). 

Говорят, что свойство «быть прямоугольиым» определяет разбие

иие миожества М иа два кпасса, А и А (рис. . 11). · 
4.2. Разбиение множества на классы с помощью двух свойств. 

Пусть~ как и выше, уииверсальиое миожество М - множество всех._ r 

треугольииков. С помощью свойства сбыть прямоуrольиым» мы вы.: : 
деляем подмиожества А прямоугольиых и А иепрямоуrольиых тре
угольников, с помощью свойства «быть 1 равиобедреииым» мы выде- · 
ляем подмиожества В равиобедреииых и В перавиобедреииых тре- -
угольииков (рис. 12). 

Указаиные J;tвa свойства определяют разбиеиие миожества М 
иа четыре попарно иепересекающиеся подмиожества (на четыре 

класса): (1)-AnB; (2)-АnВ; (3)-AnB; (4)-Anli. 
· На диаграмме (рис. 12) ~идио. что эти четыl?е миожества по" 

парио иепересекающиеся и их объедииеиие образует миожество М. 
Эrо можио также леrко доказаrь. В качестве примера докажем, что 
множества (.J) ~ (2) - .пецерес~кающиеся: 
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В частных случаях некоторые из множеств (1)-(4) могут ока
заться пустым~. Например, если М- множество всех треугольников, 
А - множество прямоугольных треугольников, В - миожество пра-
вильных треугольников, то: А [l в= е; А [l·B - А; А [l в= В; . 
А [l в-- множество непрямоугольных . неправильных треугольников. 

4.3. Разбиение множества на кл§ссы с помощью трех · свойстJS. 
Пусть универсальное множество М _..:...множество студентов первого 
курса" С помощью свойств «быть отличником», «быть спортсменом», 
«быть участником художественной: самодеятельности» выделяем под· 

.---~-----м---

. . 

(8) 

рис. 13 

множества: А - отличников, А - неотличников, В - спортсменов, 

В= неспортсменов, С - участ~иков художественной: самодеятельности 
и С - студентов, не являющихся участниками художественной само
деятельности" 

С помощью этих трех свойств осуществляется разбиение мно
жества М на 8 попарно непересекающихся подмножеств (классов) 
(рис. 13): . 

(1)-А n В n С- множество студентов, являющихся отлични
ками, спортсменам~ и участниками художественной самодеятельности; 

(2) - А n В n С - множество ·студентов, являющихся отлични· 
ками и спортсменами, но не участниками художественной самодея-
тельности; · 

(3)-А [l В n С- множество студентов, являющихся спортсме· 
нами и участниками художественной самодеятельности, но не ·являю· 
щихся отличниками; -



\ 
, 

(4)- А n В n С- миожеётво студеитов, являюЩихся отличии
ками и участииками художествеииой самодеятельиости, ио ие спорт...
смеиами; 

(5) - А f1 В n С- миожество студеитов, являющихся только от
личииками, т. е. отличииками, ио ие спортсмеиами и ие участииками · 
ху дожествеииой самодеятельиости; 

- -(6) - А n В n С - миожество . сту деитов , являющихся, только 
спортсмеиами; 

- -(7) - А f1 В f1 С - миожество сту деитов, являющихся только 
участииками ху дожествеииой самодеятельиости; 

(8) "7"-А n В n С- миожество студеитов," ие являющихся ии от
личииками, ии спортсмеиами, ии участииками ху дожествеииой само- . 
деятельиости. 

Разумеется t иекоторые из .миожеств ( 1) - (8) могут оказаться 
пустыми. 

4.4. Разбиеиие множества на классы. Разбиеиие некоторого мио. ,. 
жества М иа попарио иепересекающиеся части иазывается также 
разбиением множества на классы, а попарио иепересекающиеся под
миожества, объедииеиие которых составляет даииое миожество М, 
иазываются также КАассами. 

Таким образом, разбиеиие миожества М иа классы К1 , К", ... , 
Кп определяется следующими двумя условиями~ 

\ 
п 

2) U Kl=M. 
. i= 1 

• • • t п, i =F j: 

. 
Как видио йз предыдущих примеров (4.1, 4. 2t 4. З}t с помощью 

одиого. свойства осуществляется разбиеиие миожества вообще иа 
2 класса, с помощью двух свойств - иа 4 класса·, с помощью. трех 
свойств - иа 8 классов: можио предположит~-~ что ·С по~ощью п 
е:войст~ ;осу~ес;твляется ·разбиеиие миожества1 вообщеt иа 2п клас
сов· (это летка доказать иидукцнеit по п). РазуМеется, иекоторые из 
этих классов в частиых случаях могут оказаться пустыми. 

· .Ра~~й~~~е миожества иа классы 'иа·ходит. w~рокое примеиеиие 
в математике (гл. 4). 1 

· 
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У n р а-ж не ни я 

41. До1<азать, что множества А n В n· С и А n В n С - непересе-
1{ающи еся. 

42. Доказать, что ·объединение множеств А n В, А n В, А n В 
и А n В образует универсальное множество М, подмножествами кото-
рого являются А и В. . " 

43. Записать и назвать классы, на которые- разбивается множе· 
ство параллелограммов с помощью свойств «быть равносторонним» 
и «быть прямоугольным». Изобразить отношения между множествами 
на диаграмме. 

44. Изобразить на диаграмме, записать и назвать к:Лассы·, на 
котор~е разбивается множество в~щественных чисел. с помощью 
свойств: «быть целым», «быть положительным» и «быть .рациональ
ным». 

45. Из 100 студентов первого курса: б отличника~, 20 спорт
сменов, 25 участников худож ест венной самодеятельности; З являются 
отличниками и спортсменамиt 6 - спортсменами и участниками 
художественной самодеятельности, 2 - отличниками' и участниками 
художественной самодеятельности, а 1 студент является .отличннком, 
спортсменом и· участником 4удожественной самодеятельности. 
Сколько студентов не являются ни отличниками; ни спортсменами, 
ни участниками художественной самодеятельности? . Сколько. студен
тов являются только отличниками? Сколько студентов ·являются 
отличниками иди спортсменами (хотя бы одно из двух)? Сколько 
студентов являются спортсменами или участниками художественной 
самодеятельности (хотя бы ОДНQ из двух)? Сколько студентов являются: 
или отличниками, и...._и спортсменами (только одно из двух)? 

У к а з а н И е. Задачи~ такого· TJt:пa легко решаются с использо· 
ванием диаграммы Венна (рис. 13). Достаточно вписать· число эле
ментов каждого из классов разбиения И полунаем наr:лядиуЮ картину , 
позволяющую ответкть . на все вопросы задачи. 

46. При обследовании 100 ·студентов были получен~ с.ЛедующИе 
данные о числе студентов, изучающих различные языки: только 
немецкий -18; ·немецкий, . но не~ исriанский - 23; . немецкИй и· фран
цузский - 8; немецкий :-· 26; французский -:- 48; ·французский. и ис-. 
панский - 8; никакоrо языка - 24. . , -, · · · 

а) Сколько -студенrов~_ изучают ис_панский язык? б) Сколько. сту
дентов изучают немецкий и ~спанский ·языки, но не· французский? 

47. В классе 25 учащИхся: · Иэ них · 13 лы:Жников, ~ 8 пловцов 
п 17 велосипедистов., Причем каждый спортсмен занимает~я·. только 
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двумя видами спорта и учится иа «3» или иа «4». В классе 6 круг 
лых отличников. 

а) Сколько в классе спортсменов? б) Сколько в классе неуспе
вающих? 

48. 80 человек зиают хотя бы одии из трех языков, причем 
10 · знают только английский, 14 - только немецкий, 20- только 
французский, а число знающих все три языка иа 2 меньше числа
зиающих только немецкий и французский, иа 4 меньше числа 
знающих только английский и французский и иа 6 меньше числа: 
знающих только английский и немецкий. Сколько человек зиают: 

а) все три языка? б) французски~ и немецкий? в) французский 
или немецкий (хотя бы одии из иих)? г) или французский, или не
мецкий (только одни из иих)? ", 

49. На какие классы точек разбивается плоскость (множество 

точек плоскости): 
а) прямой линией? б) двумя параллельными прямыми? в) двум 

пересекающимися прямыми? г) тремя попарно пересекающимис 
прямыми? _ 

(Две точки плос~кости считаются принадлежащими одному класс;r: 
точек, если отрезок, соединяющий эти точки, ие пересекается даи
иой прямой (ии одиой из даииых прямых), и считаются принадлежа
щими различным классам точек, если этот отрезок пересекается 

даииой прямой. ) . · " 
50. На какие классы точек разбивается пространство (множество 

точек пространства): 
а) плоскостью? б) двумя параллельными плоскостями? в) двумя 

пересекающимися плоскостями? . . 
1 ' 

§ 5. ПРОИЗВЕДЕНИЕ МНОЖЕСтв1 
~ 

5.1. Пара. Под плрой будем всегда понимать упорядо-~ 
ченную плру элементов, т. е. ·два. элемента, расположен ... ' 
ных .в определенном порядке. Элемент, занимающий пер-j 
вое месtо, называется первым элементом (первым компо ... 1 
нентом, первой координатой) . пары. Элемент, занимающий1 
;второе место, называется вп~орым_ элементом (вторым: 
компонентом, .второй КО<?рдинатой) пары. Для обозначения~ 
пары мы применим круглые скобки. Символ (а, Ь) обозна-J 
чает пару с первым элементом а и вторым элементом Ь.~ 
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Две пары (а1 , Ь1 ) и (а2 , Ь2) считаются равными (совпа
ающими), если и только если а1 = а2 и Ь1 ~ Ь2 • Это обо
начается обычным знаком равенства: 

(а1, Ь1) = (а2, Ь2)· 
, 

Элементы пары могут оказаться и равными, т. е. мы 
ассматри~аем и пары типа (а, а), но в этом случае, 
азумеется, не имеет смысла говорить о порядке эле

ентов. 

Если а =F Ь, то исходя из определения равенства пар 
олучаем . 

' 

(а, Ь) =F (Ь, а), 

. е. две пары, отличающиеся только порядком элементов, 
азличны (в то время как для двухэлементных множеств 
меем {а, Ь}_ = {Ь, а}}. 
Если рассматривать пары (х, у) вещественных чисел, 

. е. такие, что х € D и у€ D, то каждой такой паре 
сответствует точно одна (одна и только одна) точка 
лоскости при заданной системе координат и, обратно, 
аждой точке плоскости соответствует точно одна пара 
ещественных чисел. Поэтqму в математике часто назы
ают пару вещественных чисел «точкой плоскости» или 
роста «ТОЧКОЙ» (подразумевая «ТОЧКУ ПЛОСКОСТИ»). 
Совершенно очевидно, что если х € D, у€ D и х =F у, 

о (х, у) и (у, х) - различные точки. 

Уuражнения 

51. Если х € D и у€ D, то. точки (х, у) и (у, х) симметричны 
тносительно биссектрисы первого и третьего координатных углов. 
оказать. 

52. Даны два множества: А= {l, 2, 3}' и В= {4, 5}. Соста
нть множество всевозможных пар, первые элементы которых при· 
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надлежат множеству А , а ·вторые - множеству В . . Изобразить иа 
плоскости полученное множество точек. Составить множество все· 
возможных пар, первые элементы которых принадлежат множеству В, 
а вторые - множеству А. Изобразить полученное множество точек 
иа плоскости. Совпадают ли полученные два множества точек? Чему 
равно пересечение этих множеств? 

53. Даны два множества: А = i 1 , 2, 3} и В = { 3. 1 , 2} . 
(;;оставить множество всевозможных пар, первые элементы которых 
принадлежат множеству А, а вторые - множеству В. Изобразить иа 
плоскости полученное множество точек. Составить множество всевоз· 
можиых пар, первые элементы которых принадлежат множеству В, 
а вторые - множеству А. Изобразить полученное множество точек 
иа плоскости. В каком отношении находятся полученные два миоже· 
ства точек? 

54. Да и о множество А = ( 1 , 2 t 3, 4} • СостаRить множество 
всевозможных .пар, элементы которых приf(адлежат множеству А 
(или множествам А и В= А). 

5.2. Произведение двух множеств. Рассмотрим таблицы 
«открытых» ( 1) и «закрытых» (2) слогов, к.оторые изу
чаются в первом классе школы. 

Таблица 1 Таблица 2 

а е о у м и п р 

i 

м ма ме МО му а ам аи ап ар 

и на ие но ну е ем еи еп ер 

' 

п па пе по пу о ом он оп ор 

р ра ре ро РУ у ум уи уп ур 
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По существу мы имеем здесь два множества: множе
ство согласных С= {м. н, п, р} и множество гласных 
Г == {а, е, о, у}. В таб.л. 1 выписаны всевозможные пары 
(если слог отождествить с парой, например, слог ма -
с п~рой (м, а)), первые элементы которых принадлежат 
мн~>kеству С, а вторые - множеству Г. В табл. 2 выпи
саны всевозможные пары, первые элементы которых при

надлежат множеству Г, а вторые - множеству С. 
В первом случае (табл. 1) множество пар на~1вается 

произведением множества С на множество Г (С Х Г), во 

втором (табл. 2) - произведением множества Г на мно-
жество С (Г Х С). · 

Дадим общ~е определение произведения двух мно-, 
жеств. 

ОпредеJiение. Произведением А Х В множества А на 
множество В называеп~ся множество всевозможных rшр, 
первые элементы которых принадлежат А, а бторые -
В, т. е. 

А Х В = М. [х € А и у€ В]. 
_ Df (х. у) 

" Множество А Х В распознается тем, что его элеме.н-
тами являются пары элементов двух других множеств 

(А и В). 
Пусть А= {а, Ь, с} и В= {n, р}, тогда 

АХ В= {(а, п), (а, р), (Ь, п), (Ь, р), (с,_ п)" (с, р) }, 

а 

В ХА= { (n" а), (р, а), (n, Ь), (р, Ь), (n, с), (р_, с)}. 
' 

К.ак видно, А Х В =1= В Х А ; (операция образования произ-
ведения двух множеств некdммутативна). , 
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Если В=А, то АХВ=АХА=М[хе·А и yeAJ, 
(х. у) 

т. е. АХ А - множество все~озможных пар элементов из 
множества А. Это множество пар обозначается такще 
символом «А2». 

Запись х, у€ А будем пониrtать в смысле х € ~ и уеА. 
Запись ( х, у)€ А2 означает: «пара (х, у) принадлежит 

множеству пар А2». 
МнQIКество D2 всевозможных пар вещественных чисел 

(элементов из D) называют также множеством точек 
плоскости, или просто плоскосn~ью (так как введением 

u u 
системы координат с каждои точкои плоскости сопостав-

-!Jяется точно одна пара вещественных чисел и, . обратно, 
с каждой парой вещественных чисел сопоставляется точно 
одна точка плоскости). 

Упражнения 

55. В приведенном выш.е примере множество А содержит 3 эле
мента, множество В - 2 элемента, а ~ножество А Х В - 6 элемен
тов. Пусть А=!а1 , а2 , •••• ап}· и В={Ь]., Ь2 , ••• , bk}· Дока
зать, что множество А Х В содержит п Х k элементов. Сколько 
элементов содержит множество А2 , если А - п-элементное множе-
ство? , · 

56. Пусть А= {1, 2, 3, 4, 5}. Составить множество А2 • 
В каком отношении находятся множества А2 и D9? Изо~рази~ь А2 

как множество точек. 

57. Указать- необходимое и достаточное условие Для того, 
чтобы 
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58. Изобразить следующие множества точек: 

· а) М [(х, у)€ N2 и у= х]; 
(х. у) 

в) М [(x,'y)eD2 и u<xJ; 
(х. у) 

л • 

б) М [(х, у)еrJВ ·и у=х]; 
(х, у) 

~ м [(х, y)eD2 и и< х]; 
(х. у) . 



и 

и 

д) М [(х, у)€ D2 и у> х]; е) М [(х, у)€ D2 и у> х]; 
(х. у) (х, у) 

ж) М [(х, у)€ 0 2 и О< х ~ 1 и О< у< 1]; 
(х, у) 

з) М [(х, у)€ 0 2 и (О х < 1 или О<. у,~ 1)]. 
(х, у) 

59. Доказать, что для ·любых множеств А, В, С: 

(А U В) Х С = (А х С) U (В Х С) 

АХ (BUC)=(A Х B)U(A Х С). 

60. Изобразить множества точек: 

Е1 = ,М [(х,, У)€ D2. и х +у= 10] 
(х, у) 

Е2 = М[(х, y)eD2 и х-у=2]. 
(х; у) 

Что представляют собой множества Е1 U Е2 и В~ n Е2? 

5.3. п-ка. Естественным. обобщением _µонятия пары 
является тройка,_ четверка, . , . и вообще _ n·ка (система, 
набор из n) элементов: _ 

Под n·кой будем всегда понимать уnорядоченнуЮ 
систему из п элементов, которую мы· обозначим символом 
(а1, а2 , ••• , ап) (al занимает i-e место). Некоторые из 
ai (или даже все) могут оказаться равными. 

5.4. Произведение п множеств. Определенное выше 
произведение двух множеств (5.2) допускает распростра
нение на большее число множеств: 

AiXA2 X .. . ХАп == М [Х1 €А1 И Х2 €А2 и ... и Xn€AnJ, 
Df(x1• х2 • •••• х п) . 

т. е. А1 х·А2 Х ... Х Ап - множество всевозможных п-ок, 
первый_ э:Jiемент которых принадл~жит А1 , второй·~ А2, 
· · . , n~й -f'" ~· 

37 



Если А1 = А2 = ... --= Ап = А, то 

AXAx ... xA=An= м [Х1€А и Х2€А и ... иxneAJt 
(Xt• Xz, .•. • х п) 

# 

т. е. An - множество всевозможных n-ок элементов из А. 
При п = 2, An = А2 - множество всевозможных пар 

элементов из А; при п = 3, An = А3 - множество всевоз
можных троек элементов из А и т. д. 

Упражнения 

6 t. Доказать равенство 

(А Х В) Х С= А Х-(В Х С). 

Чему равно каждое из этих множеств? 
62. Пусть А= {1, 2, 3}, В= {3, 4} и С= {5, 6}. Составить 

множества: 

а) АХВХС; б) ВХАХ-С; в) ВХСХА; r) СХВ А. 

63. Пуст& А= {1, 2, 3} и В= {3, 4, 5}. Составить множество 
А Х В. Изобразить А Х В как множество точек. Выделить из мно
жества А Х В следующие подмножества: 

а) М [(х, у)еА х В и х= у]; б) М [(х, у)еА х ВL"н .x<yJ-; 
(х. у) (х, у) · 

в) М [(х, у)€ А Х В и х-< у] ,. 
(х. у) 

и изобразить их в виде множеств точек на 1 плоскости. 

§ 6. ОТОБРАЖЕНИЯ 

6. t. Отображение множества в множество. Мы присту-
u 

паем здесь к изложению современнои, теоретико-множест-

вен~ой ~· траКТОВКИ1 ОДНОГ~ rиз центраЛЬНЫХ:(ПОFJЯТИЙ .. мате
матики, известного из школьного курса, понятия функции. 

Начнем со следующего примера. ДопустиМ, что дядя 
из города привез своим племянникам в деревню подарки 

и пусть А= {а, Ь, с} - множество подарков1. а В= {т, 
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п, р} - множество племянников. Очевидно, что можно по
разному распределить подарки среди племянников. На 
рис. 14) а) б) в изображены некоторые из таких распре-

0 

делении. 

Как видно) не исключается и, случай) когда дядя 
дает одному племяннику два подарка) другому- один, 

а третьему) которого он не любит, - ни одного (рис. 14, в). 
В каждом из изображенных на рис. 14 распреде,лений 

подарков устанавливается соответсп~вие) сопоставляющее 

а :в 

рис. 14 

с каждым элементом из множества А точно один элемент 
из множества В. Такое соответствие называется отображе
нием множества А в множество В или функцией ·с об
ластью определения А, принимающей значения из В. 

В приведенном выше пример~ А и В - конечные мно
жества. Рассмотрим другой пример) в котором эти мно
жества бесконечны. Пусть А== N) т. е. множество всех 
натуральных чисел) а В - множество чисеJ.{) обратных 
на~уральным. С каждым натуральным числом х сопоста-

1 
вим ему обратное число -. Мы получаем отображение 

х 
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множества А Q множ~ство В, или функцию· с область 
определения N, принимающую значения из В. . 

Множества А и В могут и не быть различными. На: 
пример, пусть А= В= D и каждому х из D постав 
в соответствие х2 , также принадл.ежащий D. Мы полу 
чили отображение множества D в себя (т. е. множества 
в множество D). 

Дадим общее Qпределение отображения множества 
в множество В. 

Определение. Соответствие f, сопоставляющее с каж
дым элементом некоторого множества А точно один: 
элемент множес"~ва В (которое может, в частности, 
совпадать с А), называется отображением множества А· 
в множество В или функцией с областью определения А, 

. 'f 
принимаюи{ей значения из В и обозначается А__.., В или 
х-+ f (х), х €А, f (х) €В, где f (х) - значение функции, 
или образ х в отображении f. Элемент~~ множества А· на
зываются значениями аргумента. 

Если В = А, мы говорим, что f - отображение мно
жества А в самое себя. 

Множество образов всех элементов А в отображении f. 
называется образом множества А в этом отображении 
и обозначается символом f (А). Очевидно, что f (А) С В. 
. 6.2. График отображения (функции). Нетрудно заметить, 

что функция f, определенная на множестве А (с. областью 
определения А) и принимающая значения из В (отображе-

, f 
ние ·А__.., В), порождает множество пар (подмножество 
Ах-в) такое, что первый элемент каждой пары принад
лежит А, а второй принадлежит В и· является образом 
п·ервого. в данном отображении. · -

Это множество пар, или точек, называют графиком 
отображения, или функции f. / 
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Мы обозначим график функции f символом Г1" ·таким 
образом, 

Г1 =М[(х, У)еАХВ и y=f(x)J" 
. (Х, у) . -

Это мноЖество пар удовлетворяет следующим усло-
виям: . 

1. Все элементы А являются первыми элементами пар, 
так как каждому элементу А ставится в соответствие 
элемент из В. 

2. Не существует различных пар с равными первыми 
элементами, так как каждому элементу А ставится 
в соответствие только один элемент из В. 

Эти два условия можно сформулировать объединенно: 
каждый элемент из А я:вляется первым элементом точно 
одной пары элемента Г ,. 

6.3. Виды отображений. Рассмотрим три важных вида 
f 

отображения А-+В. 
1) Если каждый элемент множества В является обра

зом хотя бы одного элемента из А, т е. f (А) = В, отоб
ражение называется сюръективным ( сюръекцией) или 
отображением множества А на множество В (рис. 15). 
Таким образом, отображение «на» является Частным слу
чаем отображения «В» (мноЖество В). 

2) Если каждый элемент множества В является обра
зом не боJ1ее одного элемента из А, отображение назы
вается инъективным (инъекцией) (рис. 16). 

3) Третий вид отображения, играющий особую роль 
в математике, характеризуется выполнением условий 1 
и 2, т. е. каждый элемент множества В является образом 
точно одного элемента из А" Такое отображение, которое 
является одновременно сюръективным и инъективным, 

называется биект·ивньtм 01пображением (биекцией) или 
взаимно однозначным соответствием (рис. 17)" 
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6.4. Обратное отображение (обратная функция). С бие 
тивным отображением связано понятие обратного отобра 
жения, или обратной функции. 

f 
Если А-.. В - биективное отображение, то сущест.вуе 

1 ,-1 
(также биективное) отображение В-,). А, называемое об 

рис. 15 рис. 16 

ратным по отношению к / и сопоставляющее с каждым. 
элементом из В точно один элемент из А так, что если·. 
у - образ х в отображении 1, то х :.__ образ у в отображе- · 

, нии f--1, т. е. если / (х) = у(хеА, У€В), то Г-1 (у)= х .. 
Из этого определения обратной функции следует, что 

Г- 1 (1 (х)) = х для всякого, х из А, т. е. последовательное 
·применение к любому элементу из А отображений / и 1-1 

возвращает нас к этому же элементу. 

Нетрудно заметить, что если 1-1 - отображение, об" 
ратное 1, то и / - отображение, обратное 1-1• 

· Чтобы из изображения / (рис. 17) получить· изображе" 
ние обратной функции~l-1 ,, достаточно ..t:Е~повернуть все 
стрелки в противоположную сторону (рис. 18). 
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6.5. ЭквивалеilтНые Множества. Есл·и существует (хотя 
f 

бы одно) биективное отображение А--)1-В, то говорят, что 
множество А эквивалентно множеству В. 

Это обозначается символом А--- В. 
Отношение «--» обладает следующими свойствами: 
1. Оно рефлексивно, т. е. А""' А для всякого множе

f 
ства А (биективное отображение А-.А можно построить, 

рис. 17 рис. 18 

сопоставляя с каждым элементом а из А этот же самый 
элемент)" . 

2. Симметрично, т. е. для любых множеств А и В, 
если А ---В, то В ---А (если существует биективное отоб

f 
ражение А-. В, то существует обратное биективное отоб-

1-1 
ражение В--+- А); в силу симметричности вместо «множе" 
ство А .... эквивалентно множеству В» говорят обычно «мно
жества А и В эквивалентны». 

3. Транзитивно, т. е. для любых множеств А, В,, С, 
если А,...., В и В,...., С, то А r--. С. 
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ДеИствйтеJIЬНО, если А ----- в, fo существует ои,ективное 
А fi 

отображение ---:)В и если В___, С, то существует биек-
fz А t тивное отображение В---:)С. Построим отображение -.с 

следующим образом: с · каждым элементом х из А сопо
ставим элемент z из С так, что если у== f 1 (х), то 
z == f 2 (у). Это означает, что f (х) = f 2(f1 (х)). Отображе
ние f называется суперпозицией (или произведением) отоб· 
ражений f 1 и f 2 и обозначается 

Совершенно очевидно, что f - биективное отображение. 
Следовательно, А ,....., С. 

Если множество А - конечное, то и эквивалентное 
ему множество В также конечное. Более того, эти, мно
жества равночисленные, т" е. имеют одно и то же чиело 

элементов. С другой стороны, каждое натуральное число 
выражает численность не одного какого-нибудь опреде
ленного множества, а целого класса попарно эквивалент

ных мно;жеств. Так, число 5 выражает общее свойство 
(численность) всех множеств, эквивалентных, например 

u 

множеству пальцев человеческои руки. 

Если МI?:ожество А - бесконечное, то и эквивалентное 
ему множество В - бесконечное. Бесконечные эквивалент
ные множества называются также равномощными (имею
щими одинаковую мощность; понятие мощность представ

ляет собой обобщение понятия численности на случай 
бесконечных мноя\:еств). 

С равномощными множествами связаны некоторые, 
на первый взгляд парадоксальнЬ1е, явления. Приведем 
пример. 

Пусть f: х ~ 2х, х € N, 2х €В, г_де В - множество 
положительных четных чисел. Так как f- биективное 
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отображение, -то множество N равномощно мно:Жеству В 
положительных четных чисел, которое строго включается 

в N, являясь его собственной частью . 
. Мы получили, что собственная часть множества экви

валентна всему множеству, что невозможно в области 
конечных множеств. Однако о бесконечных множествах 
(не только N), встречающихся в математике, доказывается, 
что они равномощны (эквивалентны) некоторой своей соб-

u 
ственнои части. 

1 
6.6. Числовые функции. В определении отображения 

А~ В, или функции с областью определения А и прини-
мающей значения из В, ничего не было указано относи" 
тельно природы элементов множеств А и В. Они могут 
быть пр~дметами самой различной природы. 

Есл"и В-:-- числовое множество, т. е. значения функ
ции f - числа, то функция называется числовой. Если 
и множество А - числовое множество, то f - числовая 
функция числового аргумента. 

Часто числовая функция. числового аргумента задается 
указанием области опр~деления и формулы (уравнения), 
позвоЛЯющей для любого значения аргумента вычислить 
соответствующее значение функции. Например, указа
нием обла~ти определения А= { 1, 2, 3, 4} и формулы 
у ~ 2х + 3 (при условии, что х - переменная для значе
ний аргумента, а у - переменная для значений функции) 
определяется функция f : х--+- 2х + 3, х е~А. 

Ввиду того что А - конечное множество, функция f 
может быть задана и таблицей: -

х f (х) 
1 -:,.. 5· 1 5 
2 -:,.. 7 2 7 f:;:;: 3 -+- 9 или 

3 9 
4_..11 4 11 

- ' \ 
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а график этой функции пр.едставляет собой множествр из 
четырех точек (рис. 19): Г = М[хе-А и у= 2х + 3) = 

(х, У) 

= { ( 1, 5), (2, 7), (3, 9), ( 4, 11)}. 
Вообще, важную роль в математике играют функции, 

определенные на множестве D всех вещественных чисел 
или на какой-нибудь его части и принимающие вещест
венные значения. 

у • 
-

I i '1=Х2 
9 
7 
5 

о !23 4 х 
х 

рис. 19 

f 
Для функции типа D-+-D график Г, = М [(х, у)€ D2 

(х, У) · 

и у= f (х)] представляет собой подмножество точек плос
кости, характеризуемое тем, что на любой прямой, перпен
дикулярной оси абсцисс ОХ, ~ежит точно одна точка 
этого множества. r 
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Например,' если f: х~х2 , хе D, то Г1 = М[(х, У)€ D2 

. (х, у) 

м у = х2) представляет собой параболу (множество точек, 
заполняющих параболу (рис. 20)), имеющую с любым 
перпендикуляром к оси ОХ точно одну общую точку. 

Упражиеиия 

64. Построить всевозможные отображения множества А= {а, Ь} 
в множество В = { т, п} . Какие из иих являются отображениями 
иа множество В? 

. f 
65. Построить всевозможные отображения типа А-..А (т. е. мио~ 

жества А в самое себя), где А = {а, Ь}. Какие из иих являются · 
отображениями иа множество А? 

66. Пусть А = {а, Ь} . Составить множество А 2• Построить все-
f 

возможные отображения типа А2 --..А (сопоставляющие с каждой па-
рой элементов из А элемент этого же множества А - двухместные 
функции, или функции двух аргументов: 

f:(x, y)-+f(x, µ), (х, у)еА2 , f,(x, у)еА). 

Сколько всего отображений такого типа? 
67. Доказать, что если А - n-элемеитиое множество, то 

имеется всего 22n функций типа. A2-lA. 
68. Выяснить, являются ли записаииые ииже отобраЖеиия биек-

тивиыми: 

а)/1 :х-+у=х3, xeD, yeD; 
б) /2: Х-+У = 2х, х eD, У€ D; 
в) f 3 : х -+у = 2х , х € D, у € ] О, + оо [; 
г) f4 :x-+y= lgx, хе] О, + оо [, yeD; 
д) f 5 : Х-+ у = sin х, х € D, у € ( - 1 , 1]; 

е) f6 :x-+y=sinx, хе[-.;, ; ]• Y€(- I, IJ. 

69. Записать обратные для следующих функций: 
а) f 1 : х-+у =Зх - 5, х € D; 
б) f 2 : х-+ у = 2х, х € D; 

в) f 3 : х-+ у = sin х, х € [- ; , ~; _J 
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г) f 4 : х ~у = cos х, х € [О ,. n]; 

д) f ri: х~ У= tg Х, Х € ]-· ; , · ; r. . . . . .. 
: - 7о .. Пу~ть А.= { 1 , 2, ·з} . ПQс~рt?и!fь . ~с~воgм~.ж~~е .·~то~р~~е~~·я 

множества А на множество А. Определить произведение· (су.нерпози
цию) любых двух из этих отображ~ний и записать результаты 
в виде прямоугольной таблицы. 

71. Построить графики следующих функций: 
а) f1:x~y=x2 , xe{l, 2, 3, 4, 5}; б) f2:x~y=x2 , хе {-2, 

- 1 , О, 1 , 2:: в) f 8 : х ~у = х2 , х € N; г) f 4 : х ~у = х2 , . х € С; 
д) ts:x~y=x2 , xeD. 

72. Построить следующие графики: 
а) Г1 = М [х e.N и у= 1х1]; б) Г2 = М [х €С и у= 1х1]; 

(х, У) · (х, У) 

в) Г3 = М [х € D и у= 1х1]; 
(Х, у) 

73. Доказать, что множество всех натуральных чисел эквива
лентно (равномощно ): 

а) множеству положительных нечетных чисел; б) множеству 
чисел, являющихся полными квадратами. 

• 



. 
Глава 2. ВЬIСКАЗЬIВАНИЯ 

' 

Всякая математическая теория, как, впрочем, и всякая 
теория вооб1це, представляет собой множество предложе-

u 

нии. 

Над предложениями производятся различные «опера
ции», в результате которых снова получаются предложе ... 
ния. Из одних предложений «выводятся» другие, явля-
1ощиеся «логическими следствиями» первых. . 

·В этой и следующей главах мы займемся изучением 
(с определенной, нужной н~м, точки зрения) предложе· 

u о 

нии, операции над ними и отношения выводимости, или 

логического следования, одних предложений из других. 

§ 7. ВЫСКАЗЫВАНИЯ 
И ВЫСRА3ЫВАТЕЛЬНЫЕ ФОРМЫ 

7 .1. ПредJiожение. Под предложением мы будем пони
мать то, что обычно понимают в грамматике любого 
естественного языка, т. е. языковое выражение или 

о 

соединение слов, имеющее самостоятельныи смысл. 

Предложение, относительно которого имеет смысл гово
рить, что оно истинно (верно) или ложно (неверно), назо-

• 
вем высказыванием. 
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• 
Примерами высказывания являются: 
(а)· 1 < 3; 

. (б) 5 < 3; 
(в) 2 Х 2 = 4; 
(г) 2 Х 2 =·5; 
(д) Город Минск - столица БССР; 
(е) Город Могилев - столица БССР. 
Предложения (а), (в), (д) - истинные высказывания; 

предложения (б), (г), (е) - ложньtе высказывания. 
Вопросительные и восклицательные предложения не 

являются высказы:ваниями, так как о них не имеет смыс- , 
ла говорить, что они истинны или ложны. Мы не будем 
рассматрgвать такие предложения. 

Исходя из применений высказываний в обычных. (чело
веческих) рассуждениях, естественно считать,. что каждое . 
высказывание может бь!ТЬ истинным или ложным, но не 
может быть одновременно истинным и ложным. 

Каждому высказыванию припишем значение исп~иннос
ти: И (истина), если это - истинное высказывание, 
и Л (ложь), если это - ложное высказывание. 

Ввиду того что нас будет интересоват.ь .не содержание , 
высказывания, а его значение истинности, то высказывания . 
(а), (в), (д), хотя и различного содержа.ния, для ·нас ~ 
тождественны, так как каждое из них имеет значение И 
(вместо «значение истинности» будем говорить ~ратко 
«значение») высказывания (б), (г), (е) тождественны, так 
как каждое из них имеет значение Л. 

В дальнейшем мы отождествим высказывание с его 
значением, т. е. под И будем понимать и значение истин
ности (истину) и само истинное высказывание, под Л -
значение истинности (ложь) и само ложное выска-
зывание. 

; 

7. 2. Предложения; содержащие переменные. В мате-
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матике очень часто применяются предложения, содержа

щие одну или несколько переменных: а) х < 3; б) х2 + 
+ 2 = 3х; в) х + у= 10; г) х €С и т. п" 

Эти предложения не являются высказываниями, но если 
вместо переменных подставить какие-нибудь их значения, 
предложения обращаются в высказывания, истинные или 

u 

ложные в зависимости от подставленных значении. 

Например, если в х2+ 2 === 3х вместо х подставить 1 или 2, 
получается истинное ~высказывание, если же подставить 

любое другое число, получается ложное высказывание. 
Если в х +у= 10 подставить вместо (х, у), например 
пару значений (2, 8), получим· истинное высказывание, 
если же подставить (3, 8), получим ложное высказывание. 
Если в х € С вместо х подставить, например, 3, получим 

2 
истинное высказывание 3 €С, если же подставить3, по ... 

2 
лучим -ложное высказывание 3 € С. 

Предложение, содержаще~ переменные (хотя бы одну) 
и становящееся высказыванием при подстановке вместо 

переменных. их значений, называется высказывательной 
формой. 

Предполагается, что длЯ каждой переменной,·входящей 
в высказывательную форму, указано некоторое множество 
элементов - область значений переменной, - имена кото-

" u рых разрешается подставить вместо этои переменнои. 

Значениями переменных могут быть элементы различ
ной природы. Например, в х2 + 2 = 3х под х понимается 
переменная для чисел (числовая переменная), вместо кото
рой разрешается подставлять имена чисел из некоторого 
заданного числового множества, области значений перемен
ной х. В высказывательной форме «Город х - столица 
БССР» буква х применяется в качестве переменной для 
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u 

городов, вместо которои разрешается подставить название 

одного из некотороrо множества городов" 

По числу содержащихся в них переменных различают 
одноместные, двуместные, трехместные и т" д" высказыва
тельные формы. Так, х2 + 2 == Зх - одноместная высказыва
тельная форма, х + у = 1 О - двуместная, х ·у = z - трех ... 
местная. 

В дальнейшем под предложением будем иметь· в виду 
высказывание или высказывательную форму. 

§ 8. ЗЛЕМЕНТАРНЪiЕ 
И СЛОЖНЫЕ ВЫСRАЗЪШАНИЯ 

В. 1. Логическая структура сложного высказывания" При
веденные выше (7. 1) высказывания рассматриваются как 
элементарные, т. е. нерасчленяемые на другие высказыва

ния. 

Примерами сложных высказываний, расчленяющихся на 
другие высказывания, являются: 

(а) «Это число - целое и (это число)* положительное» 

(б) «данный четырехуrольник - ромб или (данный 
четырехугольник) прямоугольник» 

• 
(в) «Данное число является рационе;~льным или (данное· 

· число) не является рациональным» 
(г) «Если треугольник равносторонний, то он равно-

. бедренный» · 
(д) «Если люди разумны и (они) сознают опасность вой

ны, то они борются за мир» 
(е) «аЬ ==О, если и только если а= О или Ь = 0» и т. п. 
Высказывание (а) состоит из двух элементарных вы

сказываний: «Это число - целое»; «Это число-положитель
ное», соединенных словом «И». 

" * В скобки заключены слова, которые обычно опускаются. 
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13ысказЬrванне (б) coctaвJieнo tfз ~лементарных вы
сказы~аний «Данный четырехугольник - ромб» и «данный 
четырехугольник - прямоугольник», соединенных словом 

«ИЛИ». 

Высказывание (в) составлено из элементарного вы
сказывания «Данное число является рациональным» и вы
сказывания, полученного в ·результате его преобразования 
с помощью слова «Не», соединенных словом «ИЛИ». 

Высказывание (г) составлено из элементарных высказы
ваний «Треугольник равносторонний» и «Треугольник равно
бедренцый», · соединенных словами «если ... , то». 

Высказывание (д) составлено· из элементарных высказы
ваний «Люди разумны», «Они сознают опасность войны» 
и «Они борются за мир», определенным образом соединен" 
ных словами «если ... , то», «и». 

Высказывание (е) составлено из элементарных вы
сказываний «аЬ = 0», «а = О», «Ь = О», определ~нным об
разом соединенных словами «если и только если» и «ИЛИ». 

Слова не, и, или, если ... '· то, если и только если и не
которые другие обозначают на русском языке логические 

u 

операции, с помощью которых из одних высказывании 

(элементарных или сложных) образуются другие высказы" 
вания. · 

Совокупность и порядок логических операций, с помо
щью которых сложное высказывание образовано из элемен" 
тарных, составляют логическую структуру этого сложно

го высказывания. 

8. 2. Содержание и структура высказываний. Высказы
вания различного содержания . могут иметь· одинаковую ло
гическую структуру. Например, приведенное выше (8. 1) 
высказывание (д) и высказывание 

(а) «Если число делится на 2 и делится на 3, то оно 
делится на 6», 

хотя совершенно различного содержания, имеют одинако" 
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ву10 структуру (мы будем дальше пользоваться термином 
«структура» в смысле «логическая структура»). Это легко 
обнаружить, если отвлечься от конкретного содержания 
этих высказываний, обозначив составляющие их элемен
тарные высказывания какими-нибудь буквами. 

Обозначим высказывания «Люди разумны» и «Число 
делится на 2», например, букВой р; высказывания «Они 
сознают опасность войны» и «Число делится на 3» - бук
вой q, а высказывания «Они борются за мир» и «Число 
делится на 6» - буквой r. 

В принятых обозначениях структура высказываний (д) 
и (а) запишется так: 

(д) - (а) «Если р и q,. то Г». 

Как видно, высказыв3ния о различных вещах могут 
иметь одинаковую структуру. С другой стороны, очень 
часто встречаются сложные высказывания об одних и тех 

u 

же вещах, но различнои структуры. 

Рассмотрим приведенное выше высказывание (а) и вы
сказывание 

(а') «Если число делится на 2 и не делится на 6, то 
оно не делится на 3» " 

Используя введенные выше обозначения для составля" 
ющих элементарных высказываний, структуру высказыва
ния (а') запишем так: 

(а') «Если р и не r,то не q». 

Структуры высказываний (а) и (а') различны. Однако 
они так связаны между собой, что оба этих сложных вы-

f 

сказывания имеют одно и то же значение истинности при 
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любых наборах значений истинности составляющих вы
сказываний р; q и r. 

Таким образом, если мы установили, что одно из ~тих 
сложных высказываний, например (а) истинно (имеет зна· 
чение И}, то истинность высказывания (а'} уже не нуж
дается в специальном доказательстве. 

В силу той же связи между структурами, если мы 
считаем высказывание (д) истинным, то истинно также 

' 

высказывание 

(д') «Если люди разумны и не борются за мир, то они 
не сознают опасности войны», 

u 

структура которого совпадает со струк~урои высказыв~ния 

(а'). 

В других случаях сложные высказывания различной 
структуры при одних и тех же наборах значений состав-

u 

~яющих элементарных высказывании имеют различные 

значения. 

Как видно, важно уметь находить значение сложного . 
высказывания по заданным значениям его элементарных 

составляющих. Для этого прежде всего необходимо знать 
u 

точные определения логических операции, с помощью кото· 

рых сложное высказывание образовано из элементарных. 

Упражнения 

74. Выделить структуры нижеследующих сложных высказыва
ний (обозначить буквами элементарные составляющие и подчеркнуть 
слова, обозначающие логические . операции): 

а) Если диагонали параллелограмма взаимно перпендикулярны 
или являются биссектрисами углов, то этот параллелограмм - ромб. 
б) Данное число делится на 2 и делится на 3 или не делится на 6. 
в) Если число - целое и положительное, то оно - натуральное. 
г) Если число-положительное и четноеt то оно простое или больше 2; 
д) а~ О. 
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75. В нижеследующих сложных высказываниях обознаЧить буква
ми элементарные составляющие, причем одно и то же элементар~ое 

высказывание должно обозначаться одной и той же. буквой во всех 
сложных высказываниях, в которые оно входит, и определить, ка

кие из сложных высказываний имеют одинаковую структуру: 

а) Если одно слагаемое делится на 3 и сумма делится на 3, то 
и второе слагаемое делится на 3. б) Если одно- слагаемое делится 
на 3 и второе слагаемое не делится на 3, то сумма не делится на 3. 
в) Если чисJ10 - рациональное или иррациональное, то оно-вещест
венное. г) Если а= О или Ь =О, то аЬ =О. д) Если число не яв
ляется вещественным, то оно ~_не является рациональным и не яв
ляется иррациональным. е) Если аЬ f= О, то а :/: О и Ь =!= О. ж) Если 
а f= О и Ь f= О, то аЬ f= О. 

§ 9. _ЛОГИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ 

9.1. Логические операции. Операции, выполняемые над 
высказываниями и порождающие новые высказывания, мы 

называем логическими операциями. 

Исходные высказывания, над которыми выполняются 
операции, мы обозначим малыми латинскими буквами 
р, q, r, ... 

Приступая к определению логических операций, мы 
ставим перед собой задачу, чтобы эти определения как 
можно лучше соответствовали обычному смыслу, в кото
ром употребляются слова 

не, и, или, если ... , то, если и только если 

в естественном (русском) языке. 

9.2. Отрицание. В обыденной речи мы очень часто 
пользуемся словом «Не», иди словами «н ~верно, что», ког

да мы хотим что-то отрицать. На9ример, еr..ли м~)t хотим 
отрицать, что 
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(а) «Точка А лежит на прямой а», 
мы говорим «точка .4 не лежит на прямой а», или 

(б) «Неверно, что точка А лежит на прямой а». 

Нетрудно заметить, что значения истинности высказы ... 
ваний (а) и (б) находятся в определенной связи:. если вы
сказывание (а) истинно, высказывание {б) ложно; если (э) 
ложно, (б) истинно. 

Операция, с помощью которой из высказывания (а) 
получено высказывание (б), и само высказывание (б) 
называется отрицанием выска~ывания (а). 

·Исходя из этого обычного смысла отрицания, приходи~ 
к следующему определению. 

Определение. Отрицанием некоторого высказывания 
р называется такое высказывание, которое истинно, ког

да р ложно, и ложно, когда р истинно. 

Отрицание высказывания р обозначим знаком р (р с 
чертой). . 

Например, отрицание высказывания 2 € С обозначим 
символом 2 €С, отрицание высказывания а JI Ь - через 

а Н Ь, отрицание 1 < 3 -:- через 1 < 3. 
Определение отрицания может быть записано в виде 

следующей таблицы, называемой таблицей истинности: 

р р 

и л 

л и 

В ней указан.о_, какие значения истинности (И, Л) прини

мает отрицание р в зависимости от значений истинности ис
ходного высказывания р. 
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9.3. Конъюнкция.* Если· два высказывания соединены 
C'(jf(jgoм ·и, ,то полученное сложное высказывание обычно счи" 
тается истинным тогда и только тогда, когда истинны оба 
составляющих его высказывания. Если хотя бы одно из 

u 

составляющих высказывании ложно, то и полученное из 

них с помощью союза и сложное высказывание также 

считается ложным. 

Например, высказывание . «Число 2 простое и четное» 
истинно, так как оба составляющих его высказывания 
«Число 2 простое» и «Число 2 четное» истинны. вы ... 
сказывание «Диагонали равнобочной трапеции равны 

u 

и делятся точкои пересечения пополам» ложно, так как 

одно из составляющих высказываний, а именно «Диагона
ли равнобочной трапеции делятся точкой пересечения по" 
полам», ложно. 

Таким образом, исходя из обычного смысла -союза и, 
приходим к следующему определению соответствующей 
логичесной операции. 

Определение. Конъюнкцией двух высказываний р и ·q 
называется такое высказывание, которое истинно 

тогда и tnолько тогда, когда Истинны оба высказывания 
р и q. 

Это высказывание мы обозначим символом pf\q (знак /\ 
заменяет союз . и) и будем читать «Р и q». Иногда, для 
достижения компактности записей, мы опустим знак /\ , 
т. е. будем писать pq вместо pf\q. (В литературе встре
чается и знак & для обозначения конъюнкции.) 

Определение конъюнкции может быть записано в виде 
следующей таблицы истинности: 

; 

* От лат. conjunctio -- союз, связь. ~ 

58 



р 

и 

и 
л 

л 

q 

и 

л 

и 

л 

РЛQ 

и 

л 

л 
л 

в которой для каждого из четырех возможных наборов 
u u 

значении исходных высказывании р и q задается соответ" 
ствующее значение конъюнкции р /\ q. 

Определение конъюнкции двух высказываний естествен
ным образом распространяется .на любое конечное число 

. u 

высказывании. 

Конъюнкция Р1/\Р2А . . . АРп , которую мы обозначим 
п 

кратко через/\ Pl, истинна тогда и только тогда, когда 
l=l 

истинны все высказывания р1 , р2 , ••• , Рп (а .следовательно, 
ложна, когда ло>I<но хотя бы одно из этих высказываний). 

9.4. Дизъюнкция .* В обыденной речи союз или при" 
меняется в двух ~г различных смыслах: неразделительном 
(соединительном),'tl когда сложное высказывание, образо
ванное с помощью ·этого слова, считается истинным, ког

да истинно хотя бы одно из составляющих выска-
u 

зывании, и в разделительном, когда сложное высказыва-

ние. считается истинным, когда истинно только одно из 

составляющих высказываний (в этом случае иногда говq
рят «или . . . , или» «либо . . . , либо»). 

Вообще говоря, в естественном языке бывает трудно 
различить, в каком смысле применен в том или ином вы

сказывании. союз или. В языке современной логики эта 
двусмысленность устраняется· путем fраэличного обозначе-

*От лат. disjunctlo - разобщение, различие. 
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u 

ния операцииt соответствующих союзу или в одном и в дру" 

гом смысле" 

Исходя из неразделительного смысла союза илиt мы 
приходим к следующему определению. 

Определение. Дизъюнк~4ией двух высказываний назы· 
в{lется такое новое высказывание, которое истинно тогда 
и только тогда, когда остинно хотя бы одно из этих .., 
высказывании" 

Дизъюнкцию высказываний р и q мы обозначим симво
лом PV q (т. е" знак V заменяет союз или в нераздели· 
тельном смысле) и будем читать «р или q». 

Определение дизъюнкции может быть записано в виде 
следующей таблицы истинности: 

rp q pVq 
....... 

и и и 

и л и 

л и и 

л л л 

Определение дизъюнкции двух высказываний естествен
ным образом распространяется на любое конечное число 
составляющих. 

Дизъюнкция р1 V р2 V " " . V Рп t которую мы обозначим 
- n 
кратко через V Pit истинна тогда и только тогдаt когда 

i=l 
истинно хотя бы ·одно из высказываний P1t P2t •. " t Рп 
(а следовательноt ложнаt когда ложны все эти высказы· 
вания). 

9. 5. Импликация . * В наших рассужденияхt в частнос
ти в математических доказательствахt мы очень часто 

*От лат. implico - тесно связываю. 
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пользуемся сложными высказываниями, составленными из 
u 

двух высказывании, соединенных словами «если . . . , то». 
Обычно высказывание типа «Если р, то q» понимается 

в смысле высказывания о «следовании» q из р (р - осно
вание, или посылка, q - следствие, или заключение). 

В разговорном языке име~тся многочисленные синони
мы для «Если р, то q: «ИЗ р следует q», «Р влечет q», 
«Р достаточное условце для q», «q необходЩvtое следствие 
из р», «q при условии, что р» и др. 

Указание ряда синонимов для «Если р, то q» еще не 
раскрьiвает смысла fЗToro .сложного высказывания и связи 
его значения истинности. 1:;0 зыачениями истинности состав

ляющих р и q. ·Для выяс:нени:Я._этой .связи рассмотрим 
несколько конкретных примеров. 

Нам известно из~ арифметики, АJ:ТО высказывание «Если 
каждое слагаемое делится на 3, то и сумма делится на 3» 
истинно, т. е. что из высказывания «Каждое слагаемое 
делится на 3» (р) следует высказывание t«Сумма_ делится 
на 3 » _ .( q) . " . 

~ыясннм, . какие наборы . значений истинности состав
ляющи~ р и q возможны, когда высказывание «Если р, 
то q» истинно. 

МоЖно указать случай. когда р и q оба истинны. 
Например, если в кt:~честве слагаемых взять числа 6 и. 9, 
то истинны и высказывание «Каждое слагаемое делится 
на 3» , и высказывание «Сумма делится на 3». Если взять 
в качестве слагаемых 4 и 5, то р ложно, а q истинно. 
Если же взять в качестве слагаемых 4 и 7, то и р и q 
ложны. 

' Совершенно очевидно, что только один случай невоз
можен: мы не найдем таких двух слагаемых, чтобы каж
дое ,из них делилось на 3, а их сумма не делилась на 3, 
т. е. чтобы р было истинным высказыванием, а ,q-ложным. 

Рассмотрим другой пример. 
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Из геометрии известно, ·что .высказывание «Если дан-
u 

ныи четырехугольник- квадрат, то около него можно опи-

сать ·окружность» истинно, т. е. из высказывания «дан
ный четырехугольник - квадрат» (р) СJJедует высказыва
ние «Около этого четырехугольника можно описать окруж. 
НОСТЬ>> ( q). 

Здесь, так же как и в предыдущем примере, возмож
ны три случа.я (три набора значений истинности состав-
ляющих р и q): . 

1) р и q истинны, т. е. данный четырехугольник -
квадрат и около него можно описать окружность; 

2) р ложно и q истинно, т. е. данный четырехуголь
ник не является квадратом, но около него можно описать 
окружность; 

3) р и q ложны, т. е. данный четырехугольник не 
является квадратом и около него нельзя описать окруж

ность. 

Невозможен лишь один случай: р истинно и q ложно, 
u 

т. е. невозможен случаи, когда четырехугольник - квад-

рат, а около него нельзя описать окружность. 

В приведенных примерах мы обнаружили, что если из 
высказывания р следует высказывание q, т. е. высказыва

ние о следовании «Если р, то q» истинно, то невозможно, 
чтобы р было истинным высказыванием, а q ложным. 

Высказывание «Если р, то q» с логической точки зре~ 
ния имеет тот же смысл, что и высказывание «Неверно, 
ЧТО р ИСТИННО И q ЛОЖНО». 

Обычно, ксгда мы хотим установить ложность вы
сказывания «Если р, то q», т. е. что q не следует из р, 

u 

мы показываем, что возможен случаи, когда р истинно, 

а q ложно. ; 
Например, высказывание «Если в четырехугол.ь~ике 

62 



диагонали взаимно перпендикулярны, то этот четырех

угольник - ромб» ложно. 
. Для установления ложности этого высказывания мы 

обычно строим четырехугольник, диагонали которого взаим
но перпендикулярны, но который: не является ромбом (та
кой: четырехугольни~< легко получить из двух неравных 
равнобедренных треугольников с равными основаниями, 
сложив их так, чтобы совпали осн.ования). Таким образом, 
мы показываем возможность случая, когда основание р 

истинно, а следствие q ложно, и этим устанавливается 

ложность высказывания о следовании «Если р, то q» .. 
Итак, в обычном понимании ~ысказывание «Если р, то 

q» считается ложным в том и только в том случае, ког

да р истинно, а q ложно. 
Необходимо отметить еще одну особенность: в любом 

высказывании типа «Если р, то q» основание р и след
ствие q связаны по содержанию. В первом из приведен" 
ных выше примеров основание р выражает некоторое свой:-

u 

ство слагаемых, а следствие q - своиство суммы этих 

слагаемых; во втором - осно_вание р выражает свойство 
четырехугольника (быть квадратом), а следствие q - дру
гое свойство этого же четырехугольника (быть вписанным 
в окружность). 

Впрочем, связь по содержанию свойственна для состав
ляющих любого используемого в обыденном языке слож
ного высказывания.~ Если составляющие сложного вы
сказывания не связаны по содержанию, то это высказыва-

ние считается бессмысленным. , 
.Приведенные выше примеры выясняют, что высказыва

ние «Если р, 1;0 q» характеризуется следующими двумя 
условиями: 

1) оно ложно в том и только в том случае, когда р 
истинно, а q ложно; 

2) р и q связаны по содержанию. 
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При определении логячес·ких операций мы отвлекаемся 
от содержания высказываний, учитывая лишь их значе
ние истинности. 

Поэтому для определения операции, соответствую.щей 
соединению двух высказываний р и q с помощью слов «ес
ли ... , ro», мы будем исходить лишь из условия 1). Эту 
операцию и результат ее применения называют имплuка," 

цией. Импликацию «если р, то q» обозначим символом 
р = q и будем читать «если р, то q», или «р имплициру~ 
ет q», или «Р влечет q». Итак, мы пришли к определению. 

Определение. Импликацией р => q -~называется выска
зывание, которое ложно тогда и только тогда, когда р 
истинно и q ложно. 

Это определение может быть записано в виде следу
ЮIJ~ей 'таблицы истинности: 

р q p=>q 

и и и 

и л л 

л и и 

л л и 

В связи с определением импликации сделаем два замечания. 
1. На первый взгляд кажутся «неестественными» случаи, когда 

основание и следствие или только основание ложны (3-я и 4-я стро
ки таблицы). Не вызывает сомнения истинность высказывания «Если 
9 делится на 3, то 81 делится на 3», но мнегие сомневаются в истин
ности высказывания «Если 10 делится на 3, то 100 делится на 3», 
хотя истинность обоих высказываний непосредственно усматривается 
из сравнения с высказыванием «_Если а делится на 3, то а2 делится на 
3», частными случаями которого они являются. Такого рода конкрет
ные следствия из общих предложений широко используются в мате
матических доказательствах и единственное_ отличие их от «при

вычных» разговорных оборотов состоит в том, что- в математике 
обычно не пользуются сослагательным' наклонением. (В самом деле, 
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истинность импликации «Если бы 10 делилось на 3, то и 100 дели
лось бы на 3» уже никаких возражений и недоумений не вызывала 
бы ( 1).) 

2. Что же касается таких истинных импликаций, как «Если 
2 Х 2 = 4, то Минск - с1·олица БССР» (l~я строка таблицы) и «Ес
ли 2 Х 2 = 5, то Могилев - столица БССР» (4~я строка таблицы), 
то эдесь налицо «парадоксальные» последствия отказа от 

условия 2). Разумеется, несмотря на истинность этих импликаций 
никакое «следование» в них не выражается, так как основание 

и следствие не связаны по содержанию. Такие высказывания 
в обыденной речи квалифицируются как бессмысленные. 

Это явление - наличие истинnых импликаций, не являющихся 
высказываниями о следовании, - объясняется, конечно, тем, что пр и 
определении импликации мы не учитывали условие· 2), предусматри
вающее связь по содержанию между основанием и следствием~ По
этому определяемое с помощью условия 1) множество импликаций 
шире множества высказываний о следовании, удовлетворяющих 
условиям 1) и 2), содержит его в качестве собственной части: вся-

- Ifqe истинное высказывание о следовании выражается истинной имп
ликацией, но не всякая истинная импликация есть выражение вы
сказывания о следовании. 

Мы будем рассматривать лишь такие импликации, которые удов
летворяют и условию 2), хотя это условие нельзя выразить в явном 
виде в формальном определении логической операции. 

9. 6. Эквиваленция. Сложное высказывание «Четырех
угольник - параллелограмм, если и только если его диаго-

u 

пали делятся точкои пересечения пополам» мы понимаем 

в том же смысле, что и высказывание «Если четырех
угольник - параллелограмм, то его диагонали делятся 

u 
точкои пересечения пополам и, если диагонали четырех-

u 
угольника делятся точкои пересечеция пополам, то четырех-

угольник - параллелограмм». 

Отвлечемся от содержания этих высказываний. Обо
значим элементарное высказывание «Четырехугольник -
параллелограмм» через р, а высказывание «диагонали 

v 
четырехугольника делятся точкои пересечения пополам» ---: 
через q. 
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. 
Таким образом, всякое высказывание типа 

«р, если и только еспи q» (1} 
. 

понимается обычно в том же смысле, что и высказывание 

«Если р, то q и, еспи q, то р». (2). 

Заменяя в (2) слова «если ... , то» знаками 'импликации, 
а союз «и» - знаком конъюнкции, получаем 

(р => q) л (q= р). (2') 

Это ~сложное высказывание· составлено из элементар-
u 

ных с помощью уже известных нам операции импликации 

и конъюнкций, и мы можем для него составить таблицу 
истинности исходя из определений (таблиц) этих операций. 

. Выпишем в первых двух столбцах всевозможные набо-_ 
u u 

ры значении двух исходных высказывании р и q: 

р q р== q q=> р (Р- q)/\(q=>p) 
..,.. 

и ·и и и и 

и л л и л 

л и и л л 

л л и и и 

В третьем столбце выпишем значения импликации 
p=>Q, соответствующие этим наборам 'значений р и q, 
согласно определению . импликации; в четвертом столбце 
аналогично выпишем значения импликации q=>p. Наконец, 
в пятом столб1tе выпишем значения конъюнкции (2'), 

u 

соответствующие значениям импликации р==> q и Q=> р 
в третьем и четвертом столбцах. , 

Как видно из приведенной таблицы, высказывание (2), 
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а следовательно и высказывание (1), истинно тогда и толь
ко тогда, когда высказывания р и q оба истинны или оба 
ложны. ' 

Сложное высказывание ер, если и только если q» мы 
назовем эквиваленцией и обозначим через р <-==> q (знак 
<=> заменяет слова «если и тОJiько если»). 

Таким образом, исходя из обычного смысла слов «ес
ли и только если», мы приходим к следующему опреде

лению. 

Определение. Эквиваленцией двух высказываний р и q на
зывается такое· высказывание, которое истинно тогда 
и только тогда, когда оба атц высказывания р и q истин-
ны иJШ оба ложны. · 

Это определение может быть записано в виде сле
дующей таблицы: 

р q p<=>Q 

и и и 

и л л 

л и л 

л л и 

Упражнения 

76. Операцию, соответствующую союзу «ИЛИ» в разделительном 
смысле, называют строгай дизъюнкцией. Определить строгую дизъ
юнкцию двух высказываний р и q и составить соответствующую таб-

• 
лицу истинности (строгую дизъюнкцию обозначим символом V). 

77. Из элементарных вьшказываний: р - «Это число - целое»; 
q- «Это число положительное»; r ·- «Это число простое» и s - «Это 
число делится на 3» составлены следующие с.пожные высказывания: 

а) pyq; б) рЛq; в) PVP i г) qAq; д) в<==> f; е) (pAr)=> 

=> S; ж) (pAs)==> f; з) (pVq)/\(rVs); и)pVsi к) (p/\qAr)ys. 
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Прочитать все эти сложные высказывания на русском языке. 
78. В нижеследующих сложных высказываниях заменить элемен" 

тарные. высказывания буквами (р, q, r, s, . . . ) и слова, выража" 
ющие логические операции, - соответствующими знаками: 

а) Если основание пирамиды - правильный многоугольник и высо
та проходит через центр основания или двугранные углы при Qснова" 

нии равны, то пирамида - правильная. б) Ее.Ли основftние пирами~ 
ды - прямоугольный треугольник, то боковая грань, проходящая через 
гипотенузу, перпендикулярна к плоскости основания, если и только 

если высота проходит через середину гипотенузы. в) Если число 
целое или выражается обыкновенной дробью, или выражается 
~онечной десятичной дробью, то оно представимо в виде бесконечной 
десятичной периодической дроби. г) Если прямая а параллельна пря· 
мой Ь и прямая Ь лежит в плоскости а, то прямая а параллельна 
плоскости а или rпрямая а лежит в плоскости а. д) Если а 11 Ь 
и а1 - параллельная проекция прямой а на плоскость а и Ь1 - парал" 
лельная-проекция прямой Ь на плоскость а, то а1 1J Ь1 или а1 совпа· · 
дает с Ь1. 

79. Определить значения нижеследующих сложных высказыва~ 
ний, если известно, что р имеет значение Л, q - И и r - И" 

а) р /\ (q Л r); б) (р /\ q) Л r: в) р => (q => r); г) (р /\ q) => r;~ 
д) (р /\ q) <==> (r V Q); е) ((р V q) /\ r) <=> ((р /\ r) V (q /\ r)). 

80. а) Известно, что импликация р >q истинна, а эквиваленция 
p<=>q ложна. Что можно сказать о значении импликации q >р? 
б) Известно, что эквиваленция р <=> q истинна. Что мож-

t; 

но сказать о значенивх эквиваленции р <==> q и q <==> р, о значе" - . 
ниях импликаций р ==>q и q=> р? 

§ 10. ФОРМУЛЫ И ФУНКЦИИ 
ЛОГИКИ ВЫСКАЗЫВАНИИ 

10. 1. Формулы логики высказываний. Как видно из 
предыдущего, структура сложных высказываний выражает
ся в виде конечной последовательности букв (р, q, r, ... ), 
обозлачающих составляющие элементарные высказывания, 
знаков операций~(-, л, v,==>, <==>), выполняемых над 
составляющими высказываниями, и скобок, определяющих 

о 1 

порядок операции. ! 
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Такую конечную последовательность букв, знаков опе
раций и скобок, выражающую логическую структуру вы
сказывания, обычно называют формулой логики высказы-

v . 
вании. , 

Бу1<ВЫ р, q, r, ... применяются не только для обозначе-
v . 

ния определенных высказывании, но и в качестве перемен-

ных .для высказываний (в,ысказывательных переменных), 
вместо которых можно подставить произвольные высказыва

ния. В последнем случае формула выражает логическую 
структуру не одного какого.нибудь определенного вы
сказывания, а любого высказывания из множества вы
сказываний различного содержания, объединяемых общей 

v 
структурои. 

Например, формула (pf\q)-==> r выражает логическую 
структуру высказывания д) (8. 1), и высказывания а) 
(8. 2), и высказывания «Если число целое и положитель". 
ное; то оно - натуральное», и любого другого высказыва
ния (высказывания другого содержания), имеюn,{его такую 
же логическую структуру. 

Ввиду того что мы от-вл.екаемся от содержания вы:
сказывания и учитываем лишь его значение истинности; 

вполне естественно принять, что выс1Саз~tвательные пере-

менные принимают лишь .два значения: И ц Л. · 
Бук.вы И и Л, обозначающие «истинное высказывание» 

и «ложное высказыван:f!е», соответственно назовем также 

постоянными. 

Греческие буквы <р, '1', . . . или одну букву с индек" 
сом <р1 , <р2, ••• мы применим для сокращенного обозначе· 
ния формул_логики высказываний. 

10.2. Определение формуль1. Мы дадим сейчас точное 
определение формулы логики высказываний, позволяющее 
выяснить относительно любого выражения является оно 
формулой или нет, не обращаясь при этом к см~с.лу 
символов, из которых оно составлено. 
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Определение. а) р, q, r, . : . , р1 , р2, ••• , а также l1J 
и Л - формулы (элементарные формулы); б) если ч>n 

и {{)2 - формулы, то ср1, (ч>1 /\ q>z), (ч>1 V q>z), (q>1 =>q>z}" 
и (ср1 <=> {{)2)-формулы; в) других формул логики вьt--
Сf(,азываний нет. . 1 

Покажем в качестве примера, как используется это) 
определение для выяснения того, является ли конечная· 

последовательность символов (((р /\ q) V r) ~> ((р V q) ==> 

==>r))-формулой. 

1. р, q, r -формулы; 
2~ р, r - формулы; 
3.. (р/\ q) - формула; 
4. ((p/\q) vr)-формула; 
5 .. (рVq)-формула; 
6. ((рVq)=>r)-формула; -
7. (((p/\q) vr) => ((ji\/q)=> i)) -формула. 

(а)) 

(б), ИЗ 1) 
(б), ИЗ 1) 
(б), ИЗ 3 И 1) 
(б), из 2 и 1) 
(б), ИЗ 5 И 2) · 
(б), ИЗ 4 И 6) 

(Справа указан используемый пункт определения.) 
Формулы 1- 6, образующиеся в процессе составления 

формулы 7, называют ее частями (или подформулами). 
·r:Z) Определим сейчас, является ли формулой последователь
но~ть символов (p=>q)Vr). 

Заметим, что в элементарных формулах а) нет скобок, 
а в формулах, получаемых с помощью правил, сформули
рованных в б), скобки фигурируют парами, состоящими 
из одной левой и одной правой скобки. Поэтому, учитывая 
в), можно утверждать, что в любой формуле- логики вы
сказываний имеется четное число скобок, причем столько 
:>Ке, правых скобок, сколько левых. Отсюда следует, что 
13J>Iражение (p=>q) V r) не является формулой. 

' t 

J0,3, Соглашения о записи формул. Для. упрощения запи-
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си формул (уменьшения числа скобок в них) мы примем 
следующие соглашения: 

1. Не заключать в скобки формулу или часть ее, сто ... 
ящую под знаком отрицания, т. е. писать 

р V q /\ r вместо (р V q) Л r; 

2" Считать, что знак конъюнкции связывает «сильнее» 
знаков дизъюнкции, импликации и эквиваленции, т. е. 

писать 

р Л q V r вместо (р Л q) V r; 
р=> q Л r вместо ·Р==> (q Л r); 

р Л q <=> r Л s вместо (р Л q) <=-> (r Л s) .. 

3. Считать, что знак дизъюнкции связывает сильнее, 
чем знаки импликации и эквиваленции, т. е. писать ... 

р V q => r вместо (р V q) => r; 
р <=> rv r вместо р <:=;> (q v r). 

' 

4. Считать, что знак импликации связывает сильнее, 
чем знак эквиваленции, т. е. писать 

р=> ·q <=> r вместо (р=> q) <=> r. 
, 

5. Опускать внешние скобки, т" е. те скобки, кот9-
рые заключают внутри себя все остальные симвмы, со
ставляющие формулу; так, формулу (р Л (q => r)) писать 
Р /\ (q-==> r). 

Cor лашения 1 - 5, а также опускание знака конъюнк
ции, значительно упрощает запись формуп. 

Например, записанная без учета этих согпаwений фор
мула 

(((р л q) v r) ;::=> ((р v q) => r)) 
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будет выглядеть так; 

-
pq V r => (р V q ==> r ). · 

При чтении формула может быть названа по «послед" 
ней» операции (знак которой связывает слабее всех осталь
ных знаков операций, входящих в формулу). Так, записан" 
ная выше формула представляет собой импликацию. 

Упражнения 

81. Выяснить дпя каждого из нижеспедующих выражений, явпn
ется пи оно форму пой поrики высказываний: 

а) (((p=>q)(\r) <=> ((qVr)=>p)); 
в)· ((р V q) == r). 

б) ((р (\ == ) v q); 

82. Записать нижеспедуюЩие формупы с учетом принятых выше _ 
cor пашен!fЙ об оµускании скобок: 

• 
а) (((р== ·q) (\ r) => ((q v r) => (р - q))); б) (((р - (q v 

·v r))=> q) v ((р => q) <=> (р Vq))); в) (р (\ (q V (r=>(p <=> q)))) 

83. Указать такой набор значений переменных р, q, r, при ко
тором формупы pq => r и р (q => r) принимают разпичные значени11. 

1 

То же дпя формуп р V q => r и р V (q =>r). 

. 1_0.4. Функции логики высказываний. Пусть ер (р1 , р2 , 
..•. , Рп)-- формула логики высказываний, содержащая пере
менные р1 , р2 , ••• , Рп· Нетрудно заметить, что такая фор
мула определяет на множестве всевозможных наборов зна~ 
чений переменнf?IХ р1 , р2,, ••• , Рп, т. е. на множестве {·И, 
Л}", нек;оторую функ_цию ер, принимающую, как и ее ар" 
гументы, значения из {И, Л}, т. е" отображение типа 

\И, Л}п ~ \И; Л}. 
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Формула представляет собой лишь одну из возмож
ных форм задания функции <р. Поскольку каждая пере
менная Pi принимает лишь два значения (И и Л), то об
ласть определения функции <р - {И, Л} п - конечное мно
жество. Оно содержит 2п элементов. Поэтому такая функ-

q> 
ция (типа {И, Л}n ----+'{И, Л}) всегда может быть задана 
и с помощью (конечной) таблицы истинности, содержащей 
2п строк. . 

Мы будем говорить, что таблица, определяющая функ
цию <р, соответствует формуле <р (р1 , Р2, ... , Рп), · опре
деляющей эту же функцию. 6 каждой строке таблицы 
для определенного набора fзначений переменных указано 
соответствующее значение функции, которое мы и назовем 
значением формулы. . 

Так, функция, определяемая формулой pq => r, может 
быть задана следующей таблицей истинности, содержащей 
8 строк: 

р 

и 

и 

и 

и 

л 

л 

л 

л 

1 
q 

и 

и 

л 
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л 

л 

1 
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~и 
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и 
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и 

л 

и 

л 

1 pq 1 pq=> r 

и и 

.и л 

л и 

л и 

л и 

л и 

л и 

л и 

<р 
Функция типа {И, Л}n--+- {И, Л}, т. е. отобр~ение 

множества n·ок элементов из {И, Л}, в множество {И, Л}, 
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называется п--местной функцuей логики высказываний или 
высказывательной функцией п высказывательных аргумен
тов.· 

Упражнения 

84. Составить схему для образования всевозможных наборов 
эначеннй четырех высказыватеJiьных переменных. 

85. Определить с помощью соответствующих таблиц истинности 
всевозможные высказывательные функции двух высказывательных ар
гументов, т. е. заполнить таблицу 

р q ~ CJ>n <t>i <1'1 q>3 <1>& q>5 <l>в q>., • • • 

и и л л л л 

и л л л л л 

л и л л и и 

л л л и л и 

для всевозможных функций типа {И~ ,Jl} 2 ~ {И, Л}. Сколько все-
го таких функций? 1 

86. Составить таблицы истинности, соответствующие нижеследу
ющим формулам: 

a)P\;Q; б)рq; в) p(qVr); г) PQ.Vpr; д) P=>qVr; 
е) (p=>q)V(P=>r); ж) pVqr; з) (pVq)(pVr). 

Указать, какие нз этих формул определяют одну н ту же функ" 
llHЮ. 

87. Доказать, что нет такого набора значений переменных р, q, 
r, при котором формулы р -=> (q => r) н pq => r принимали бы раз" 
личные значения. Что можно сказать о функциях, определяемых эти
ми формулами? 
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§ 11. РАВНОСИJ.IЬВЪIЕ ФОРИУJIЫ' 

11. t. Отношеiiне равносильности формул. Составим 
таблицу истинности для двух формул 

pq=>r (1) 
и 

pr-=> q. (2) 

- - -
11 pf ~> q р q r pq pq-=> r: r pr q 

и и и и и л л л и 

и и л и л и и л л 

и л и л и л л и и 

и л л л и и и и и 

л и и л и л л л и 

л и л л и и л л и 

.ТI л и л и л л и и 

.п л л л и и л и и 

1 2 3 4 
1 

5 
!I 

6 7 8 ~ 9 

Так как столбцы 5· и 9 значений формул (1) и (2) 
совпадают, т. е. эти формулы принимают равные значе
ния (обе - И, или ·обе - Л) при любом наборе значений 
переменных р, q, r" то они определяют одну и ту же 

функцию логики высказываний (в данном случае - одну и 
и ту же трехместную функцию, или отображение типа 

{И, Л\ 3 __!. {И, Л}). 
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Определение. Две формулы логики высказываний, опре
деляющие одну и ту же функцию, называются равносильны
ми. 

Равносильность формул мы обозначим знаком =. 
Таким образом, построенная выше таблица ис;тинности 

доказывает равносильность ф~рмул (1) и (2), т. е. 

pq=>r _pr=>q. 

(Попутно мы здесь решили поставленную раньше (8. 2) 
задачу: установить, что высказывания «Если р и q, то r» 
(д) -(а) и «Если р и не r, то не q» (д')- (а') имеют 
одинаковые значения истинности при любых наборах зна
чений составляющих р, q, r.) 

Очевидно, что отношение равносильности формул логи" 
ки высказываний (так же как отношение тождественности'"' 
алгебраических выражений) является: 

1. Рефлексивным, т. е. ер= ер для любой формулы ер. 
2. Симметричным, т. е. если ер1 ер2, то ер2 = ер1 для 

любых формул ер1 и ер2. 
· 3. Транзитивным, т. е. если ер1 - ер2 и ер2 = ер3, то ер1 -= ер3 для любых формул epi, ер2, ер3. 

Эти свойства позволяют заменить любую формулу рав
носильной ей, если нас интересует не структура формулы, 
а определяемая ею функция, и лежат в основе преобразо"· 
вания формул с целью их упрощения или приведения к 
определенной, стандартной, форме. 

Так же как при преобразовании алгебраических выра
жений, используются свойства арифметических операций; 
при преобразовании формул логики высказываний исполь-

u u 
зуются своиства логических операции. 

11.2. Свойства логических операций. Приведем перечень 
наиболее важных равносильностей :формул, выражающих 

u u 
своиства логических операции, непосредственно усматривае-
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; .., .., 
мых из определении этих операции или легко устанавли-

ваемых с помощью таблиц истинности. 

р ==:.р (закон двойного отрицания); 
pq = qp (коммутативность конъюнкции); 
р V q==::q V р (коммутативное~ дизъюнкции); 
р (qr) = (pq) r (ассоциативность конъюнкции); 
р V (q V r) = (р V q) V r (ассоциативность дизъ-

(1) 
(2) 
(3) 
(4) 

юнкции); (5) 
р (q V r) = pq V pr (дистрибутивность конъ.юнкции 
относительно дизъюнкции); (6) 
р V qr = (р V q) (р V r) (дистрибутивность дизъюнк-
ции относительно конъюнкции); (7) 
рр===:р; (8) 
р Vp:=p; (9) 

-
р V р=.И (закон исключ~нного третьего); (10) 
рр:=Л (закон противоречия); (11) 
рИ==:р; (12) 
рVИ=::И; (13) 
рЛ=Л; (14) 
р V Л==:р; (15) 

PcJ==.p v_g_} (законы де Моргана); (lб) 
р v q==.pq (17) - -
Р=> q:=:p V q; (18) 
р <=>q=:E:(p-=> q) (q==> р). (19) 

11.3. Преобразование формул. В качестве примера преобразова" 
ния формулы логики высказываний с использованием некоторых из 
перечисленных выше свойств приведем преобразование формулы (1) 

pq=>r 
в формулу (2) 

-
pr =-> q, 
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чем и будет доказана равносильность этих формул, установленная 
выше (11.1) с помощью таблицы истинности (в правом столбце, в 
скобках, указаны используемые свойства логических операций): 

pq =-> r = pq V r; 
= (р V q) V r; 

(iiV r> '1 q:, -= P~V q;_:_ = pr=> q. 

(18) 
(16) 

(3, 5) 

(1, 16) 
(18) 

l(ak видно, преобразование формул логики высказываний во мно" 
гом похоже на тождественные преобразования алгебраических выра
женя:й. 

Упражнения 

88. Доказать с помощью таблиц истинности приведенные выше 
равносильнос~и (6), (7), (10), (lJ), (16)-(18). 

89. Используя равносильности (1)- (18), доказать посредством_ 
преобразований формул следующие равносильности: 

а) p=>q_ i=> Р::б)р==>q = pq; в) pV q = pq; r) pq = pVq; 
д) р =-> q = pq; е) р => q = W, ж) pq V pq = ,р; з) (р V q) (р V Q) = 
= р; и) pq V pqVpq = Р ==> q; к) Р V PQ = Р V q; л) Р (р V q) = pq; 

м) PV pq = PV q: н) Р(Р V q) = pq. 

90. Следующие равносильности доказать двумя способами - с 
помощью таблиц истинности и посредством преобразований: 

/ 

а) р== ((J=>r)::pq=->r; б) (p=->q)(p- r)=p=->qr; 
в) (р-=> r) V (q =:> r) = pq => r: г) р => (q => r) , q =-> (Р==> r); 
д) pq V p(/V fiq V pq = и. 

91. Следующие формулы с помощью преобразований привести к 
возможно более простому виду: 

а) PёiV тJrV qr V q V r; б) .pqr V pqr; \/ pq; в) (р=> q) (q => р) ; - ~ - --
г) (р => q) V Р V q; д) PQ V (р => q) Р· 
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92. Мы определили пять логических операций (-, /\, V, ==> , 
<=-> ), каждую независимо от других. Оказывается, можно ограни
читься двумя исходными операциями, а остальные выразить с по

мощью этих двух. Найти такие пары операций и показать, как осталь-
ные выражаются через них. , 

(У к аз а и и е. В такую пару обязательно должна входить одна 
из операций - или ==>. ) 

93. В сложном высказывании «Если завтра будет хорошая пого
да, то мы пойдем на пляж и будем купаться или поедем в лес за 
грибами» заменить элементарные высказывания переменными, а слова, 
выражающие логические связки, - знаками соответствующих опера

ций. Отрицание полученной формулы преобразовать с целью упро
щения. Сформулировать это отрицание на русском языке. 

94. Используя законы де Моргана ( 16), ( 17), преобразовать ниже
следующие формулы так, чтобы знак отрицания был отнесен к от
дельным переменным: 

а) P'V q; б) pq v-:r. в) Р (q V r). 
95. Равносильности (16) и (11), выражающие законы де Моргана, 

распространяются на случай п переменных: 

п п -
/\ Pl = · V Pi; 

l-1 l==t 
(16') 

п п -
V Pi = /\ р". 

l==l l=l 
(17') 

Для п = 2 эти равносильности доказаны (например, с помощью 
таблиц истинности, упр. 88). Доказать их для любого п индукцией 
по числу переменных, т. е. доказать их для п в предположении, что 

они имеют место для n - 1 переменных. 
96. Доказать равносильности: 

п п 

а) р V qrs = (р V q) (р V r) (р V s): б) Р V Л qi = /\ (р \j qe). 
l = 1 i = 1 

~..... . 
1 

, 1 

97. Даны два сложных высказывания: «EcJiн одно слагаемое де
лится на 3 и сумма делится на 3, то ,и дpytQe слагаемое делится на 
3» и «Если одно слагаемое делится-на 3, а другое не делится на 3, 
то сумма не делится на · 3» • 

' 
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Заменить элементарные высказывания, входящие в -состав этих 
сложных высказываний, переменными, а слова, выражающие логи-
11еские связки, - знаками соответствующих операций. Доказать, что 
полученные формулы равносильны. 

Сделать то же для высказываний: «Если а > Ь и (Ь > О или Ь = О). 
то а > О» и «Если а > Ь и а > О, то Ь > О и Ь =/= О» . --

§ 12. ТОЖДЕСТВЕННО-ИСТИННЫЕ ФОРМУЛЫ 

12.1. Три класса формул. Множество всевозможных 
формул логики высказываний с точки зрения принимаемых 
этими формулами значений разбивается на три класса. 

1. Формулы, принимающие значение И при всех набо" 
v 

рах значении входящих в них переменных, называются 

тождественно-истинными. 
2. Формулы, принимающие значение Л при всех набо-

v 
рах значении входящих в них переменных, называются 

тождественно-ложными (их отрицания - тождественно-ис
тинные). 

3. Формулы, принимающие при некоторых наборах зна
чений переменных значение И, при других - значение Л, 
называются выполнимыми. 

Особую роль играют тождественно-истинные формулы, 
выражающие законы логики, на которых основаны наши 

рассуждения (дальше (§ 13) будет показано, как нaIIIИ рас
суждения основываются на законах логики, выражаемых 

тождественно-истинными формулами). 
Предложение «q>- тождественно-истинная формула» мы 

обозначим кратко так: r q>. 
12.2. Отношение равносильности и аквиваленция. Дока

жем, что если формулы q>1 и ф2 равносильны, то формула 
q>1 <=> q>2 тождественно-истинна, и обратно, т. е. 

если Ч>1 :=е q>2, то r Ч>1 <:::::=> ~2' и если r Ч>1 <=> q>2, 
то Ч>1 =! Ч>2· 
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Действительно, если <р1 _ <р2 , то формулы <р1 и <р2 при
нимают обе значение И или обе значение Л при любом 
наборе значений входящих в них переменных, а в этом 
случае формула <р1 <==> <р2 , согласно определению эквива
ленции, принимает только значение И, т. е. ~ <р1 <=> <р2 • 

Обратно, если, ~ <р1 <==> <р2 , то <р1 и <р2 принимают при 
любом наборе значений входящих в них переменных обе 
значение И или обе значение Л, т. е. <р 1 _ Ч'2· 

Таким образом, исходя из доказанного предложения, 
каждая из перечисленных выше ('11.2) равносильностей 
(1)- (19) порождает тождес~венно-истинную формулу (до
статочно заменить знак равносильности - знаком эквивален

ции ->). 

Упражнение 

98. Записать тождественно-истинные формулы, порождаемые рав" 
носильностями (l )- (19), 11. 2. . 

(Указ ан и е. В некоторЬl:х равносильностях можно обойтись без 

знака эквиваленции. Например, так как р V р = И, то Г р V р. 
Аналогично, так как рЛ = ·Л, то рЛ =И и г рЛ.) 

12.3. Перечень тождественно-истинных формул. Выпишем еще 
несколько тождественно·истинных формул, находящих широкое при· 
менение в практике рассуждений. 

(р => q) (r = q) ==> (р V r-==-> q); · (l) 
pq => р; (2) 
(р ==> q) (р => r) <=> (р => qr); (3) 
(р-==-> q) р => q; (4) 
(р- q)q- р; (5) -
р ==> q <=> q ==> q (закон контрапозиции); (6) 
pq ==> r <==> pr = > q (закон расширенной контрапозиции); (7) 
р => (q => r) <=> pq => r; (8) 
(р v q)p ==> q; (9) 
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(р=> iQ)=>p; . 
(р => q) (q => r) => (р => r) (закон силлогизма). 

(10) 
(11) 

12.4. Подстановка. Разумеется, этот перечень не исчерпывает все 
тождественно-истинные формулы, находящие применение в наших 
рассуждениях. Вместе с тем каждая из перечисленных тождественно
истинных формул порождает новые тождественно-истинные формулы 
в реЭультате подстановки вместо какой-нибудь входящей в нее пере
менной произвольной формулы. 

Действительно, если r- ер (. . • , р, • • . ) содержит перемен
ную р, то, подставив вместо перемt'нной р, всюду где она входит в 
ер, произвольную формулу ~ф, в результате получим формулу 
ер (. • • , 'Ф, • • • ), которая принимает те же значения, что и исход
ная формула ер( .•• , р, ••• ), так как 'Ф принимает те же значения 
(И, Л), что и р. 

Например, 1- (st V q) (s V t)=> q, так как эта формула получа" 
ется из тождественно-истинной формулы (9) подстановкой вместо пе
ременной р формулы st. 

Можно, разумеется, применить подстановку к нескольким или 
даже ко всем переменным, входящим в тождественно"истинную фор" 
мулу., Например, r- (ер1 => ер2) (ер2 => ер3) => (ер1 => ерэ), так как 
эта формула получается из (11) подстановкой вместо р формулы ер1 , 
вместо q формулы ер2 и вместо " формулы ер3 • 

12.5. Проблема разрешения. Ввиду особой роли тождественно-ис
тинных формул, выражающих законы логики, естественно, возника" 
ет вопрос о существовании общего метода (ра,зрешающего метода, или 
разрешающей процедуры). позволя·ющего относительно любой конкрет" 
ной формулы логики высказываний ответить, является ли она тож-

" дественно-истиннои. 

Укажем несколько разрешающих методов. 

1. С о с т а в JI е н и е т а б л и ц ы и с т и н н о с т и, соответствую
щей данной формуле. Если последний столбец таблицы (столбец зна" 
чений данной формулы) состоит из одних И, данная формула тож
дественно-истинна; если же в этом столбце содержится хотя бы одна 
Л, она не является таковой. . 

Приведем в качестве примера таблицу истинности для формулы 

(11) (12. 3): 
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р q ' р==> q q=>r \(р =>q)(q=>r} p=>r (11) 

и и и и и и и и 

и и л и л л л и 

и л и л и л и и 

и л л л и л л, и 

л и и и и и и и 

л и л и л л и и 

л л и и и . и и и 

л л л и и и и и 

Разумеется, составление таблицы истинности не -всегда практи" 
чески удобный разрешающий метод (при большоfd числе переменных 
таблица истинности очень громоздка, содержит 2n строк, где п -
число входящих в формулу переменных). -1:1о оно всегда · состоит из 
конечного чиспа шагов и в принципе всегда дает ответ на поставлен" 

ный вопрос. 
2. Пр е образ о ван и е ферм ул ы (приведение ее к конт,юнк" 

тивной нормальной форме). Все операции, знаки которых содержать
ся в формуле, выражают через конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание; 
знаки отрицания сводятся к отдельным переменным {использовани" 
ем законов де Моргана); используются законы двойного отрицания, 
коммутативности и ассоциативности конъюнкции и дизъюнкции, дн" 

стрибутивности дизъюнкции относительно конъюнкции. В результате 
этих преобразований формула приводится к виду дизъюнкции из пе
ременных или их отрицаний, либо к виду конъюнкции таких дизъюнк
ций (конъюнктивной нормальной форме). Если в каждой дизъюнкции 
содержится какая"нибудь переменная вместе с ее отрицанием, данная 
формула тождественно истинна; если же существует хотя бы одна 
дизъюнкция, не содержащая ни одной переменной вместе с ее отри" 
цанием, данная формула не является тождест1;1енно истинной. 

Применим этот метод в качестве примера к формуле (11): 

6* 

(р ==-> q) (q ==> r) -=> (р => r) = (pV q) (qV r) V (р V r); 
•=/JVq VqVrV pVr; 
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= pq v qr v р v r; ·. 

s (pV/J)(qVfз>V<qVr){rVr); (*) 

= И (q V р) V (q V r) И; 
= qV °PVqVr; 

- -= (q V q) V (р V r); 
-

=И V (р V r); 
=и. 

(**) 

В этом преобразовании мы получили одну дизъюнкцию (**). со
держащую переменную q без отрицания и с отрицанием. Если же не 

упрощать формулу (*) заменой р V р и r V r через И (по закону 
исключенного третьего), то получим конъюнкцию дизъюнкций, каждая 
из которых содержит какую-нибудь переменную без отрицания и с 
отрицанием: 

(р =-> q) (q ==> r) ==> (р ==> r) = ((р V р) (q V Р) V (q V r)) ((р V 
-Р> (q V'1> V <r V г)) = <Р V -Р V q V г) (q v Р v q V г) (Р v-P·vг V 

V r) (q V Р Vr V r). 
3. Мет од к о с венного до к аз ат ель ст в а (способ сот 

противного»). Допустим, что данная формула не является тожде
ственно истинной. Тогда существует .хотя бы один набор значений 
переменных, входящих в эту формулу, рри котором она принимает 
значение Л" Если такой набор значений переменных удается найти, 
данная формула не является тождественно-истИнной. Если же допу .... 
щение о существовании такого набора значений переменных ведет 
к противоречию, данная формула тождественно·истинна" 

Применим этот метод в качестве примера к формуле (11). 
Допустим, что формула 

(р=> q) (q => r) => (р==> r) 

не является тождественно-истинной" Тогда существует хотя бы один 
набор значений переменных (р, q, r), при котором она ложна, 
а следовательно, основание (р =>q) (q=> r) истинно, 

(р= > q) (q -.> r) =И (1) 

84 



и следствие р === > r ложttо, 
р=.>r=Л. (2) 

Из (2) следует р =И (3) и r = Л (4). Из (1) следует р => q =И (5) 
и q=> r =и (6). и~ (6) и (4) следует q = л (7), а из (7) и (5) -
р = Л (8)" Мы получили противоречие ((3) и (8)). 

Следовательно, наше допущение неверно и формула (11) тож
дественно-истинна" 

У'п раж не ни я 

99" Доказать, что формулы (1)- (10), приведенные выше, 
тождественно-истинны" 

100. Какие из следующих формул являются тождественно-истин
ными: 

а) ((p=>q)V(p=>r))=>(p==>(qVr)); б) (p=>q) => 
=>((r=> q)- (pr=> q)); в) (р=> (q=> r))=> ((р=> q)=> 

=> (р => r)); r) pq (р V r); д) (р = > q) р-=> q; е) (р => q) q=> 
=> р; ж) (pq=> r) <=> (р=> (q-> r)). 

101. Доказать тождественнуIG истинность формул: 

а) (р V q <=>q) <=> (р==> q); б) (pq <=>q) <=> (q=> р);. - - -
в) (p=r=">p)==->p; r) (p=>qq)- р" 

§ 13. АНАЛИЗ РАССУЖДЕНИЙ. 
ПРОСТЕЙШИЕ ПРАВИЛА ВЫВОДА 

13.1. Анализ рассужд~ний" Нашей конечной целью 
u 

изучения начал логики высказывании является анализ рас-

суждений средствами этой лоrики" 
Прежде всего условимся понимать слово «рассуждение» 

в довольно узком, но строго определенном смысле (в обы-
u . 

деннои речи это слово применяется в весьма широком 

смысле). 
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Под рассуждением будем ПониМать вывоЭ из некоторых 
предложений, называемых посылками, нового предложе" 

' 
ния - Эllключения. 

Безусловно, этим мы еще не раскрыли полностью 
смысл слова «рассуя<дение», так как смысл слова «вывод» 

не более понятен и тоже нуждается в разъяснении. Мы 
лишь установили, что слова «рассуждение» и <"вывод» 

будем понимать как синонимы, т. е.' как слова, обозначаю
щие один и тот же объект, являющийся предметом нашего 
изучения. Но все же мы что-то уже уточнили: рассужде
ние ~остоит из предложений (пось1лок и заключения). 

Имея определенные знания о некоторых вещах, мы 
можем расширить их, не· обращаясь больше к этим вещам, 
к опыту, лишь путем рассуждений. Из посылок, выражаю
щих уже известные свойства вещей, мы выводим заклю" 
чение о новом свойстве этих вещей. 

Естественно возникает - вопрос: какое рассуждение -
следует считать н·равильным? Очевидно, что рассуждение 
следует считать правильным лишь тогда, когда с его по

мощью из истинных посылок нельзя получить ложное 

заключение. 

Рассуждение, допускающее получение ложного заклю
чения из истинных посылок, не только н~ расширяет наши 

знания об изучаемых вещах, но доставляет нам о них 
неправил~ную информацию (ложные сведения). Поэтому 
такое рассуждение следует считать неправильвым .. 

Правильность рассуждения является свойством его 
формы, структуры (структуры его посылок и заключения) 
и не зависит от его содержания (этим обусловлено на" 
звание «формальная логика» для науки, изучающей формы 
человеческих рассуждений, отвлекаясь от их содержания). 

Под анализом рассуждения будем понимать выделение 
его формы (схемы рассуждения) от,влечением от содержа
ния и выяснение его правильности (невозможности полу-
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чения по этой схеме из истинных посылок ложного 
заключения). 

13.2. Правило вывода. Законы- логики, выражаемые 
тождественно-истинными формулами логики высказываний, 

u u 

могут служить основои лишь для тех рассуждении, 

в которых учитывается только структура сложных выска

зываний (и не учитывается структура высказываний, рас
сматриваемых в логике высказываний как элементарные). 

Отвлекаясь от содержания такого рассуждения, т. е. 
заменяя входящие в него элемен~арные высказывания 

переменными, мы получаем следующую схему рассуж

дения. 

«Из <р1 , <р2 , ••• , <JJn (семантически) следует (семанти
чески выводимо) <р» (для краткости записи мы не указываем 
эдесь переменные, входящие в состав формул, т. е. вместо 

<JJi (р1, Р2, • • • , Рп) пишем просто ЧJд. 
Это означает: <р· истинно по крайней мере при всех' тех 

наборах значений переменнь1х, входящих хотя бЫ в одну / 
из, этих формул, <р1 , <р2, ••• , <JJn, <р, при которых истинны 
все посылки <JJ1, <JJ2, •• • , tpn: 

Логическое следование <р из посылок <р1, <р2 , • • • , <JJn 
мы обозначим кратко: <JJ1, <JJ2, ••• , tpn 1- <р. 

Докажем важное предложение, устанавливающее связь 
между отношением логического следования заключения из 

посылок и тождественно-истинными формулами: 

<р1 , <р2 , ••• , <JJn ~ tp тогда и· то.лько тогда, когда 
п 

~ /\ <JJi => <р. 
l=l ' 

Действительно, если <р1 , <р2, • • • , <JJn 1- <р, то при всех 
наборах значений переменных, при которых истинны все 
посылки, истинно также · заключение и поэтому 

п 

(-- /\ <JJi => <р. 
i=1 
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п 

Qбратно, если J·- /\ <I'i => <р, то <р1 , <р2, ••• , <I'n 1-- <р, так 
l=I 

как допущение, что <р не_ следует из посылок 

<р1 , <р2 , ••• , f.Рп, означает, что сущест!Jует хотя бы один 
набор значений переменных, при котором все посылки 
<р1 , <р2 , •• " , <J'n, а следовательно, и их конъюнкция 
п 

Л <I'i истинны, и Заключение <р ложно, поэтому формула 
l=l 
п 

Л <I'i => <р принимает значение Л, т. е. не является тож" 
l=I 

u 

дественно-истиннои. 

Вообще, утверждение типа:- «Из высказываний со струк
турой, выражаемой формулами <р1 , <р2, ••• , f.Рп, - посылок, 
следует высказывание со структурой, выражаемой форму
лой <р, - заключение» называется правилом вывода. 

Правило вывода с посылками <р1 , <р2 , ••• , <I'n и заклю· 
чением <р запишем так: 

Ч'1' «J>2, • • • , Ч'п 
q> 

(посылки - над чертой, заключение - под чертой). 
Прежде всего мы проведем анализ некоторых рассужде

ний с целью выделения простейших правил вывода, осно
ванных на некоторых из перечисленных выше (12.3) 
тождеств~нно"истинных формул логики высказываний. 
Затем покажем, ·как эти правила вывода применяются 
в более сложных рассуждениях, в том числе в математи
ческих доказате11ьствах (г{I. 4). 

13.3. Правило заключения. Проведем анализ следую· 
щего рассуждения: «Если данный многоугольник правиль-

u u 

ныи, то в него можно вписать окружность; данныи много-
u u 

угольник - правильныи; следоват~ьно, в данныи много-

угольник можно вписать окружность». 
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Слово «следовательно» применяется обычно в pac-i 
суждении для отделения посылок от заключения" В данном 
рассуждении из двух посылок: «Если данный много-

6 

угольник правиJJьныи, то в него можно вписать окруж-

ность» и «данный многоугольник - правильный» выводится 
заключение «В данный многоугольник можно вписать 
окружность». 

Ставится задача, отвлекаясь от содержания посылок 
и заключения, выяснить следует ли это заключение из 

данных посылок" 

Чтобы отвлечься от содержания рассуждения, заменим 
элементарное высказывание «данный многоугольник пра
вильный» какой"нибудь переменной, например р, а элемен
тарное высказывание «В него (в данный многоугольник) 
можно вписать окружность» - переменной q" 

Таким образом, для установления правильности нашего 
рассуждения и любого рассуждения той Же формы, но 

' 
другого содержания нужно доказать, что 

р==> q, р ,_ q. 

Но по доказанному выше (13"2) предложению для 
этого достаточно доказать, что 

1- (р_:_ q) р=> q. 
Формула (p=.>q) р => q ·содержится в нашем перечне 

тождественно-истинных формул (12.3) под номером (4). 
Таким образом, закон логики, выраженный тожде

ственно-истинной формулой (4), лежит в основе правила 
вывода 

ер==>,,,, ер* ,,, ' 

* Подстановкой в (4) вместо р формул.ы ер, а вместо q формулы 
~ф, получаем 1- (q> => 'Ф) ер- ~ф. 
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называемого правилом заключения (далее будем писать 
кратко ПЗ). 

Приведенное.,.,выше_ рассуждение, как и люоое другое 
рассуждение, построенное по ПЗ, правильное. ПЗ находит 
широкое применение. 

13.4. Правило отрицания. Рассмотрим следующее ·рас
суждение: «Если данный многоугольник - правильный, то 
в него можно вписать окружность; в данный многоуголь" 

u 

ник нельзя вписать окружность; следовательно, данныи 

многоугольник не есть правильный». 
Используя введенные выше обозначения ( 13.3), 

получаем 

- -
P=>q, q }-р. 

Для установления этого следованц:я достаточно дока-, 
зать, что 

r (Р-=> q) q=> Р· 

Формула (р => q) q-=> р содержится в нашем перечне 
тождественно-истинных формул ( 12.3) под номером (5). 

Таким образом, закон логики, выраженный тожде
ственно-истинной формулой (5), лежит. в основе правила 
вывода 

-q> => ,р, 11' - , 
q> 

которое мы назовем правилом отрицания (далее будем 
писать кратко ПО). . 

13.5. Примеры неправильных рассуждений. Рассмотрен
ные выше правила вывода (ПЗ и ПО) позволяют в истин
ной импликации q> =~ ..р из истиuности основания q> за
ключать об истинности следствия , ..р (ПЗ) и из ложности 
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следствия ф, или истинности его отрицания ф, о ложности 

основания, или истинности его отрицания q> (ПО). 
Естественно· возникает вопрос, а нельзя ли в истинной 

импликации q>==> ф из ложности основания q>, или истин-
-

ности его отрицания q> заключать о ложности следствия '}', 
или истинности его отрицания ф, и из истинности след

ствия ф - об истинности основания q>? 
Иначе говоря, правильны ли рассуждения типа р=> q, - -

р 1- q и р - q' q ,_ р? - -
Нетрудно доказать, Что формулы (р ·q) р==> q 

и (р => q) Q-> р не " ~являются тождественно-истинными 
(см. упр. 100, д, е). 

Следовательно, любые рассуждения такого типа непра· 
вильны. 

Например, рассуждения: , 
1. «Если многоугольник - правильный, то в него можно 

u 
вписать. окружность; данныи многоугольник не есть пра-

• 
вильныи, следовательно, в него нельзя вписать окруж-

ность» и 

11. «Если диагонали данного параллелограмма взаимно 
перпендикулярны, то этот параллелограмм - ромб; в данном 
параллелограмме диагонали· не взаимно перпендикулярны; 

следовательно, он не есть ромб» оба неправильны, так - -
как имеют одну и ту же форму р => q' р r q' а из по--
сылок Р= q и р, как мы уже знаем, не следует заклю--
чение q. 

Аналогично, рассуждения: . 
111. «Если многоугольник правильный, то в него можно 

вписать окружность; в многоугольник можно вписать 

окружность; следовательно, он правильный» и 
IV. «Если диагонали данного параллелограмма взаимно 

перпендикулярны, то этот параллелограмм - ромб; данный 
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nараллелограмм - ромб; следовательно, его диагонали 
взаимно перпендикулярны» оба неправильны, так как имеют 
одну и ту же форму «Р==> q, q J- р», а из посылок р=> q 
и q, как мы уже знаем, не следует заключение р. 

13.6. Правило контрапозиции. Рассмотрим следующее 
рассуждение: «Если число рациональное, то · оно пред
ставимо в виде отношения двух целых чисел; следова

тельно, если число не представимо в виде отношения двух 

целых чисел, то оно не является рациональным». 

Заменим элементарное высказывание «Число рацио
нальное» переменной р, а элементарное высказывание 
«Число представимо в виде отношения двух целых 
чисел» - переменной q. 

Получаем следующую схему рассуждения: 

Р=> q 1- q=> р. 

Эrо рассуждение основано на законе контрапозици:И 
((6); 12.3): 

-
г- (р=> q) => (q=> р) 

(Даже на «более слабом» законе J- (р ==> q) => (Q==> р), 
который следует из (6), так как (p=>

1

q) <==> ({j.:::> р) = 
.......... - - -= ((р=== > q) ===> (q=> р)) ((q=> р) => (Р=> q)). 

Таким образом, закон контрапозиции (6) лежит в основе 
правила вывода 

q>=> '(> 
- - ' '(>==>ер 

называемого правилом контрапозиции (ПК). 
Это правило широко применяется в косвенных доказа-

1 , 
тельствах (гл. 4). 
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13. 7. Правило расширенной контрапозиции. Проведем 
анализ следующего рассуждения: «Если число делится на 
2 и делится на 3, то оно делится на 6; следовательно, 
если число делится на 2 и не делится на 6, то оно не 
делится ·на 3». 
· Отвлечемся от конкретного содержания этого рассуж
дения. Заменим элементарные высказывания: «Число 
делится на 2» переменной р, «Число делится на 3» - q, 
«Число делится на 6» _..:,_ r. 

Тогда посылка запишется в виде формулы pq==> r, - -
а заключение - pr => q. Получаем следующую схему рас-
суждения: 

- -
pq- r ~pr= q. 

Это следование основано на законе·расширенной контра
позиции ((7), 12.3). Следовательно, рассматриваемое рас
суждение, так же как любое другое рассуждение, по
строенное по этой же схеме, правильное. 

Таким обра~ом, закон расширенной контрапозиции (7) 
лежит в основе правила вывода 

<J>1 <J>2 =-> q> 
- ' <J>1 q> == > <J>2 

называемого правилом расширенной контрапозиции (ПРК), 
13.8. Правило силлогизма. Рассмотрим еще одно рас

суждение: 

«Если треугольник равнобедренный, то две его стороны 
равны; если две стороны треугольника равны, то два угла 

его равны; следовательно, если lтреугольник равнобедрен-... 
ныи, то два угла его равны». 

Заменим элементарные высказывания: «Треугольник 
равнобедренный» переменной р, «Две стороны треу~:-оль-
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ника равны» - переменной q, «Два угла треугольника 
v равны» - переменнои r. 

Получаем следующую схему рассматриваемого рас
суждения: 

; 

Р===-> q, q= > r f- р=> r. 
Это следование обосновывается законом силлогизма 

((11), 12.6): 

f- (р ==> q) (q => r) ==-> (р ~>r). 

Таким образом, приведенное рассуждение, так же как 
и любое другое рассуждение, построенное ~по .этой же 
схеме, правильное. 

Закон силлогизма ( 11) лежит_ в основе правила вывода 

Ч'1 =-> Ч'2, Ч'2 => Ч'з 
Ч'1 => Ч'з ' 

называемого правилом силлогизма (ПС). 

Упражнение 

102. Обосновать следующие правила вывода (записать в виде 
тождественно-истинной формулы закон логики, лежащий в основе · 
каждого из этих правил вывода): 
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: \; ~ - веедение дизъюнкции (ВД); . 
q> v :· q> - удаление ди37>Юнкции (УД); 

q>~: - введение конъюнкции (BI<); 

ч>'Ф' 
------ -уда4ение KOH'lJIOHKЦUU ~УК). q> 



13.9. Общее определение логического следования. При
ведем список выявленных выше (13.3- 13.8 и упр. 102) 
правил вывода: 

fР=>'Ф'Ф. fP (ПЗ); fР=>_'Ф. 'Ф (ПО); 
. (J' 

(J' =>,,, . 
- - (ПК); 
'Ф=> (J' 

(J'1!_2 => ~ (ПРК); ч>t => (J'2. (J'2 => (J'з 
(J'1 (J' => (J'1 (J'1 => (J'з (ПС); :v 'Ф'Ф (ВД); 

, 

fP V 'Ф'Ф' <Р" (УД); fP о/Ф'Ф (В_К); (УК). 

(Можно, разумеется, ограничиться и меньшим числом 
правил вывода, но это менее удобно.) . 

Теперь можем дать более общее определение логи
ческого следования заключения из посылок, включающее 

и "определение доказательства следования, принимая за 

основу имеющиеся правила вывода: ер1 , ер2, " •• , ~ tJ>n 1- ер. 
если существует конечная последовательность ·формул 
'Ф1, '1'2, ••• , 'Фk, называемая д9каЗательством или выводом 
ер из посылок ер1, ер2 •••• , ерп, удовлетворяющая следую

щим двум условиям: 

1. Каждая 'Фi либо о-дна из посылок, либо получается 
из предшествующих формул Последовательности по одному 
из правил вывода. 

2. Последняя формула ('Фk) есть ер. 
Нетрудно заметить, что для каждого из рассуждений, 

приведенных в 13.3, 13.4, 13.6 - 13.8, может быть по
строена конечная последовательность формул, удовлетворяю
щая этим условиям. 

Рассмотрим пример более сложного рассуждения: 
«Если прямая .не имеет с плоскостью общей точки, 

то она параллельна плоскости; если прямая ·имеет две 

(различные)" общие точки с плоскостью, то она лежит 
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. 
в плоскости; прямая ·неп~раллельна плоскости и не лежит 

в ней; следовательно, прямая имеет общую точку с плос
костью и не имеет двух различных общ~х тоЧ:ек с нею». 

Заменим элементарные высказывания, входящие в это 
рассуждение, переменными: «Прямая не имеет с плос
костью общей точки» - р; «Она (прямая) параллельна 
плоскости» - q; «Прямая имеет две (различные) общие 
точки с ПЛОСКОСТЬЮ» - r; «Она (прямая) лежит в ПЛОС
КОСТИ» ---: S. 

Получаем следующую схему рассуждения: 

--p=> q, r=>s, qs }-pr. 

Построим доказательство этого следования (вывод 
_......, --

формулы pr из посылок р==> q, r=> s, qs), т. е. конеч-
ную последовательность формул, удовлетворяющую усло
виям 1 -2. 

(Доказательство запишем в двух столбцах: в левом.....;... 
конечная последовательность формул, удовлетворяющая 
условиям 1 - 2, т. е. само доказательство; в правом - ука
зание, является ли соответствующая формула посылкой (п), 
или по какому правилу вывода и из каких предшествую

щих формул последовательности она получена.) 
1 

1. qs; 1. п; 

-
2. q; 2. УК (1); 

3. s; 3. УК_ (1); 
4. р=> q; 4. п; 

-
5. р; 5. по (4, 2); 
6. r=> s; 6. п; 

-
7. r; 7. по (6, 3); 

1 --8. pr; ·в. вк (5, 7). 
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· 13.10. Теорема дедукции. Широкое применен~е в доказа
тельствах на~одит теорема дедукции: если· ер1 , ••• , epn..:..1, 
epn ~ер, ТО epl, • • • , epn-1 ~ epn => q> (ТД). . 

Действительно, допустим, что epn =>ер не следует из 
посылок ер1 , ••• , epn-1· Это означает (согласно первому 
определению следования ( 13.2)), что существует хотя бы 
один набор значений переменных, при котором посылки 
<р1 , ••• , epn-1 истинны, а формула epn ~>ер ложна, т. е. 
epn истинна, а ер ложна. Мы получили, что при этом 
наборе значений переменных ер1 , ••• , epn-1, epn истинны, 
а <р ложна, т. е. ер не следует и~ посьiлок ер1 , • • • , 

epn-1, epn, что противоречит условию. 

Приведем несколько пр~меров применения Т Д. 
1) ТД позволяет обосновать· следование 

Р::::= q, Q=> r ~ Р"=> r ( 1) 
u 

проще, чем установлением тождественнои истинности 

формулы (11), (12.3), выражающей закон силлогизма (12.4). 
Согласно Т Д, для доJ{азательства ( 1) достаточно 

доказать 

р q, q= r, р f- r. (2) 

Д о к а з а т е л ь с тв о. 

1. P=>.q; 1. п; 

2. р; 2. п; 

3. q; 3. ПЗ ( 1, 2); ' 

4. q=> r; 4. п; 

5. r; 5. ПЗ ( 4." 3). 

2) Р~есмотрим следующее ·_рассуждение: «Если две· 
плоскости параллельны, то они не имеют общей точки; 
если две ·плоскости пересекаются, то они имеют общую 
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. 
. прямую; но две плоскости пар~ллельны или пересекаются; 
· следовател_ьно, две пл.оскости не имеют общей точки или 
имеют общую прямую». 

Заменим элементарные высказывания, входящие в это 
рассуждение, переменными: «дв~ . плоско~т~ параллель

ны» - р; «они (плоскости) не имеют общей точки» -_ q; 
«две плоскости пересекаются» - r; «они (плоскости) имеют 
общую прямую» - s. 

Тогда схема рассуждения запишется так: 

Р=> q, r·--==> s, р V r f-- q V s 

или, так как q V s==:q=> s, 
-

Р=> q, r===> s, р V. r f-- q==> s. 
По Т Д достаточно доказать, что 

-
р ===> q, r ~> s, р V r, q f-- s. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

1. р =-> q; 1. п; 

2. q; 2. п; 

-3. р; 3. ПО (1, 2); 
4. р V r; 4. п; 

5. r; 5. УД (4, 3); 
6. r==> s; 6. п; • 
7. s; 7. пз (6, 5). 

3) С помощью ТД правило контрапозиции (ПК) 
сводится к правилу отрицания (ПО). 

Действительно, по Т Д для установления следования 

р ==> q f-- q__.:: > р 
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достаточно доказать, что 

-
Р=-> q, q f-- р, 

а это следование осуществляется по ПО: · 

1. р=> q; 

2. q; 

з. р; 

1. п; 

2. п; 

3. по (1, 2). 

Далее (гл. 4) будет показано .применение ТД в мате
матических доказательствах. 

Упражнения 

103. Дать обоснованные ответы на вопрос: следует ли из по ... 
сылок заключение? 

ПосЫJIКИ Закпючение 

1 2 

а) 1. Если число оканчивается Число Делится на 5 
нулем, то оно делится на 5. 

2. Число оканчивается нулем 

б) 1. Если число оканчивается Число не делится на 5 
нулем, то оно делится на 5. 

2. · Число не оканчивается 
нулем 

в) 1 • Если число оканчивается 
нулем,. то o.HQ делитсs;~ на 5. " . 

Число оканчивается нулем 

2. Число делится на 5 
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r) 1 . Если число оканчивается 
нулем. то оно делится на 5. 

2. Число не делится на 5 

д) 1. Если число целое. то оно 
рациональное. 

2. Если число- несократимая 
дробь. то оно не есть целое 

· е) 1 . Если число - дробь. то оно 
рациональное. 

2. Если число целое. то оно 
рациональное 

ж) 1 . Если посылки истинны и рас
суждение правильное• то 
и заключение истинно. 

2. Заключение ложно 

з) 1. Если а= О или Ь =о. то 
аЬ =О. 

2. аЬ +О 

и} 1 . Если а + О и Ь + О. то 
аЬ =/= О. 

2. аЬ =О 

к) 1. а> О. 
2. а+ О -. 

2 

Число не оканчивается нулем 

Ес~и чи~ло - несократимая 
дробь. то оно не есть рацио· 
нальное число 

Если число целое. то оно 
дробь 

Посылки пожны или рассуж
дение неправипьное 

а+ОиЬ+О 

а·= 0 ИJIИ Ь = 0 

. . 

--104. Записать правила вывода, основанные на законах де Мор-
гана. r' 

105. ПРК имеет более общую:форму 
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Р1 · · · Pk-tPkPk+t · · • Рп => Ч - -
Р1 • • · Pk-tqPk+t · · • Рп => Pk 

Обосновать это правило вывода разлячиыми способами: 
а) уст~иовлеиием тождественной истинности формулы 

(Р1 • "• Pk-tPkPk+l • "• Рп.=> q) => {Р1 • • • Pk-1(/pk+l • • • Рп==> Pk); 

б) 1.оказательством следования 

- -
Р1 · "· Pk-tPkPk+l · · · Рп ==> q t-- Р1 • · · Pk-tQPk+t · · · Рп -=-> Pk 

с использованием ТД. . , 
106. Записать правило вывода, осиоваииое иа законе двойного 

отрицания. 

107. Установить, имеют ли место следования: . 
а) pVq, pt--q; б)~pVqVr, pqгr; в) pVqVr, pf-qr; 

г) р V q \} r, р Г q V r. 
108. Устаио~ить правильность следующего_ рассуждения: «,Если 

целое число больше 1, то оно простое или составное; если целое 
число больше 2, то оно больше 1 ; если целое число больше 2 
и четное, то оно не.является 1f простым; следовательно, если целое 
число больше 2 и четное, то оно составное». {Построить вывод 
заключения из посылок с использованием ТД.) 

109. Установить правильность следующего рассуждения: «Если 
данное целое число делится иа. 5, то оно оканчивается нулем или 
цифрой 5; данное целое число делится иа 5 и ие оканчивается 
нулем; следовательно, оно оканчивается цифрой 5». 

110. Провести анализ рассуждения: «Прямые а и Ь или парал ... 
лельиы, или пересекаются, или скрещиваются; прямые а и Ь лежат 
в одной плоскости и ие пересекаются; если прямые а и Ь лежат 
в одной плоскости, то они ие скрещиваются»; следовательно, а 11 Ь». 

t-11. Провести анализ следующего рассуждения: «Вещественное 
число - рациональное или иррациональное; если вещественное число 

ирраццональиое, то оно представимо в виде бесконечной десятичной 
непериодической дроби; неверно, что вещественное число представимо 
в виде бесконечной десятичной периодической дроби и в виде беско
нечной десятичной непериодической дроби; следовательно, если 
веществеиире число представимо в виде бесконечной десятичной 
периоАической дроби, то оно рациональное». 
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112. Обосновать правило вывода 

р=> q, q-=-> r, r=>·s 
p=>s 

(построить вывод заключения из посылок) н привести пример рас· 
су>Кдення, построенного по этому правилу. 

. ' 

. , 

. ~ 
. ' l 

1 ' 
" . ... :: 
" " ............ ... 

,, 
' . "" ... "" " " 
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Глава 3. ПР Е ДИК АТ ЬI 

§ 14. НЕДОСТАТОЧНОСТЬ ЛОГИКИ ВЫСКАЗЫВАНИЙ 

14.1. Рассуждения, не анализируемые средствами 
логики высказываний. Средствами логики высказываний мы
анализировали некоторые типы рассуждений (гл. 2, § 13). 
Мы ·отметили при этом, что если при выводе одних 
высказываний из других учитывается внутренняя струк
тура элементарных высказываний, то для выяснения пра
вильности такого рассуждения средства логики высказы

ваний оказываются недостаточными. Например, правиль.: 
ность рассуждения 

«Всякое целре число - раriиональное число; 1 - целое 
число; следовательно, 1 - рациональное число» (а) 

v . 
нельзя установить средствами логики высказывании, .так 

u 

как в нем посылки и заключение с точки зрения этои 

логики - элементарные высказывания, рассматриваемые 

как целые, неделимые, без учета их внутренней структуры. 
Нетрудно заметить, что рассуждение 

«Всякий ромб - параллелограмм; ABCD - ромб; следо-
вательно, ABCD - параллелограмм», (б), 

хотя отличается по содержанию от рассуждения (а), 
имеет ту же структуру и следqвание . заключения из 

посылок в этих рассуждениях определяется именно ИJ\ 

структурой; а не содержанием. 
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Однако на языке логики высказываний мы -не можем 
v 

отделить логическую структуру этих рассуждении от их 

конкретного содержания, не можем выразить схему этих 

рассуждений. Если мы попытались бы это сделать, за
меняя каждое элементарное высказывание переменной, то 
каждое из рассуждений (а) - (б) приняло бы форму 
«Из р и q следует r». 

Совершенно очевидно, что такое представление pac-
u v 

суждении не дает нам возможность выяснить, деистви-

тель но ли следует заключение r из посылок р и q, так 

как в нем не отраж.ена структура посылок и заключения. 

Таким образом, логика высказываний не дает нам 
средств для достаточно тонкого анализа рассуждений. Эrо 
объясняется тем, что логика высказываний постро~на на 
вес·ьма существенном ограничении: ·она ограничивается 

. v 

сведением с~ожных ~ысказывании к элементарным, 

а последние рассматривает как целые, далее нерасчленяе

мые объекты, хотя они не являются самыми прос~ыми 
элементами рассуждений и обладают внутренней струк·ту
рой, играющей важную роль в выводах. Поэтому на языке 
логики высказываний мы не можем получить все те 
средства вывода, которые необходИмы, в частнос_ти, для 

v 
цостроения различных математических 1 теории. _ 

Возникает необходимость в расширении логики высказы
ваний. р посrроении такой ЛО(ИЧеской системы, средствами 
которой можно было бы исследовать и структуру тех 

v v 
высказывании, которые в рамках . логики высказывании 
рассматрJ1Ваются как элементарные. _ . 

Taкoif лог;1ческой системой является 4огика предикатов, 
содержащая всю логику высказъ1ваний в качестве своей 

~ ~ \ . 
части. 

14~2. Расчленение злементарных высказываний. Недо-
~ . u . . v 

статочность логики высказыванци выражается, с друrои 

стороны, тем, что она, не расчленяя элементарные выска-
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... 
зывания, не отличает высказывание, выражающее своиство 

предмета, от высказывания, выражающего отношение 

между предметам~, не дает нам средств для выражения 
v v 

своиств и отношении. 
'-· 

В этом же смысле недостаточна и традиционная фор· 
мальная логика, хотя она и расчленяет элементарное вы

сказывание на субъект (буквально - подлежащее, хотя оно 
может играть и роль дополнения) и предикат (букваль
но - сказуемое, хотя оно может играть и роль определения). 

Субъект - то, о чем что-то утверждается или отри
цается в высказывании; преди.каr - то, что утверждается 

или отрицается о субъекте. 
Например, в высказывании «ромб есть параллелограмм», 

«ромб» - субъект, «Параллелограмм» - предикат («есть»
связка). Это высказывание истолковывается как утвержде· 
ние о том, что ромб обладает свойством «быть параллело
граммом» или, что, множество ромбов включается в мно
жество параллелограммов. 

Такое расчленение элементарного высказывания; на 
субъект и предикат, характерное для традиционно~ логики, 
достаточно лишь в тех случаях, когда элементарное вы-

v 
сказывание выражает своиство предмета, но не пригодно для 

случая, когда оно выражает ·отношение между предметами. 

Например, элементарные высказывания: «Число 2 
меньше числа 3», «Точка А лежит между ·точками ~ и С» 
~ т. п. уже нельзя представить в виде «S есть Р», где 
S - субъект, Р - предикат. Можно, конечно, считать, 
например во втсром. из этих примеров, А субъектом, 
а свойство «лежит между В и ·С» - предикатом; но такое 
представление, во-первых, неоднозначно (ведь можно по
нимать приведенное высказывание как высказывание о В 
или о С) и, во-вторых, при этом происходит далеко не 
всегда желательное «склеивание» различных субъектов 
(в данном случае - В ·и С) в один· предикат. 
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1 

Логика предикатор также исходит из расчленения эле-
ментарных высказываний на субъект (или субъекты) 
и предикат, но это расчленение осуществляется не так, 

как в традиционной логике. 

§ 15. ПРЕДИКАТЫ 

15.1. Свойство. О.цноместный предикат. Рассмотрим 
в качестве примера свойство «быть простым числом», 
коwрым может обладать или не обладать всякое нату-, 
ральное число. 

Высказывание «5 - простое число», утверждающее, 
что число 5 обладает этим свойством, истинно. Высказы- , 
вание «4- простое число», утверждающее, что число 4· 
обладает этим свойством, ложно. Если мы заменим в этих, 
·высказываниях конкретные числа (5, 4) переменной х для,i 
чисел из множества N, то получим высказывательную, 
форму «Х - ~ростое число», обращающуюся в истинное 
или ложное --.. высказывание при подстановке вместо х. 

какого-нибудь ее значения из N: 

х 

1 

2 

3 

4 

5 
6 

• • • 
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Как видно, эта высказывательная форма определяет 
отображение 

р 

N--+ {И, Л}, 

или функцию Р: х -+Р(х), xeN, Р(х)е {И, Л}, 
определенную на множестве N и принимающую значения 
из множества {И, Л}. 

Такая функция называется логической функцией одной 
предметной переменной или одноместным предикатом. 

,. , Одноместный предикат обозначается , функциональным 
символом, например Р, иногда ·с одним пустым местом: 
Р ( ) , чтобы подчеркнуть, что Р обозначает одноместный 
предикат; символ Р (х) обозначает одноместную высказы
вательную форму (в нашем примере «Х - простое чис~о» )1 

выражающую логическ.ую функцию предметной перемен
ной х; буква х применяется здесь в качестве предметной 

u u 
переменнои, т. е. переменнои для предметов - элементов 

некоторого множества, области значений переменной, 
u • 

вместо которои мржно подставить имена этих элементов 

(в нашем примере х- переменная для чисел из N, или 
числовая переменная). 

Область значений предметной переменной х (в нашем 
примере N) называется областью определения предиката Р. 

В принятых обозначениях Р (5) обозначает высказыва
ние «5 - простое число», Р (4) - высказывание «4 - про
стое число», т. е" 

Р (5) = И; Р (.4) = Л. 

Предикат Р разбивает область определения на два 
подмножества, на . одном из которых он принимает значе

ние И (каждый элемент из этого подмножества обраu~ает 
его в истинное высказывание, обладает свойством Р), на 
другом - значение л (каждый элемент из этого подмно-
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Жества обращает его в ложное высказывание, не обJiадает 
свойством Р). В нашем примере числа 2, 3, 5, 7, 11, 
13, . . . принадлежат первому подмножестеу, так как 
обращают высказывательную форму Р (х) в истинное вы
сказывание; числа 1, 4, 6, 8, 9, 10, ... принадлежат вто
рому, так как обращают эту высказывательную форму 
в ложное высказывание. 

То из подмножеств области определения предиката Р, 
на котором он принимает значение И (высказывательная 
форма Р (х) обращается в истинное высказывание), назы
вается областью истинности этого предцката. 

Введенное раньше (гл. 1, 1.3) обозначение М [Р (х)] 
х 

u 

для множества, определяемого характеристическим свои-

ством Р (множества всех тех и только тех х, которые 
обладают свойством Р), по существу есть обозначение 
области Истинности предиката Р. -

В нашем примере, где предикат Р обозначает свойство 

(быть простым числом», Р (х) - высказывательную форму 
«Х - простое число», М [Р (х)] обозначает множество всех 

х 

простых чисел. 

Рассмотрим другой пример. Пусть· Р обозначает свой
ство «быть столицей БССР». Тогда Р (х) обозначает вы
сказывательную форму «Город х - столица БССР», опр·е
деляющую одноместный предикат Р; Р (Минск) обозначает 
истинное высказывание «Город Минск - столица БССР», 
т. е. Р (Минск)= И, а выражение Р (Могилев) - ложное 
nысказывание «Город Могилев - столица БССР», т. е. 
Р (Могилев)= Л. В этом случае область определения пре
диката Р- множество городов БССР, т. е. вместо пред-

.u u . 
метнои переменнои х разрешается подставлять название 

лiобого города БССР, а область· истинности состоит из 
. . 

одного города: 
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М[Р (х)] = {Минск}. 
х 

Под «Р ( )» .можно понимать определенный, конкрет
ный или произвольный; одноместный· предикат. ;в первом 
случае буква Р применяется в качестве пр~дикатной по
стоянной, во втором - в качестве предикатной .перемен
но(l (или переменной для предикатов), значениями которой 
являются различные конкретные одноместные предикаты. 

Таким образом, всякое свойство может быть представ
лено в виде одноместного предиката (логической функции 
одной предметной переменной). 

15.2. Отношение. Многоместный предиl(ат. Выше (15.1) 
приведены примеры одноместных предикатов, выраж8:ющих 

свойства . предметов. Естественным обобщением понятия 
одноместного предиката является понятие многоместного 

предиката, с помощью которогс. выражаются отношения 

между предметами. 

Приведем несколько примеров отношений и их пред
ставления в виде многоместных предикатов. 

1) Примером бинарного отношения (отношения между 
двумя предметами) является отношение «меньше» ( <). 
Пусть это отношение введ~но в множестве С целых чисел. 
Оно может быть охарактеризовано логической функцией, 
определенной двуместной высказывательной формой х <у, 
где х, У€ С. Действительно, каждой паре (х, у) е С2 
ставится в соответствие И, если х < у, и Л в противном 
случае. Если вместо переменных х, у в высказыватель
н ой форме х < у подставить пару значений (2, 3), полу
чим истинное высказывание· 2 < 3; если же подставить 
napy (3, 2), получим ложное высказывание 3 < 2. 

Как видно, высказывательная форма х <у, где 

х, У€ С, .определяет отображение с~ · Р-.. (И, Л\, или 
функцию 
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Р: (х, У)----+Р (х, у), (х, у)€ С2, Р (х, у)€ {И, . Л}, 

""" определенную на множестве С2 и принимаюrцую значения 
из множест~а {И, Л}. Такая функция называется логиче
ской функцией двух предметных переменных или двумест
ным пре~икатом. Этот предикат разбивает множество С2 

на два подмножества, на одном из которых он принимает 

значение И, на . другом - значение Л. Первое из этих 
подмножеств, область истинности предиката, мы обозна-
чаем символом М [Р (х, у)]. · ~ 

{х, у) 

Отношение «меньше» в конечном множестве А = { 1, 
2, ·з, 4, 5} представляется в виде логической функции 

А2 Р--+ jИ,· Л}, которая может быть задана 1аблицей: 

х 1 2 3 4 5 

1 л и и и и 

1 1 1 

2 л л и и 

1 
и 

' 

3 л л л и и 

'4 л л л 
. 
л и 

5 л л л л л 

Область истинности этого предиката - подмножество А2, 
следовательно, также конечное множество 
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М [Р(х, у)] 7 {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 3), 
(Х, у) 

(2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5), (4, 5)}. 

Двуместный предикат Р обозначают также функцио
нальным символом Р с двумя пустыми местами: Р (, ). 
Символ Р (х, у) обозначает двуместную высказывательную 
форму, выражающую этот предикат (или бинарное отно
шение). Иногда говорят «предикат Р (х, у)-ь в см1:r1сле «пре
дикат, определяемый высказывательной формой Р (х, у)-ь. 

Мы рассмотрели выше бин.арное отношение («меньше») 
между элементами одного множества (С или А). Часто 
рассматривается бинарное отношение между элементами 
двух различных множеств. 

Пусть, например, А= { 1, 2, 3} и В= {3, 4, 5, 6}. 
Бинарное отношение «Х делит у-ь, где хе А и У€ В, пред-

ставляет собой двуместный предикат АХ В . Р ~\И, Л}; 
область истинности которого 

М[Р(х, у)]= {(1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 4), 
~.~ . 

(2, 6), (3, 3), (3, 6)}. ' 

· Таким образом, бинарное отношение между элементами 
двух множеств А и В определяется , как двуместный пре
дикат, или логическая функция с , <?бластью определения 
А Х В («логическая», потому что ~принимает значения из 
{И, Л} ). Иногда бинарное отношение отождествляется 
с областью истинности этого предиката, т. е. определяется 
как подмножество АХ В. · . 

Мы будем рассматривать бинарное отношение. как дву-. . 
местныи предик~т. 

Обычно в математике двуместн~е, nредикаты (бинарные 
отношения) Р (х, у) обозначаюrся через хРу. Например, . , 
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вместо <(х, у) мы пишем х<у, вместо = (х, у)-х=у. 
Мы будем пользоваться этими обычными обозначениями 
·для встречающихся. в математике бинарных отношений. 

2) Примером тернарного отношения (отношения между 
т~м.я предметами) является отношение между тремя точ-

,.. u u 

~ами, лежащими на одно.и прямои, выра~аемое словом 

«между». , 
. Пусть х, у, z - переменные для точек, лежащих на 

одной прямой. Через М (х, у, z) обозначим высказыватель
ную форму «точка х лежит между точками у и z». При 

. u 

под~тановке вместо переменных х, у, z названии трех 

определенных точек (лежащих на одной прямой) М (х, у, z) 
~бращается в истинное или ложное высказывание. 

Таким образом, М (х, у, z) . определяет некоторую ло
гическую функцию трех предметных переменных (в дан
ном случае - переменных ~для точек) или трехместный 
предикат, опр~деленный на множестве тз всевозможных
троек элементов множества Т точек прямой: 

м 
тз----+ {И, Л}. 

Рассмотрим еще один пример трехместного предиката. 
Пусть х, у, z .:__переменные для натуральных чисел, 

а S (х, у, z) - высказьп~ательная форма х + у = z. Если 
вместо переменных х, у, z подставить какие-нибудь их 
значения, то получим истинное или ложное высказывание. 

Например, S (2, 3, 5) = И (2 + 3 = 5 - истинное высказы
ва·ние), а S (2, 3, 6) = Л (2 + 3 = 6 --:·ложное высказыва
ние). Таким. образом, трехместная высказывательная 
форма S (х, у, · z) определяет на множестве нз всевозмож
ных троек натуральных чисел (элементов из N) логиче
скую функцию, или трехместный предикат: 

s ,,. 
NЗ __ _.. {Н, Л}. 
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3) Вообще п-арное отношение (отношение между п 
пр~дметами) может быть опееделено как логич~ская функ
ция п предметных переменных, или п-местныf!, предикат: 

' р 

А1ХА2х .•. хАп -+-{И, Л}, 

или 

р: (Х1, •.• , . Хп) ~ р (Х1, .•• , Хп), 

xieAi(i = 1, 2, ... , п), Р (х1, ... , xn)€ {И, Л}. 

Если А1 = А2 = ... = Ап =А, т. е. xieA для всех 
i == 1 t 2, ... , п, то областью определения предиката 
является .множество An: , 

р 

An-~ {И, Л}. 

Примером п-местного предиката является логическая 
функция,. определяемая уравнением а1х1 + а2Х2 + ... + 
+ а,,хп = О, где а1 , ••• , ап - постоянные, имена веще
ственных чисел, а х1 , ••• , Хп - переменные для веществен

ных чисел. Область определения этого предиката - Dn, 
область значений - {И, Л} (каждой п-ке вещественных 
чисел ставится в соответствие истинное или ложное вы

сказывание): 

р 

Dn--~ {И, Л}. 

Область истинности этого предиката-подмножество Dn, 
на котором предикат принимает значение И ~ множество 
решений уравнения. 

Совершенно· очевидно, что если в п-местной высказы
вательной форме Р (х1 , • · •• , хп), определяющей п-местный 
предикат, подставить вместо k переменных · (k < п) их 
значения_, то мы получим п - k-местную высказыватель
ную форму, выражающую п- k-местный предикат. Если 
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распространить эту процедуру на случай k = п, получим 
О-местный предикат. Но в этом случае получается вы
сказывание. Следовательно, высказывание можно. рассмат
ривать как О-местный предикат, принимающий только 
одно значение (И или Л), не зависящее от значений 
каких-либо предметных переменных. 

15.3. Общее понятие предиката. Приведенные выше 
( 15. 1, 15, 2) примеры показывают, что всякое свой~тво 
представимо в виде логической функции одной предметной 
переменной, всякое отношение - в виде логической функ
ции нескольких предметных переменных. 

Определение. Логическая функция (т. е. функция, 
принима,юща,я значения из {И, Л}) одной или нескольки~ 
предметных переменных называется предикатом. 

До сих пор мы пользовались интуитивными понятиями 
свойства и отношения. Теперь мы можем уточнить их 
с помощью математического понятия предиката. Понятие 

u u 
«своиство» мы отождествим с понятием «одноместныи 

предикат», понятие «отношение» - с понятием «много

местный предикат» («бинарное отношение» - «двуместный 
предикат», «тернарное отношение» - «трехместный преди
кат» и т. д.). 

Упражнения 

113. Записать область истинности предиката Р (х): «Х есть про" 
стое число» • определенного на множестве- А = { 1 • 2, 3. 4. 5. 6, 
7. в. 9}. 

114. Бинарное отношение (двуместный предикат) хРу: «Х делит у» 
определено на множестве А 2 • где А = { 1 • 2. 3. 4. 5, 6}. Составить 
прямоугольную таблицу. задающую этот предикат. и определить его 
область истинности. 

115. Доказать, что на ri-элементном множестве можно. определить 
2п различных одноместных предикатов/ 

116. Доказать, что если А- n·элементное множество. а В -
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k-элементное мво~ество, то можно определить 2nk двуместных п~е
Р 

дикатов (различных) типа А Х В ---+ {И, Л}. 
117. На множестве {О, 1 }8 определ~н предикат 

Р(х, у, z): xy=z. 
Составить таблицу значений этого предиката и определить его 
область истинности. 

118. Двуместный предикат, выражаемый уравнением х +у= 10, 
определен на множестве А2 , где А= { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Сост-а
вить таблицу значений этого предиката и определить его область 
истинности. Повторить то же для предиката, . определяемого нера
венством х +у< 10. 

119. Двуместный предикат х <у определен на множестве АхВ, 
где А= { 1, 2, 3" 4, 5}, а В= {3, 4, 5, 6}. Составить таблицу 
значений этого предиката я определить его область истинности. 
То же повторить для предиката х ~у, определенного на АхВ. , 

§ 16. ОПЕРАЦИИ НАД ПРЕДИКАТАМИ 

16.1. Операции логики высказываний над предикатами. 
Предикаты, так же, как высказывания, принимают значе
ния И и Л, поэтому к ним применимы все операции 
логики высказываний. С помощью этих операций из эле
ментарных предикатов (т. е. таких, которые не расчле
няются на другие предикаты) формируются сложные 

u 

предикаты, так же, как в логике высказывании из эле-

ментарных высказываний формируются сложные. 
Рассмотрим применение операций логики высказываний 

к предикатам на примерах одноместных предикатов. (Это 
рассмотрение сохраняется и для многоместных предикатов") 

Пусть на некотором множестве А определены два пре
диката Р (х) и Q (х). Тогда на этом же множестве опре
делены и предикаты: 

8* 

Р (х), Р (х) /\ Q (х), Р (х) V Q (х), 
Р (х)-=> Q (х), Р (х) <=> Q (х), 
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смысJJ - которых получается из определений соответствую
щих операций . над высказываниями. - . 

1. Р (х) обращается в истинное высказывание при 
всех тех и только тех значениях х из А, при которых 
Р (х) обращается в ложное высказывание, т. е. область 

истинности предиката Р (х) является дополнением да· А 
области истинности предиката Р (х): 

М [Р (х)] .= М [Р (х)] 
х х 

(заштрихована на рис. 21). 

рис. 21 рис. 22 

2. Р (х) /\ Q (х) обращается\ в истинное вьlсказывание 
при всех тех и только тех значениях х из А, при кота ... 
рых оба предиката Р (х) и Q (х) обращаются в истинные 
высказывания, т. е. область истинности Р (х) /\ Q (х) -
пересечение областей истинности составляющих предика ... 
тов Р (х) и Q (х): 

• 

М [Р (х) /\ Q (х)] = М [Р (х)] fl М [Q (х)] 
х х х 

(заштрихована на рис. 22). 
3. Р (х) V Q (х) обращается в истинное высказывание 

при всех тех и только тех значениях х из А, при кото
рых хотя бы один из преднкаrt.>в Р (х) или Q (х) обра
щается в истинное высказывание, т. е. область истин-
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ности Р (х) V Q (х) - объединение областей истинности 
составляющих предикатов Р (х) и Q (х): 

М[Р(х) VQ(x)] =M[P(x)]UM[Q(x)] 
х х х 

(заштрихована на рис. 23). 
4. Р ( х) ===> Q ( х) обращается в ложное высказывание 

при всех тех и только тех значениях х из А, при кото
рых Р ( х) обращается в истинное высказывание, а Q ( х) -
в ложное. 

рис. 23 рис. 24: 

Следовательно, так же, как в логике высказываний, 

Р (х) => Q (х) == Р (х) V Q (х) 

(знак == применяется в том же смысле, что и в логике 
высказываний) и 

М[Р (х) => Q (х)] = М[Р (х) V Q (х)] = 
х х 

= M[P(x)]UM[Q(x)] =M[P(x)]UM[Q(x)] 
х х х % 

(область истинности предиката р (х)-==> Q (х) заштрихована 
на рис. 24). " 

5. Р (х) <=> Q (х) обращается в истинное высказывание 
при всех тех и только тех значениях х из А, при которых 
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Р (х) и Q (х) обращаются оба в истинные высказывания 
или оба в ложные высказывания. 

Поскольку операции сохраняют тот же смысл, что 
_и в логике высказываний, то сохраняются и все их свой

ства, в частности 

Р (х)<=> Q (х) = (Р (х) => Q (х)) /\ (Q (х)- Р (х)), 

рис. 25 Рис~ 26 

Поэтому 

М [Р(х) <=> Q (х)] = М [Р (х) ==> Q (х)] nM [Q(x) => Р (х)] 
х х . х 

- -
= (М [Р (х)] U М [Q (х)]) n (М [Q (х)] U М [Р (х)]) 

х х х х 

(область истинности предиката Р (х) == Q (х) заштрихо-. 
вана на рис. 25). 

Упр аж н-е ни я 

120. На диаграмме (рис. 26): А= М [А (х)]; В= М [В (х)]; 
х х 

С= М [С (х)] t т. е. области истинности обозначаются теми же бук ... 
х 

вами. что и предикаты" Заштриховать область истинности преди~ата;, 

а) А (х) .V В (х) V С (х); б) А (х) /\В (.t) /\С. (х); в) А (х) А В (х)/\ 

(\С (х); г) А (х) /\ В (х) (\ С (х); д) А (х) (\ В (х) /\ С (х); е) А (х) /\ · 
,, 
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Л В(х) Л С(х); ж) А (х) Л В (х) Л С (х); з) А (х) Л В{х) /\ С (х); 
и) А (х) Л В (х) /\ С(х). Выразить области истинности предикатов 
а).- 1:1) через области истинности предикатов А (х), В (х), · С (х). 

·· 121; Записать предикаты, области истинности которых заштри· 
хованы на рис. 27. на котором применяются ~обозначения, описан· 
ные в упр.:.,)20. 

-----М:-- ..----Х--

,,,.....----1--

·~~ 

----м--

рис. 27 

122. Предикаты А (х) и В (х) определены на некотором множе· 
стве М. В каком отношении должны находиться области истинности 
А и В этих предикатов, чтобы: 

1) ,А (х) /\,В (х) принимал значение И: а) для некоторых х из М; 
б) для в~ех х из А; в) для всех х из В; 1'') ни для одиого значе
ния х из М (принимал значение .П при всех значениях х из М); 
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2) А(;)=> В (х) принимал значение И: а) для всех х из М; 6) ни 
дпя одного значения х из М. 

16.2. Кванторы. Операции логики высказываний преоб
разуют предикаты в предикаты. Рассмотрим теперь опе ... 
рации, преобразующие предикаты в высказывания. 

Одной из таких операций является подстановка вместо 
u 

предметных переменных их знач~нии. 

Если В р (Х1, ••• , Хп), Где р - предикатная ПОСТОЯН· 
ная, а х1 , •.. , хп -·предметные переменные, подставить 

вместо всех предметных переменных какие-нибудь их 
значения а1 , а2 , •• ~ , ап, то пqлучим высказывание 

Р (а1 , ... , ап), истинное или ложное, относящееся к кон
кретной п-ке предметов (а1 , ••• , ап)· 

Например, если в двуместном предикате «Х делится 
на у» подставить вместо переменных х, у пару чисел (6, 2), _ 
получим истинное высказывание «6 Делится на 2», если 
же подставить пару чисел (5, 2), то получим ложное 
высказывание «5 делится на 2». Каждое из этих выска
зываний относится к определенной паре чисел. 

Из предикатов можно строить не только высказыва· 
ния, относящиеся к определенному предмету или опреде

ленной системе (паре, тройке и т. д.) предметов, но и вы-
.., 

сказывания, выражающие своиство предметов или отноше-

ние между предметами некоторого множества (высказыва
ния о всеобщности), и высказывани.я о существовании 
предметов из данного множества, обладающих определен-

о 

ным своиством или находящихся в определенном отношении 

(высказывания о существовании). Для построения таких 
u 

высказывании вводятся операции связывания кванторами 

(или навешивания кванторов). 

Пусть на множестве А определен некоторый предикат 
Р (х). Возможно, что свойством Р обладают все элементы 
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множества А или некоторые из ·этих элементов (хотя бы 
один). 

(Разумеется, допустим и случай, когда ни один эле
мент из А не обладает свойством Р, но мы не будем 
здесь рассматривать этот случай.) 

В первом случае истинно высказывание: «для всех х 
(из А) имеет место (истинно) Р (х)», во втором - выска
зывание «Существует х (из А) такое, что Р (х) истинно»" 

Выражение «для всех х» («для всякого Х», «для лю
бого х») называется квантором общносп~и и обозначается 
символом (ух). . 

Выражение «существует х такое, что ... » называется 
квантором существования и обозначается символом (3х)" 

IJриписывание спереди к предикатной формуле кван
тора, общности или существования называется операцней 
навешивания квантора или связывания квантором, а пере

менная, которая «связывается» квантором (которая фигу
рирует ~ в предикате, и в кванторе), называется связан-

w . v 

нои переменнои. . 
Например, если Р (х) - предикат: «Х - простое число», 

то (ух) Р (х) - ложное высказывание «Всякое число х -
простое», а (3х) Р (х) - истинное высказывание «Сущест
вует число х такое, что ·оно - простое». 

Квантор общности можно рассматривать как обобще
ние конъюнкции, а квантор существования - как обобще-
ние дизъюнкции" . 

Действитель.но, если область определения, А преди-· 
ката Р (х) конечна, например А= {ai, ... , ап}, то вы
сказыван~е. (ух) Р (х) р~в~оеильно конъюнкции Р (а1) /\ 
/\ Р (а2) Л " .. А Р (ап), а высказыва~ие (3х) Р (х) -
дизъюнкции Р (а1) V Р (а2) V ... V Р (ап)· 

Если же предикат Р (х) · определен на бесконечном· 
множестве, то кванторы играют роль «бесконечных» 
конъюнкций и дизъюнкций (чтобы подчеркнуть это, иногда 
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. 
обозначают квантор общности символом (/\ х), а квантор 
существования - (V х). 

Выше приведен пример преобразования одноместного 
предиката в высказывание с помощью квантора" Чтобы 
многоместный предикат преобразовать в высказывание, 
необходимо все предметные переменные связать кванто-
рами. . 

Пусть, например, х, у - переменные для вещественных 
чисел (в этом смысле мы обычно говорим «Х, у- вещест
венные числа» и пишем х, у€ D), а < - знак бинарного 
отношения (двуместного предиката) «меньше». 

Тогда из предиката х <у, связыванием переменных 
u 

х и у кванторами можно получить восемь высказывании: 

(ух) (уу) (Х < у]-«ДЛЯ ВСЯКОГО Х И ВСЯКОГО у Х <у»; (1) 
(уу) (ух) [х <у] - «ДЛЯ всякого у и всякого х х<у»; (2) 
(3х) (3у) [х < у] - «существует х и существует у такие, 
что х <у; (3) 
(3у) (ах) [х < у] - «существует у и существует х та-

. кие, что х < !J»; ( 4) 
(ух) (3у) [х < у] - «для всякого х существует у та-
кое, что х < у»; (5) 
(3у) (ух) [х <у] - «существует у, такое" что для вся-
кого х х <у»; (6)' 
(3х) (уу) [х <у] - «существует х такое, что для вся-
кого у х <у»; (7) 
(уу) (3х) [% < у] - «для всякого у сущ~ствует х такое, · 
что х <у». . (8) 

Нетрудно заметить, ,что высказывания (1) и (2) оба 
ложны и имеют один и тот же смысл; высказывания (3) 
и ( 4) оба истинны и имеют один и тот же смысл. Но 
структуры высказываний ( 1) и (2), , так же как структуры 
высказываний (3) и ( 4), отличаются лишь порядком одно-
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именных кванторов. Как видно, изменение порядка одно
именных кванторов . не влияет на смысл и значение истин
ности высказывания. 

Высказывание (5) истинно, а высказывание (6) ложно~ 
·Но структуры этих высказываний отличаются лишь 
порядком разноименньlх кванторов. Как видно, изменение 
порядка разноименных кванторов приводит к изменению 

смысла и, возможно, значения истинности высказывания. 

Высказывание (5) утверждает об отсутствии в множестве D 
наибольшего числа, высказывание же (6) - о наличии 
такого числа. 

Высказывание (7) ложно, а ·высказывание (8) истинно. 
Первое утверждает о наличии в D наименьшего числа, 
второе.- об отсутствии такого числа. Структуры этих вы
сказываний, так же как высказываний (5) и (6), отли-
чаются· лишь порядком разноименных кванторов. · 

Если двуместный . предикат Р (х;- у) связывается кван
тором только по одной переменной, то в резу~ьтате полу
чается не высказывание, а . логическая функция другой, 
не, с)Зязанцой .квантором, или свободной переменной, т. е. 
одном~стный· предика~. 

Рассмотрим, ·цапример, формулу (3х) [х <у], где 
х" .у€ А ::;::: . {-11 2, 3, 4}. Hetpy дно заметить, что эта фор
мула_· определяет логическую функцию одной, свободной, 
nеремеяной у: · 

. ' ' 

' ~ 
у (3x)[x<yJ 

1 л, 

2 и 

3 и 

' 
1 • - ... 4 и 
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Отметим, что операция подстановки значений приме
нима только к свободным переменным. 

Вообще, если в п-местном предикате связать кванТQ
рами k переменных (k-< п), то получим логическую функ
цию п - k свободных переменных, . т. е. п - k-местный 
предикат. В частности, при k- п получается О-местный 
предикат, или высказывание. 

§ 17. ФOPI\WJIЫ ЛОГИКИ ПРЕДИКАТОВ 

17 .1. Определение формулы. Мы пользовались выше 
термином «формула», хотя для логики предикатов смысл 
этого термина требует уточнения. 

Понятие формулы в логике предикатов может быть 
определено следующим образом: 

1. Всякая высказывате,z~ьная переменная есть формула. 
2" Всякий предикатный символ, все пустые места 

которого замещены предметными переменными или постоян

ными, есть формула. 

З. Если q> ( ••• , xi, ... )* - формула, то (VXt) q> (" ~ • ~ 
xl, " .. ) и (3xi) q> (. - " , xi, . ".) тоже формулы. В _них 
переменная xi связана, а остальные переменные являются 

такими же, какими они были в формуле q> ( ••• , xi, ... ). 
4. Если q> и 'Ф- формулы, причем в ;них нет таких 

предметных переменных, которые связаны в одной формуле 

и свободны в другой, io и (j); (q> Л 'Ф); (q> V 'Ф); (q> => 'Ф) 
тоже формулы. При этом свободные 1:1еременные в форму
лах q> и 'Ф остаются свободными во всех этих формулах. 

5. Других формул в логике предикатов нет. 
Формулы, определенные в 1 и 2, называют также 

элементарными формулами. 

* Многоточие стоит вмест.о других ·переменных, которые могут 
входить в q.>" 
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Из 1 и 4 следует, что все формулы логики - высказы
ваний являются также формулами логики предикатов, 
т. е. множество формул логики предикатов включает 
(в качестве собственной части) множество формул логики 

U' 

высказывании. . 
Приведенное ОIJределение позволяет установить отно

сительно любой конечной последовательности символов, 
является ли она формулой логики предикатов. 

Принятые нами соглашения об опускании скобок в фор
мулах логики высказываний мы .распространим на формулы 
логики предикатов. 

Покажем, например, ;ЛТG~ :последовательность символов 

(3х) (уу) Р (х, у), V (yz)~$ (z) f\ р 

есть формула. 

1. р - формула (п. 1 определения); / 

2. Р (х, у) - формула (п. 2 определения); 
3. S (z) - формула (п. 2 определения); . 
4. (yz) S (z) - формула (из 3 по п. 3 определения); 
5. (yz) S (z) Л р-формула (из 4 и 1 по п. 4 опреде

ления); 
6. (уу) Р (х, у) - формула (из 2 по п. 3 определения); 
7. (3х) (уу) Р (х, у) - формула (из 6 по [п. 3 опреде-

ления); · 
8. (3х) (уу) Р (х, у) V (yz) S (z) Л р - формула (из 7 

и 5 по п. 4 
определения). 

Элементарными компонентами этой, как и любой дру
гой, формулы Jiогики предикатов являются элементарные 
(не расчленяющиеся на другие) предикаты, в том числе 
нульместные (высказывания). В данной формуле это
двуместнь~й пре~икат Р (х, у), одноместный предикат S (z) 
и высказывание ... р. 
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17.2. Запись математических предпожений в виде фор
муп логики предикатов. Приведем .несколько примеров 

u 

выражения математических предложении на языке логики 

предикатов. 

1. Предложение «Всякое натуральное число больше 
нуля» можно сформулировать в виде импликации с кван
тором общности: 

«Для всякого х, если х - натуральное число, то оно 
больше 0». В этом высказывании фигурируют два одно
местных предиката: «Х - натуральное число» - х € N (для 
обозначения этого предиката можно, разумеется, исполь-. -
зовать и функциональную символику, например, N (х)) 
и х >О (этот одноместный предикат можно обозначить, 
например, через В (х)). 

После выде{lения этих двух одноместньiх предикатов 
высказывание «Всякое натуральное число больше нуля», 

u . 
рассматриваемое в рамках логики высказывании как эле-

ментарное, на ~языке лог·ики предикатов запишется сле
дующим образом: 

<vx) (xeN= х > OJ 

· или в других обозначениях предик~тов 

(VX) [N (х) =>В (х)]. 

Можно эту запись несколько упростить (по форме, , 
а не jпо существу), если вместо квантора общности «для 
всякого Х» применить огра,ниченный квантор r общности 
«для всякого х, принадлежащ~го N», который. мы. обозна
чим символом __ L(vхеN) (встречается и такое обозначе.: 
ние (vx)). 

eN 
С ограниченным квантором nриведенное выше выска-

зывание запишется так: (vxeN) [х >О]. .. 
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2. Предложение lim ап = l - «предел последователь" 
ности { ап} равен числу l». по определению означает: «для 

u 

всякого положительного числа в существует такои номер 

(натуральное число) ns, что для всякого номера n, если 
п > nг, то 1 ап - l ! < 8». 

Словесная формулировка определения составлена так, 
чтобы можно было без всяких преобразований записать 
его в символах логики предик~тов (с использованием 
ограниченных к~анторов): 

(ув·> О) (3nse N) (yne N) [n > nг=> 1 ап - l I <в]. 

3. Рассмотрим геометрическое предложение, обычно 
принимаемое в качестве аксиомы: «для любых двух точек 
существует прямая, инцидентная им (проходящая через 
них)». ~ 

Введем следующие предикаты: 

Т (х) - «Х - точка»; 
Р (х) - «Х - прямая»; 
1 (х, у) - «х· инцидентна у». 

С помощью ·этих предикатов приведенное предложение 
запишется так: 

(ух) (уу) [Т (х) /\ Т (у)=> (3z) (Р (z) /\ l (z, х) /\ l (z, у))]. 

17.3. Предикат равенства. При точном выражении 
математических предложений часто применяют отношение 
равенства (совпадения, тождества) предметов. Это отно
шение не является специфическим для какой-нибудь мате
матической теории, поэтому его относят не к специфи
ческим отношениям, а к общелогическим. 

Предикат равенства применяется, например, для точ
ного выр~ения предложений об единственности, которые 
встречаются в различных математических теориях, в част-
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ности, и геометрического предложения «Для любых двух 
различных точек не существует боЛее одной прямой, 
инцидентной им», и арифметического предложения «для 
любых двух натуральных чисел не существует более од
ного натурального числа, равного их сумме». 

Предикат -равенства, который мы обозначим х = у, 
принимает значение И, если вместо х и у подставляются 
названия одного и того же предмета, и значение Л, если 
подставляются названия различных предметов. 

Такое понимание равенства (как совпа~~ния) характе
ризуется следующими условиями: 

1. Предмет х совпадает с самим собой (рефлексивность). 
2. Если предмет х совпадает с предметом у, . то если х 

обладает некоторым свойством Р, то и у обладает . этим 
u 

же своиством, т. е. совпадение предметов означает совпа-
u . 

дение всех их своиств. ~ 

Эти условия, определяющие предикат равенства, вы
ражаются следующи~И формулами: · 

(ух) [х = х]; ( 1) 

(ух) (уу) [х ==у=> (Р (х) => Р (у))]. (2) 

Из ( 1) - (2) выводимы также свойства симметрич
ности 

(ух) (уу) (х = y-z==> у= х] 

и транзити~ности 

(ух) (уу) (yz) [х =у!\ у= z==> х == z]. 

Логика предикатов с включенным в нее предикатом 
равенства (с аксиомами (1) - (2), характеризующими этот 
предикат) назв1вается также ло2икой предикатов с равен-. 
ством. 
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Выразим сейчас на йзыке логики предикатов с равен
ством приведенные выше два предложения об единствен" 
ности. 

1. ПредЛожение «Для любых двух различных точек 
не существует более одной прямой, инцидентной им» 
означает то же, что предложение: «Для любых двух раз
личных точек и любых двух прямых, если каждая прямая 
инцидентна этим двум точкам, то эти прямые совпадают»• 

Для записи этого предложения в виде формулы мы 
воспользуемся введенными выше · ( 17 .2, 3) предикатами 
Т(х), Р(х) и /(х, у): 

(ух) (уу) (yz) (yt) [Т(х) /\ Т(у) /\ х ===у*/\ P(z) ЛР(t) /\ 
/\ l(z, х) /\ l(z, у)/\ l(t, х) /\ l(t,y) => z == tJ. 

Для упрощения формул условимся о сокращенной за" 
писи последовательности одноименных кванторов. 

Вместо (ух) (уу) (yz) (yt) будем писать (ух, у, z, t) -
- «для ·всяких х, у, z, f»; вместо (gx) (gy) (az) (gt) - (gx, 
у, z, t) - «существуют х, у; z, t такие, что ... » Аналогич
ные сокращенные записи применим для последователь

ности одноименных ограниченных кванторов. 

С учетом этого соглашения приведенная выше форму
ла запишется так: 

(ух, у, z, t) [Т(х) /\ Т(у) /\ х ==у/\ P(z) /\ P(t) /\ /(z, 
х) /\ f (z, у) /\ l(t, х) /\ l(t, у)==-> z == tJ. 

2. Для записи в виде формулы предложения: «Для 
любых двух натуральных чисел не существует более од
ного натурального числа, равного их сумме» введем трех

местный предикат S(x, у, z): х +у== z. 

* Различие - отрицание совпадения. 
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Тогда наше предложенйе запишется так: 
-, 

(ух, у, z, ~ € N) [S(x, у, z) (\ S(x, у, t) => z = t] 
или 

(ух, у, z, teN)[x+y=z(\x+y=t- z=s]). 

Упражнения 

123. Определить, являются ли нижеследующие последователь
ности символов формулами логики предикатов: 

а) <vx)P(x, у)=> <vz)Q(y, z) /\ R(y,t); б) (vx)A(x, у) Л (VY) 
В(х, у); в) (V х) (ЗУ)S(х, у, z) -==> (3х) (VY)P(x, у). 

124. Пусть С(х)- предикат «Х- составное число»; R(x, у)- пре
дикат «Х меньше у»; S(x, у, z) - предикат х + у = z; Р(х, у, z) - пре
дикат х ·у = z. Используя введенные обозначения, записать на языке 
логики предикатов следующие предложения: 

а) Для всяких целых чисел х, у существует целое число z та
кое, что х +у= z. б) Для _всяких двух целых чисел не существует 
более одного целого числа, равного их сумме. в) Для всяких це
лых чисел х, у, z, если x+y=z, то y+x=z. г) Для всяких це
лых чисел х, у существует целое число z такое, что х·у =·z. д) Для 
любых двух це.дых чисел не существует более одного целого числа, 
равного их произведению. е) Для всяких целых чисел х, у, z, если 
Х·У = z, то у·х = z. ж) Для всяких цел~х х, z существует целое 
число у такое, что х + у = z. з) Для всяких х, у, х меньше у, ес
ли и только если существует натуральное число k такое, что х + k= 
= у. и) Для всякого х, х - составное число, если и только если 
существуют числа у, z, меньшие х и такие, что y-z = х. к) Для 
всяких двух рациональных чисел х, у, если х < у, то существует 
рациональное число z такое, что х < z и z < у. 

125. Пусть N(x) - предикат «Х - натуральное число» (xeN); С(х)
предикат «Х - целое число» (хеС); Р(х)- предикат «Х - простое 
число»; В(х) - предикат «Х - положительное число»: Т(х) - предикат 
«Х- четное число»; D(x, у)- предикат «Х делит у». Сформулиро
вать словесно записанные ниже на . языке логики предикатов выска

зывания и указать, какие из них истинны, какие ложны: 

а) (vx) [N(x)- С(х)); б) (3xj [N(x) Л С(х)); в) (vx) [С(х)- . 
==> N(x)); г) (vx) [С(х) /\ В(х) <===>N(x) ); д) (vx) [С(х) => T(x)Vt(x)J; 
е) ~ (vx) (3у) [С(х) Л С(у) ==-> D(x, у));' ж) ·(3У) <vx) [С(х) /\ С(у) => 
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=> D(x. tJ)]; з) (3х) (уу) [С(х) /\ С(у) => D(x, у) ] ; и) (ух. у) [Т(х) Л 

А Т(у);;;:> D(x, у)]; к) (3х) [Р(х) /\ Т(х)]; л) (ух) [Р(х) ~> Т(х)]. 

126. Выразить на языке логики предикатов следующие высказы
вания: 

а) Существует по крайней мере один предмет 1 обладающий свой
ством Р (выражение «существует по крайней мере один предмет» по
нимается в том же смысле, что «существует предмет»). б) Не су
ществует предмета. обладающего свойством Р (или «неверно. что 
существует предмет, обладающий свойством Р»). * в) Не существует 
бмее одного предмета, обладающего свойством Р (или «существует 
не более одного предмета, обладающего свойством Р»). г) Сущест
вует точно один предмет, обладающий свойством Р («существует пред· 
мет, обладающий свойством Р и не существует более одного пред
мета, обладающего этим свойством»). д) Существует по крайней мере 
два предмета, обладающих свойством Р (или «существуют два раз· 
личных предмета, каждый из которых обладает свойством Р»). е) Су
ществует не бо.пее двух предметов. обладающих свойством р (или 
«для всяких трех предметов х. у. z. если каждый из них обладает 
свойством Р, то х = ~ или у = Z»). ж) .Существует точно два предме
та 1 обладающих свойством Р (или «существует по крайней мере два 
предмета, обладающих свойством Р, и не существует более двух 
предметов, обладающих этим свойством»). 

127. Пусть А 1 В, С- переменные для точек; а. в. р, - пере
менные для· прямых; * - знак отношения (двуместного предиката) 
«инцидентно» ( слежит на», «проходит через»). применимого к точке 
и:прямой (А * а). Используя эти обозначения, записать в виде 
формул логики предикатов еле.дующие геометрические предложения 
(аксиомы, характеризующие предикат «инцидентно» на плоскости): 

а) Для любых двух точек существует прямаяt инцидентная им. 
б) Для любых двух -различных точек не существуе-r более одной 
прямой, инцидентной им. в) Для любой прямой существуют по 
крайней мере две точки. инцидентные ей. г) Существуют три точки, 
неинцидентные одной прямой (т. е. такце, что не существует пря" 
мой, инцидентной каждой из этих точек). 

128. Используя введенные выше (упр. 127) обозначения,. записать 
в виде формулы логики предикатов предложение: сДля любых двух 
различных прямых не существует более одной точки, инцидентной 
каждой из этих прямых» . 

* Знак отрицания над высказыванием. начинающимся с ~.кваито
ра. ставится только над символом квантора. 
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§ 18. РАВНОСИЛЬНЫЕ . ФОРМУЛЫ 

18.1. Определение равносильности формул. Всякая форму
ла логики предикатов выражает некоторую логическую 

функцию от содержащихся в ней высказывательных, пре ... 
дикатных ff свободных предметных переменных. 

Например, формула (3х) (уу)Р(~, у) V S(z) /\ р выра
жает логическую функцию предикатных переменных Р, S, 
р (последняя - переменная для Q"местных предикатов, 
т. е. высказывательная переменная) и свободной предмет" 
ной переменной z. Значениями предикатных переменных 
являются конкретные (индивидуальные) предикаты, опре
деленные на некотором множестве, значениями свободных 
предметных переменных - элементы этого множества. 

Если две формулы q:>1 и q:>2 выражают одну и ту же 
логическую функцию от содержащихся в~них предикатных 
и свободных предметных переменных, т. е" если они при
нимают обе значение И или обе значение Л при любых 
одинаковых наборах значений этих переменных, они назы
ваются павносильными" 

Это обстоятельство выражают, так же как · в логике 
"' высказывании, в виде записи q:>1 = q:>2 " 

Данное определение равносильности формул логики 
предикатов является обобщением определения равносил:f?
ности формул логики высказываний. Если ср1 и q:>2 не со" 
держат предметных переменных, а содержат только пере

менные для Q"местных предикатов, т.е. высказывательные 
переменные, то q:>1 и q:>2 - равносильные формулы логики 

"' высказывании" 

Таким образом, равносильные формулы логики выска
зываний являются также равносильными формулами логи" 
ки предикатов. 

18.2. Некоторые равносильности формул с кванторами. 
Рассмотрим некоторые находяи.(ие широкое применение 
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равносильности формул логики предикатов, содержащих 
кванторы. 

1. Если область определения предиката Р(х) - конеч
ное множество А = { а1 , •• ", ап} , то из еамоrо . смы.сл.а ; 
кванторов общности и существования следует, что 

п 

(ух)Р(х) .:= Л Р(ад; 
i=l 

n· 

(3х)Р(х) == V P(ai); 
i=l 

поэтому имеем также: 

п 

(ух)Р(х)* - /\ P(ai); 
i=l 

п 

(3х)Р(х) - V P(ai). 
i=l 

Используя законы де Моргана, обобщенные на случай 
п высказываний (упр. 95): 

п п 

/\ Р( ад -::::::::. ~V Р( ai); 
i= 1 i=l 

и транзитивность отношения равносильности, получаем: 

(ух)Р(х) _ (3х)Р(х); ( 1) 

-* (vx)P(x) пи.шет<;я вместо (vx)P(x) и (3х)Р(х) - в14есто (3х)Р(х). 
; . 
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- . -
(3x)P("t) = (ух)Р(х). (2) 

--
- Равносильности ( 1) и (2) сохраняются и для случая, 
когда ·область определения Р(х) - бесконечное множество, 
как обобщение законов де Моргана на случай «бесконеч
ных» конъюнкций и дизъюнкций. 

Эти равносильности соответствуют обьiчному смыслу 
кванторов. Высказывание «Неверно, что всякий х (из дан
ного множества) обладает свойством Р» понимается обыч
но в том же смысле, что и высказывание «Существует х 
(из данного множества),_не обладающий свойством Р (или 

обладающий· свойством Р)». 
Это и зафиксировано в равносильности ( 1 ). 
Высказывание «Неверно, что существует ·х (из данно

го множества), обладающий свойством Р» понимается в том 
же смысле, .что и выска~ывание «Ни один х (из данного 
множества) не о~ладает свойством Р» (или «Все хJ~Qбла" 
дают свойством Р» ). 

Это и зафиксировано в равносильности ( 2). 
На основе равносильностей ( 1) и (2) мы получаем сле

дующее правило построения отрицания высказывания с кван

тором: квантор общности меняется на квантор существова
ния и обратно, а знак отрицания переносится на выраже
ние, стоящее за этим квантором. 

Это же правило применимо и к формулам, содержапт.им 
несколько кванторов.' Например, 

(ух) (3у)Р(х, у)"§ (3х) (3у)Р(х, у); 
1 

~ (3х) (уу)Р(х, у). 
В качестве примера применим правило построения от

рицания для перевода на язык логики предикатов предло

жения «Число l не является пр~делом последовательнос
ти {ап}». Эrо предложецие является отрицанием преД.ло-
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жения «Число l - предел последовательности. {ап}», т. е" 
определения предела последовательности ( 17"2, 2) 

(ув >О ).(3пЕеN) (упеN) [п > пЕ==> 1 ап - l \<в]. 

На основании равносильностей ( 1) и (2) по сформули
рованному выше правилу получаем 

(3в >О) (yпfeN) (3rzeN) [п > пЕ==-> t ап - l t 'в]. 

Это высказывание, с учетом равносильности ер==> 1j) == 
.:::= q> /\ 'Ч'· приводится к виду . 

(3в > 0) (упЕ eN) (3fl(SN) [п > па /\ 1 ап - l} ~-в]. 

Таким образом, высказывание «Число l не является 
пределом последовательности { ап} » означает то же, что 
и высказывание «Существует положительное в такое, что 
для всякого номера пе существует номер п такой, что п >. 
>пе и taп-li>в»" Последнее и применяется, когд.а нуж-
но доказать, что число l не является пределом последо
вательности { ап}. 

2. Имеет место равносильность 

(ух)Р(х) /\ (yx)Q(x) ==(ух) [Р(х) /\ Q(x)], (3) 

представляющая собой обобщение свойств коммутативнос
ти и ассоциативности конъюнкции на случай «бесконеч-

"' НОИ» КОНЪЮНКЦИИ. 

Формулы (ух)Р(х) V (yx)Q(x) и (ух) [Р(х) V Q(x)] не 
являются равносильными. Например, _если Р(х) - предикат 
«х - простое число», а Q(x) - предикат «Х - составное 
число». определенные на множестве N '. { 1 } , то первая 
из этих формул выражает ложное высказывание, вторая 
же - истинное высказывание. 
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Таким образом, операция навешивания квантора общно" 
сти дистрибутивна относительно конъюнкции (равносиль
ность (3) ), но недистрибутивна относительно дизъюнкции. 

3. Имеет место равносильность 

(3х)Р(х) V (3x)Q(x)=: (3х) [Р(х) V Q(x)J, (4) 

являющаяся обобщением свойств коммутативности и ассо" 
циативности для «бесконечной дизъюнкции». 

Формулы (3х)Р(х) /\ (3x)Q(x) и (3х) [Р(х) /\ Q(x)J не яв
ляются равносильными._ Например, при тех же значениях 
предикатных переменных Р и Q, что и в предыдущем при
мере 2, первая из этих формул выражает истинное выска
зывание, вторая же - ложное. 

Таким образом, операция навешивания квантора су
ществования дистрибутивна относительно дизъюнкции (рав" 
носильность (4)), но недистрибутивuа относительно конъюнк
ции. 

Упражнения 

12~. Построить отрицания следующих высказываний и прочитать 
их словами (х, у, z, t - переменные для вещественных чисел): 

. а) (yxt y)[x>yVx<yVx~-=y]; б) (3х)(уу)[у==О-=>х+ 
+У= xJ; в) (3х, y)(yz) [х +у== zV (3t) (х --f- у= t Л z = t)]. 

1 

130. Построить высказывания, опровергающие следующие выска-
зывания (т. е. истинные высказывания, яв~11яющиеся отрицаниями 
данных высказываний): 

а) (ух, У) [ х2 + у2 > О 1; б) (ух, у) f У х2 + у2 = х + у J: (х, у -
переменные для вещественных чисел). · 

131. Пусть D(x, у) - предикат «Х делит у», а xt у- перемен" 
ные для целых чисел. Сформулировать словами предложение, выра
женное формулой 

(ух,у) [D(З, х) Л (D{З, у)=-> D(З, х + y)J. 

Построить отрицание этого предложеНI;Я и прочитать его слова~и. 
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132. Записать в виде формулы аксиому параллельности евклидо
вой планиметрии в следующей словесной формулировке: «Не сущест
вует более одной прямой, параллельной данной и проходящей через 
точку вне ее». Отрицание этой аксиомы есть аксиома параллельности 
планиметрии Лобачевского. Записать в виде формулы и прочитать 
словами аксиому параллельности Лобачевского" 

133. , Прочитать словами следующую символическую запись: 

lim f(x) = 1- <vв >О) t3tS >О) (vx f: хо) [ 1 х - Хо 1 < tS ==> 1 f(x)-
x_,,. Хо Df 

-ll<вJ. 

Построить отрицание определения предела функции в точке и сфор
мулировать словами, что означает lim f(x) :/= l. 

Х "'"Хо 

134. Какая из нижеследующих формул выражает определение пе
риодической функции: 

а) <vx) (31) [f(x + l) = f(x)J~ б) (31) <vx) [f(x l) = f(x)J? 

Построить отрицание этого определения и сформулировать его сло
вами. 

135. Какое свойство функции f выражается с помощью формулы 
. 

(VX1' Х2) [Х1 < Х2 ==> f(x1) < f(x2)J? 

Построить отрицание этой формулы и прочитать его словами. 

136. Записать в виде формулы высказывание «Функция f- мо· 
нотонно убывающая».: Построить отрицание этой формулы и прочи" 
тать его словами. 

137. Записать в виде формулы высказывание «f(x0) - наибольшее 
значение функции f». Построить отрицание этой формулы и прочи
тать его словами. 

§ 19. ОБЩЕЗНАЧИМЫЕ ФОРМУЛЫ 

19.1. Определение общезначимой формулы. Формула 
логики предикатов, принимающая значение И при любых 

u 

значениях содержащихся в неи предикатных переменных, 

в любой области определения этих предикатов и при любых 
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значениях свободных предметных переменных из этой 
области, назыцается общезначимой формулой. . 

Высказы·вание «Ч' - общезначимая формула» обозначим 
символом f- ф. 

Понятие общезnачимой формулы логики предикатов, 
как явствует из данного определения, является обобще
нием понятия тождественно-истинной формулы логики 
высказываний" Исходя из этого определения, все тож
дественно·истинные формулы логики высказываний 
являются общезначимыми формулами логики предикатов 
(поэтому мы приняли для обозначения общезначимости 
формулы логики предикатов тот же знак, что и для обо
значения тождественной истинности формулы логики 
высказываний). Более того, тождественно-истинны~ фор-

" мулы логики высказывании служат источником новых 

общезначимых формул, которые мож;но получить подста
новкой в них вместо букв (высказывательных переменных) 
формул логики предикатов. 

Например, подставляя в р V р (тождественно-истинную 
формулу, выражаЮIЦую закон исключенного третьего) 
Р (х1 , • " • , хп) вместо р, получаем общезначимую формулу 

Р (Х1, ... , Хп) V Р (Х1, . ~ . ,, Хп)· 

Действительно, пусть Р0 - произвольный п-местный 
предикат, определенный на некотором множестве А, 
а (а1 , ••• , ап) - произвольный набор значений предметных 
переменных из А. Подставляя вместо переменных эти зна
чения, получаем высказывание 

-
Р0 (а1 , ••• , ап) V Р0 (а1 , ... ; aJ, 

которое по закону исключенного третьего (для логики 
высказываний) имеет значение lf. 

Так как Р0 - произJJольное значение предикатной пере-
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менноЙ f>, а (а1 ; ,- ,- .: ; апJ-= Произвольный набор значений 
Ьредметных переменных х1; ,; •• , хп из области опреде-

Ле:нИй Р0" То' 
JL Р(Х1·; .. ; ' хпi v р (Х1, ... ' хпi· 

РазуМёеftЯ.1 Ие' :Все общезначимые формулЫ Логик.il 
предикатов моЖнd ПоJiучитЬ таК'ИМ путем и·з Тождественно_. 
истинных формул логики высказываний. , 

1 

Общезначимые формулы выражают законы логики на 
языке логики предикатов. Множество тождественно-истин
ных формул логики высказываний представляет собой 
лишь собственную часть множества общезначимых формул 
логики предикатов. Таким образом, язык логики преди
катов более «выразителен»; он позволяет выразить более 

u 
широкии круг законов логики, а следовательно, и анали-

зировать более широкий круг рассуждений. 
19.2. Некоторые общезначимые формулы с кванторами. 

Ниже приводятся некоторые находящие широкое приме
нение общезначимые формулы, содержащие кванторы: . - -

(ух) Р (х) <-=.:> (3х) Р (х); (1) 
- -
(3х) Р (х) <==>(ух) Р (х); (2) 

--
(ух) Р (х) <==> (3х) Р (х); (3) 

(3х) Р (х) <=>(ух) Р (х); (4) 
(ух)Р(х)Л(ух)Q(х) - (yx)[P(x)/\Q(x)]; (5) 
(3х) Р (х) V (3х) Q (х) <- (3х) [Р (х) \v' Q (х)]; (6) 
(ух) (уу) Р (х, у)<~> (уу) (ух) Р (х, у); (7) 
(3х) (3у) Р (х, У)<=> (3у) (3х) Р (х, у); (8) 
(3х) (уу) Р (х, у)=> (уу) (3х) Р (х, у); (9) 
(ух) Р (х) V (ух) Q (х) = (ух) [Р (х) V Q (х)]; (10) 
(3х) [Р (х) /\ Q (х)] == (3х) Р (х) /\ (3х) Q (х); ( 11) 
(ух) [Р (х) ==> Q (х)] = [(ух) Р (х) = (ух) Q (х)]; ( 12) 
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(v х) Р (х) ==> Р (у); 
Р (у)== (3х) Р (х). 

( 13) 
( 14) 

Заметим, что формулы (1) - (12) не содержат свобод" 
ных предметных переменных, т. е. выражают логические 

функции предикатных переменных, причем, так как они 
общезначимы, то при любых значениях этих переменных 
принимают только з.начение И (установление обu~езначи" 
мости этих формул составляет содержание нижеследующих 
упражнений). 

Формулы (13) и (14) выражают логические функции 
предикатной переменной Р и свободной предметной пере-

"' меннои у. 

Покажем, что (13) и (14) общезначимы. 
Пусть Р (х) - произвольный предикат, определенный 

на некотором множестве А. Если М [Р (х)] с: А, то (ух) Р (х) 
~ х 

имеет значение Л и qоэтому вся формула (13) принимает 
·значение ·и. Если же М [Р (х)] =А, то Р (У) принимает 

~ -

значение И при любом значении у из А и, следовательно,_ 
снова (13) принимает значение И. 

Так как Р (х) - произвольный предикат и всегда 
М [Р (х)] С А, то общезначимость ( 13)

1 
доказана. 

х 

Для установления общезначимости ( 14) рассмотрим 
два случ~я: . 

1) если М [Р ( х)] = 0 , то Р (У) принимает значение Л 
х . 

при любом значении у из А и, следовательно, (14) при
нимает значение И; 

2) если iИ[P(x)J=F0, то (3х)Р(х) принимает значе-
х 

ние И и снова (14) принимает значение ·И. 
Так как всегда имеет место 9дин из случаев 1) - 2), 

то общезначимость формулы (14) доказана. 
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Упражнения 

138. Доказать. что если <р1 ::=-<р2 • то 1- <р1 <=> <р2 , и обратно. 
139. Доказать общезначимость приведеииых выше (19. 2) формул . 

(1) - (8). ' 
140. Доказать общезначимость импликаций (9) - (12) (19. 2) 

(установить. что в каждой из этих импликаций область истиииости 
осиоваиия включается в область истиииости следствия, поэтому 
нельзя найти таких зиачеиий предикатных перемеииых,. при которых 
осиоваиие было бы истиииым, а следствие - лож.ным). 

141. Доказать, что если формула логики предикатов <р (х), 
содержащая в качестве свободной только переменную х. является 
общезначимой, то и формула (vx) <р (х) также является общезиачи" 
мой, и обратно. · 

142. ЕсЛи формула логики предикатов <р (х). содержащая 
в качестве свободной только предметную перемеииую х, является 
общезначимой, то и формула (3х) <р (х) также является общезиачи" 
мой. Верно ли обратное? 

143. Доказать. что: 
а) если формула логики предикатов <р => 'Ф общезначима, то 

!- (ух) <р ==>(ух) 'Ф и J- (3х) <р ==> (3х) -ф; б) если · l- <р <=> -ф, 
то г- (vx) <р = (vx) 'Ф и г- (3х) <р => (3х) 'Ф· 

144. Доказать, что иижесJJедующие импликации ие являются 
общезначимыми (подобрать такие зиачеиия предикатных переменных, 
при которых осиоваиие импликации истииио, а следствие ложно): 

а) (VY) (3х) Р (х, у)=> (3х) (уу) Р (х. у); б) (vx) f Р (х) V 

\/ Q (х) J => (vx) Р (х) V (vx) Q (х); в) (3х) Р (х) А (3х) Q (х)=> 
(3х) f Р (х) /\ Q (х)]; г) f (ух) Р (х) =-> (yxi Q (х)] = (vx) [Р (х) => 
Q (х)]; д) (3х) Р (х) => (vx) Р (х). 

145. Доказать. что если l- <р - 'Ф и <р, то l- 'Ф· 

§ 20. АНАЛИЗ РАССУЖДЕНИй. 
ПРОСТЕЙ:ШИЕ ПРАВИЛА ВЫВОДА 

20. t. Пример. На языке логики предикатов мы уже 
можем провести анализ рассуждений типа (а) - (б), при" 
веденных в начале этой r лавы ( 14.1) в качестве иллю-
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. 
страции недостаточностя логики высказываний для такого 
анализа. 

Рассмотрим рассуждение (а): «Всякое целое число -
рациональное число; 1 - целое число; следовательно, 
1 - рациональное число». 

Введем два одноместных предиката, определенных,_ 
например, на множестве D вещественных чисел: С (х) - «Х 
есть целое число» и R. (х) - «Х есть рациональное число». 

Используя эти предикаты и квантор общности, первую 
посылку можно сформулировать так: «Для всякого х, 
если х - целое число, то х - рациональное число» и, сле

довательно, записать в принятых обозначениях следую
щим образом: 

(ух) [С (х) ~> R (х)]. 
В этих же обозначениях вторая посылка за-

пишется - С (1), а заключение - R (1). 
Установим теперь правильность рассуждения (а), т. е. 

убедимся, что при истинности посылок его заключение 
не может быть ложным. 

Так как (ух) [С (х) = R (х)] - истинное высказывание, 
то предикат С (х) => R (х) при подстановке вместо пере" 
менной х любого ее значения обращается в истинное 
высказывание: 

х С(х) R(x) С (х) =-> R (х) 

V2 л л и . 
0,5 л и и 

-З и и и 

. . . . " . . . . . .. и т. д. 

Подставим вместо х значение 1. Получим истинное 
высказывание , 

с ( 1) => R. ( 1 ) . 
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Теперь C(l)==>R(l), C(l) l-R (1) по ПЗ. 
Если под С и R понимать предикатные переменные, 

а под 1 - название какого-нибудь элемента из области 
определения предикатов С (х) и R (х) (моЖно вместо 
1 писать а), то мы установили правильность· не только 
одного рассуждения (а), но и любого рассуждения 
такой же структуры, построенного по прави.n:у вывода 

(V х) [С (х) => R (х)], С (а) 
R (а) ' 

представляющего собой одно из ~озможных обобще!fИЙ ПЗ 
в логике предикатов. 

Мы установили, в частности, и правильность рассуж· 
дения (б): «Всякий ромб - параллелограмм; ABCD - ромб; 
следовательно, ABCD - параллелограмм». 

В этом случае С (х) обозначает предикат «Х - ромб»; 
R (х) - предикат «Х - параллелограмм», определенные, 
например, на множестве четырехугольников, а элемент а 

этого множества - четырехугольник ABCD. 
20.2. Простейшие правила вывода. Попытаемся сейчас 

построить вывод заключения R(a) из посылок (ух) [С (х) => 
=> R (х)] и С (а). 

Прежде всего распространим понятие вывода, введен· 
ное в гл. 2, на логику предикатов следующим образом: 
под выводом заключения из посылок будем поJiимать 
конечную последовательность формул логики предикатов, 
удовлетворяющую условиям: во"первых, каждая формула 
последовательности или посылка, или получается из пред

шествующих формул по ка~ому-нибудь правилу вывода 
логики предикатов (включая правила вывода логики 
высказываний) и, во·вторых, последняя ·формула - за" 

,.,. 

ключение. 

При рассмотрении приведенных ннже примеров мы по 
существу обнаружим некоторые пр3:вила вывода, которые 
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широко применяются в математических доказательствах. 

До введения правила, необходимого для определенного 
шага вывода, будем ставить в соответствующей строке 
знак вопроса. 

1) В качестве первого примера построим вывод 

(ух) [С (х) => R (х)], С (а) t- R (а). 

1. (ух) [С (х)1=> R (х) ]; 1. п; 

2. С (а) == R (а); 2. ? (1); 

3. С (а); 3. п; 

4. R (а); 4. пз (2, 3). 

Как видно, чтобы последовательность формул 1 - 4 
была требуемым выводом, необходимо ввести правило 
вывода, позволяющее поЛучить из формулы 1 формулу 2, 
т. е. (v1 fa~x) , где а - предметн~ постоянная, название 
элемента - из области определения предиката Р (х) 
(в нашем примере роль предиката Р (х) играет С (х) => 
== R (х)). 

Это правило вывода обосновываетсSJ тем, что 

t- (ух) Р (х) -==> Р (а). (1) 

Действительно, если Р (а) истинно, то и имплика
ция (1) истинна. Если же Р(а) лоЖно, то ложно и вы
сказывание (ух) Р (х), а следовательно, (1) снова истинно. 

Это правило, позволяющее вывести единичное высказы
вание (касающееся одного предмета а) из общего, назовем 
правилом вывода единичного и обозначим ВЕ. 

Теперь вывод заключениSJ R (а) из посылок 
(ух) [С (х) ==> R (х)] и С (а) запишется следующим образом: 
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1. (ух)[С(х)=== R(x)]; 1 п . . ' 
2. С (а)== R (а);. 2. ВЕ (1); 

3. С (а); 3. п; 

4. R (а); 4. пз (2, 3). 

2) Несколько изменим теперь приведенное выше (20.1) 
рассуждение (1), заменив в нем· 1 переменной у для 
элементов из области определения D предикатов С (х) 
и R (х): «Все целые числа - рациональные; у - целое 
число; следовательно, у - рациональное число». 

В принятых обозначениях это рассуждение запишется 
' 

так: 

(ух) [С (х) ===> R (х)], С (у) ~ R (у). 

Построим конечную последовательность формул, кото· 
рая могла бы послужить выводом заключения из посылок. 

' . 

1. (ух) [С .(х)==> R (х)]; 1. п; 

2. С (у) ==> R (у); 2. ? ( 1 ); 

3. с (у); 3. п; 

4. R (у); 4. ? (2, 3). 

Для получения формулы 2 из 1 необходимо правило 
вывода 

(ух) Р (х) 

р (у) ' 

позволяющее вывести лог'ическую функцию из общего 
высказывания. 

Это правило обосновывается общезначимостью формулы 

(ух) Р (х) === Р (у), 
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содержащейся в приведенном выше (20.2) перечне обще· 
значимых формул под номером (13). Общезначимость этой 
формуJiы там же доказана. 

Прав~ло вывода (V~ f У~х) назовем правилом вывода 
логической функции и· обозначим ВЛ. 

Для получения формулы 4 из формул 2 и 3, очевидно, 
нужно расширить ПЗ на логические функции 

Р (х) => Q (х), Р (х) 
Q (х) • 

Это правило обосновывается общезначимостью формулы 

[Р (х) => Q (х)] Р (х) => Q (х), -
получаемой из тождественно-истинной формулы логики 

u 

высказывании 

(Р=> q) р=> q, 
заменой р на Р (х) и q -на Q (х). _ 

Можно также обосновать ПЗ для логических функций 
способом от противного (допущение о существовании зна· 
чения х ·ИЗ области определения Р (х) и Q (х), при кото- , 
ром посылки истинны; а заключение ложно, приводит 

к противоречию). 
Впредь ПЗ будет обозначать правило заключения при

менительно к высказываниям или Логическим функциям 
(высказывательным формам). ·~ 

Аналогично расширяются на логические функции j 
и другие правила вывода логики высказываний. 

Теперь можно записать вывод· заключения R (у) из 
посылок (vx) [С (х)-==> R (х)] и С (у) следующим образом: 

1. (vx) [С (х) == > R (х)]; 1. п; 

2. С (у)-==> R (у); 2. ВЛ ( 1 ); 
3. С (у); , 3. п; 

f 

4. R (у); 4. ПЗ (2, 3). 
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3) Геометрическую теорему «Если треуголы-1ик - равно
бедренный, то углы, лежащие против равных сторон, 
равны» надо понимать как общее высказывание «для 
всякого треугольника, если он равнобедренный, углы, 
лежащие против равных сторон, равны». 

Однако в ходе . доказательства квантор общности 
опускается. 

Мы исходим из рассмотрения произвольного треуголь
ника АВС, в котором АВ = ВС, и доказываем, что 
L А== LC. Наше обычное, «неформальное», доказательство 
(понятие обычного, неформального, доказательства рас
сматривается дальше, гл. 4) свидетельствует о существо- · 
вании вывода заключения L А == L С из геометрических 
аксиом и ранее уже доказанных теорем, совокупность 

которых обозначим через Г, и посылок: «АВС - треуголь ... 
ник», которую мы обозначим через Т (АВС) (т. е. 
вводим одноместный предикат Т (х) - «Х - треугольник»), 
и АВ = ВС. 

Таким образом имеем: 

Г, Т (АВС), АВ = ВС ~ L А= L С. (1) 
" < 

Если применить Т Д к ( 1), получим 

Г, Т (АВС) ~ АВ = ВС ==> L А== L С. (2) 

Применяя ТД к (2), получаем 

Г ~ Т (АВС)=> (АВ == ВС=> L А== L С) , (3) 

и, учитывая равносильност1::» р => ( q ==-> r) ::::= pq === > r, 

Г ~ Т (АВС) /\ АВ == ВС=> L А== L С. (4) 

В завершение доказательства мы утверждаем, что 

Г ~ (V АВС) [Т (АВС) /\ АВ = ВС=> L А= L С]. (5) 
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Для того чтобы узаконить переход от (4) к (5), 
примем Принцип обобщения, или правило введения кван" 
тора общности (ВКО), которое в общем виде формули- . 
руется следующим образом. , 

Для логической функции Р (х), если q:>1" ••• , fРп t- Р (х), 
то <р1 , .•. , <JJn 1- (ух) Р (х) при условии, что каждая по" . 
сылка <pi·- высказывание или логическая функция, не со· 
держащая х в качестве свободной переменной. 
· При указанном ограничении, если допустить, что 
(ух) Р (х) не следует из посылок q:>1 , ... , fРп, то полу" 
чится, что существует значение х (хотя бы одно), при 
котором Р (х) ложно при истинности посылок, слеДова- · 
тельно и Р (х) не следует из этих посылок, что противо· 
речит условию. 

(Это рассуждение, разумеется, не претендует на 
строгое доказательство ВКО, которое возможно лишь при 
строгом, аксиоматическом построении . логики предиката-в.) 

Использование ВКО без учета ограничения, касаю
щегося х, может привести к ложным заключениям. 

Приведем пример некорректного применения ВКО. 
Рассмотрим теорему: «Все прямые, проходящие через · 

точку А параллельно плоскости а, лежат в плоскости ~, , 
параллельной а и проходящей через точку А»" 

Обозначим для краткости высказывание ~ 11 а /\ ~ * А 
через р и введем два предиката С (х): «Х - прямая>' 
и К (х): х * А /\ х 11 а, определенные на множестве геоме- . 
трических элементов (прямых и плоскостей). Тогда теорема 
может быть записана так: 

Г, р, С (х), К (х) 1-- х ~ ~· ( 1) ' 

Если применить к ( 1) ВКО, получим ложное заклю--
чение 

" 
Г, р, С (х), К (х) ~(ух) [х * ~]" 
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Это объясняется тем, что некоторые из посылок 
(С (х), К (х)) содержат х ~ качестве свободной переменной. 

Для получения правильного вывода нужно предвари ... 
тельно применить к (1) ТД (которая, так же как правила 

u 

вывода логики высказывании, расширяется на логику 

предикатов). 
В результате двукратного применения Т Д получаем: 

Г, р r- С (х) == (К (х) => х * ~) 
или 

Г, р r-c(x) !\ К(х)- х*~' 

после чего, применяя ВКО, ~риходим к общему заклю ... 
чению 

Г, р r- (v'x) [С (х) !\ К (х) ,=> х * ~]. 
Имеющиеся у нас правила вывода могут быть использованы для 

установления правильности силлогизмов, к рассмотрению которых мы 

переходим. · . 
20.3. Категорические высказывания. Основное содержание тради

ционной формальной логики по существу составляет разработанная 
еще .А"ристотелем теория так называемого категорического силлогизма. 

Под категорическим силлог~змом в традиционной логике 'понимают 
рассуждение, в котором из двух посылок выводится заключение, 

причем посылки и заключение представляют собой категорические 
высказывания какого.нибудь из следующих четырех типов: 

Все А суть В (общеутвердительное высказывание); (а). 

Ни одно А не есть В (общеотрицательное высказывание); (е) 

Некоторые А суть В (частноутвердительное высказывание); (i) 
Некоторые А не суть В (частн<?отрицательное высказывание) (о) 

А и В называют терминами высказывания. 
Названия четырех типов категорических высказываний (а, е, i, о) 

взяты из латинских слов: af firтo - утверждаю и nego - отрицаю по 
следующему правилу: общие высказывания обозf{ачаются первыми, 
частные - вторыми гласными; утвердительные высказывания - глас· 

ными слова affirтo, отрицательные - гласными слова nego. 
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. . 

Термины nысt<й9Ываний мб.Жttо рассматривать каt< мtrожества илii 
как свойства (одиоместиые предикаты). Так, высказывание «Все А 
суть В» можно понимать в смысле «Все предметы, принадлежащие А, 
принадлежат и множеству В» (множество А включается в В), или же 
в смыеле: «Все предметы, обладающие свойством А, обладают 
и свойством В». Разумеется, каждый из этих смыслов сводим 
к другому, если прииадлежиость к множеству А называть свойством 
А, т. е. А (х) обозначает предикат: х € А, или множество 
А= М {А (х)]. 

х 
1 

Используя такие обозиачеиия, мы запишем четыре типа кате" j 
горических высказываний иа языке множеств (логики классов) j 
и свойств (логики одиоместиых предикатов) следующим образом: ~ 

j 

Выражение на языке 
, 

Назван не Словесное 
тнпа выражен не одноместных 

множеств преднка,тов . 
--

а Все А суть В - А ~В(или (Vx) f A (х)-=>-
А f1 В=А) =>В (х)] 

е Ни одно А ие AnB=0 <v х) l_A (х) -=> 
есть В - В (x)J -. 
Некоторые А AnB+e; (зх1fА (х) /\ i 
суть в ' /\ (х)] 

1 

Некоторые А АnБ+0 (3х) [А (х) /\ о . 
ие суть В 

i 

/\ B(x)J 

Выясним логическую связь (связь между зиачеииями истиииости) 
u 

высказывании четырех типов с одним и тем же содержанием. 

Возьмем отрицание высказывания типа а: 

а= (y.i)JA (х)-==> В (х)] = (3х) [А (х) ==>В (х)]; = (3х) [А (х) /\В (x)J; 
=о. 

Таким образом, общеутвердительиое высказывание есть отрица
ние частиоотрицательиого, а следоваrельио, частиоотрицательиое -... 
отрицание общеутвердительиого (о - а). 
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- -Аналогично получаем, что е := i и i := е. 
В предположении, что А + 0, т. е. что (3х) А (х) - истинное 

высказывание, легко усrановить, что из общ~утвердительного выска
зывания следует. частноутвердительное (а i- i) и из общеотрица" 
тельного - частноо.трицательное (е i- о). Интуитивно это совершен~о 
ясно: если истинно, что «все А суть В», причем А - непус;тое мно
жество. то истинно, что «некоторые А суть В», в смысле «Суще
ствует элемент А, ~ринадлежащий В». 

Докажем, что 

(3х) А (х), (ух) [А (х) = > В (х)] t- (3х) [А (х) /\ В (х)]. 

Используя ТД, достаточно доказать, что 

f- (3х) А (х)-.:::.> ((ух) [А (х) => В (х)] -.::::.> (3х) [А (х) Л В(х)]). 

Действительно, преобразуя эту формулу, получаем 

(3х) А (х) =>((ух) [А (х) => В (х)] ==> (3х) [А (х) /\В (х)]) := 
= <3х> А (х) V (Vx) [А (х) ==> В (х)] V (3х) [А (х) /\ В (х)] = (3х) А (х) V 
V (ах) [А (х) /\В (х)] V (3х) [А (х) Л В (х)] = (ах) А (х) V (3х) А (х)= И. 

Таким образом, мы доказали, что а 1- i при указанном выше 
условии. Заменяя всюду В (х) на· В (х), получаем 

(ах) А (х), (ух) [А (х) = > ~ (х)] t- (ах) [А (х) /\ В (х)], 
т. е. е f- о при том ,же условии. 

Высказывания а и е (противоположные) не могут быть одно
временно истинными, но могут быть одновременно ложными. Высказы
вания i и о не могут быть одновременно ложными, но могут быть 
одновременно истинными. 

В традиционной логике связь между высказываниями а, е, i, о 
изображается в виде квадрата (логический квадрат), вершины кото
рого изображают высказывания, а стороны и диагонали - отношения 
между высказываниями (рис. 28). 

20.4. Категорический сиnnогизм. Посылками категорического 
силлогизма (дальше будем говорить «силлогизм» вместо «категори
ческий силnогизм») могут быть два· высказывания (категорических), 
имеющих один общий термин, например, «Все А суть В» и «Ни 
одно В не есть С». Задача состоит в нахождении заключения в виде 
высказывания одного из четырех типов с терминами А и С. Из 
данных посылок следует заключение «Ни одно А _не есть С» (или 
«Ни одно С не есть А», что наглядно иллюстрируется диаграммой 
(рис. 29). 
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. 
Если же взять посылки «Все А суть В» и «Некоторые В не 

суть С» (А n В = А и В n С =!= 0). то из них не следует никакое 
заключение с терминами А. и С, так как данные посылки не опреде" 
ляют однозначно отношение между множествами А и С. На 
рис. 30 приведены 4 диаграммы (а, бt в, г), в каждой из которых 
обе посылки истинны. 

Предположим, что из данных посылок следует заключение 

«Некоторые А не суть С» (А 11 С + v ) . Однако на диаграмме 
(рис. 30, в) изображен случай, когда обе посылки истинны t а это 

а противоположность е 

l nодпротивоnолоаностъ О 

рис. 28 

ф 

= ф 

S1 
~-
о 
t: 

рис. 29 
·' 

] 
\~ 
] 
." 

J 
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высказывание ложно. Следовательно, оно не является заключением 
из данных посылок. 

Аналогично опровергается (с помощью диаграммы) и предположе
ние, что из данных посылок следует какое-нибудь другое категори
ческое высказывание с терминами А и С. 

Предметом теории категорического силлогизма является выясне
ние всех случаев, когда из двух посылок (в зависимости от располо
жения терминов в посылках и типа посылок) следует заключение. 
Из 256 возможных случаев только в 1 ~ из посылок следует опреде
ленное заключение - это так называемые модусы категорического 
силлогизма. 
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Теория категорического силлогизма мо>1сет быть построена и на 
теоретико-множественном языке (на языке логи1си классов), и на 
языке логики одноместных предикатов. 

Мы не будем строить здесь эту теорию. Покажем лишь на 
отдельных примерах до~азательство правильности модусов силлогизма 

средствами логики предикатов и установление неправильности сил

логистических рассуждений с помощью диаграмм Венна. 

б < с 

рис. 30 

1) Рассмотрим следующее рассуждение: «Все рациональные 
числа - вещественные; все целые числа - рационал~ные; следова

тельно, все целые числа - вещественные». 

Пусть С (х) - предикат х € С; R (х) - предикат хе R; D (х) - пре
дикат х € D. Тогда приведенное рассуждение запишется так: 

(ух) [R (х) ~ D (х)], (ух) [С (х) => R (х)] Г- (ух) [С (х) = D (х)]. 

Построим вывод заключения из посылок: 
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1. (ух) (R (х)==> D (х)]; 1. п; 

2. R (у)= D (у); 2. вл (1); 

3. (ух) (С (х)- R (х)]; 3. п; 

4. С (у) => R:(y); 4. вл (3); 

5. С (у) = D (у); 5. ПС (4, 2); 

6. (ух) [С (х) => D (х)]; 6. BI(O (5). 

Этим доказана правильность, разумеется, не одного приведен" 
наго выше рассуждения, а любого рассуждения типа: «Все В суть С; · 
все А суть В; следовательно, все А суть С» , т. е. 

(ух) [В (х) => С (х)], (ух) [А (х) ==-> В (х)] f- (ух) [А (х) => С (х)]. : 
, . 

• 1 

Правипъность любого рассуждения такого типа иллюстрируется : 
диаграммой (рис. 31). · -~ 

Мы обосновали один из модусов силлогизма, который в тради- ·~ 
ционной логике обозначается латинским именем ВагЬага (три гласные. 
этого слова ааа указывают, что посылки и заключение - высказы· .: 
вания типа а, т. е. общеутвердительные). _ 

2) Рассмотрим рассуждение: «Ни одно вещественное число не 
есть мнимое; все рационапъные числа - вещественные; следоватепъно • 
ни одно рационапъное число не есть мнимое». 

Отвлекаясь от конкретного содержания эrого рассуждения, нам 
нужно доказать правипъность любого рассуждения типа: ·«Ни одно В 
не есть С; все А суть В; следовательно, ни одно А не есть С», т. е. 

(vx) [В(х)=>С(х)], (ух)[А(х)= В(х)] t- (ух)[А(х)=>С(х)]. ,·· 

- Нетрудно заметить, что это с~дование сводится к предыду· ' 
щему t если заменить в нем С (х) на С (х). Вывод заключения из , 
посылок получается из предыдущего вывода с помощью той же , 
замены. 

Правильность любого рассуждения такого типа иллюстрируется 
диаграммой (рис. 32). , 

Мы обосновали еще один модус силлогизмаt известный в тради
ционной логике под названием Celarent (тройка гласных еае 9Toro . 
слова указывает тип посылок и заключения t при этом посылка, 

содержащая предикат заключения (большая посшка), указывается ; 
первой, а посылка t содержащая суб~кт заключения (меньшая по· 
сылка), -второй). 

154 



3) Рассмотрим рассуждение: «Все цеJJые чисJJа - рациональные; 
некоторые вещественные· чисJJа - цеаые; сJJедовательно, некоторые 

вещественные чисJJа - рационаJJьные». 

ОтвJJекаясь от конкретного содержания этого рассуждения. нам 
нужно доказать правильность JJюбого рассуждения типа; 

• 

рис. 31 рис. 82 

-

рис. 33 

«Все В суть С: некоторые А суть В;· сJJедовательно, ~екоторые А 
суть С», т. е. 

(ух) [В (х) ~> С (х)], {3х) [А (х) /\В (х)] t- (3х) [А (х) /\С (х)]. 
1 

' ' '. ;. . '] г. 

- IJp,a~ц~J{ocn.. р,~ссуждеиия та.ко~rо 1ипа ИJJJJюстрируется диаrрщ· 
мой. (i>нс·; 33). · · 
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Попытка построить вывод Зак.llючения из посылок для этого типа 
рассуждения приводит к необходимости введения еще двух правил-.:: 
вшом: ~ 

1. (3х) [А (х) /\ В (x)J; 1. п; 

2. А (у) Л В (у); 2 .. ? (1 ); 

3. <vx) [В (х) ==> С (х)]; 3. п; 

4. в (у)=> с (у); 4. вл (3); 

5. в (у); 5. YI( (2); 

6. с (у); 6. пз (4, 5); 
7. А (у); 7. YI( (2); 

8. А (у) Л С (у); 8. BI( (7, 6); 

9. (3х) JA (х) /\С (х)]; 9. ? (8). 

а) Переход 1 - 2 требует схему вывода вида 

(3х) Р (х) 
р (у) • 

т. е. вывод логической функции из высказывания о существовании. 
Этот вывод кажется приемлемым, поскольку высказывание о суще
ствовании (3х) Р (х) можно толковать, как существование под
становки, преобразующей Р (у) в истинное высказывание, хотя это не 
означает, что мы знаем или можем найти такое значение у. 

Ясно, что имеется существенное различие между 9той схемой 
вывода и ВЛ (выводом логической функции из общего высказы-. 
вания). При выводе Р (у) из (vx) Р (х) на у не накладывается ника
кое ограничение; при выводе же Р (у) из (3х) Р (х) у не играет роль 
свободной переменной. В последнем случае к Р (у) нельзя при
менять Bl(O, иначе можно доказать явно неправильное следование 
(3х) Р (х) Г- (V х) Р (х). . 

Исходя из указанного выше, вывод логической функции из · 
высказывания о существовании назовем ограни~енным и обо-
значим ОВЛ. · · · 

Таким образом, для конструирования выводов допускается пра
вило ОБЛ, которое может быть сформулировано следующим образом. 

(3х) Р (х) . 
Для логической функции Р (х) , р (у) , где у не является . 

свободной переменной в каком-либо r пре~tuiествующем шаге выводаt 
' ' 
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н не является свободной переменной ни в одной из посылок. К Р (у), 
полученной с помощью ОБЛ, неприменимо БКО. 

б) Для того чтобы узаконить переход 8- 9, нужно допустить 
следующее правило введения квантора существования (ВКС): Для 
логической функции Р (х), если <р1 • • • , <Fn 1-- Р (х), то 
ff·1' · • • , <Fп 1-- (3х) Р (х). 

Это правило легко установить с помощью уже известных нам 

правил. 

С помощью БЛ · получаем 

(ух) Р (х) 1-- Р (х) 

и по ТД 1-- (ух) Р (х)- Р (х). 

Применяя теперь ПК (правило контрапозиции), получаем 

1- Р (t) -=> (ух) Р (х), 

или, так как (ух) Р (х) = (3х) Р (х), , 

Г- Р (х) -=-> (3х) Р (х). 

Из <р1 , ·.". , <Fn J-- Р (х), по ТД получаем 
п 

п 

1-- /\ <Fi == р (х). 
i=l 

Из r- /\ <Fl - Р (х) и 1-- Р (х) ==> (3х) Р (х) по ПС получаем 
f.::1 

п 

~ /\ <Fi ==-> (gx) Р (х), т. е. <р1, •• " , <Fп 1- (3х) Р (х). 
i=1 

После введения ОБЛ и БКС приведенная выше последователь
ность формул 1 - 9 составляет вывод заключения (3х) [А (х) /\ С (x)J 
нз посылок (ух) [В (х) == > С (х)] и -(3х) [А (х) /\В (х)]: 

1" (3х) [А (х) /\ В (х)]; 

2" А (у)/\ В (у); 

3" (ух) [В (х) => С (х)] 

4" в (у)=> с (у); 

5. в (у); 
6. с (у); 

7" А (у); 

1. п; 

2" ОБЛ (1); 

3" п; 

4" БЛ (3); 
5" УК (2); 

6" пз (4, 5); 

7. УК (2); 
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8. А (у) А с (у); 8. BI< (7, ·6); 

9" (3х) f А (х) А С (x)J; 9. BI<C (8). 

Мы обосновали модус силлогизма, известный в традиционной 
логике под названием Darii (тройка гласных aii этого слова указы
вает, что первая посылка - общеутвердительное высказывание, 
вторая посылка и заключение - частноутвердительные высказывания) •. 

Введенные нами правила вывода достаточны для доказательства · 
правильности и всех остальных модусов силлогизма. -

4) Неправильность рассуждения типа силлогизма легко уста" 
навливается с помощью диаграмм Венна. Если удается построить 
диаграмму, изображающую случай, когда обе посылки истинны,. 
а заключение ложно, то рассматриваемое рассуждение неправильно. 

Рассмотрим рассуждение: «Все ромбы - параллелограммы; неко" 
торые четырехугольники не являются ромбами; следовательно, 
некоторые четырехугольники не являются параллелограммами». 

Отвлекаясь от конкретного содержания этого рассуждения, мы, 
хотим выяснить, правильно ли любое рассуждение типа: «Все В 
сут• С; некоторые А не суть В; следовательно, некоторые А н 
суть С». 

Возможность случая, когда обе посылки истинны, а заключ~ние 
ложно, можно проиллюстрировать диаграммой. 

Следовательно, любое рассуждение такого типа неправильно. 

Упражнения 

146. Правильность нижеследующих силлогизмов доказать построе-, 
нием: вывода заключения из посылок и иллюстрировать с помощью" 

диаграмм Венна: 
а) Ни одно вещественное число не есть' мнимое; некоторые ком

плексные числа - веществе;нные; следовательно, некоторые комплекс". 

ные числа не являются мнимыми. (Модус Ferio.) б) Все квадраты -
ромбы; некоторые прямоугольники не являются ромбами; сJJедо
вательно, некоторые прямоугольники не являются квадратами. 

(Модус Вагосо.) в) Ни одно мнимое число· не является вещественным~· 
некоторые комплексные числа - вещественные; следовательно, неко· 

торые комплексные числа не являются мнимыми. (Модус Festino.): 
г) ни:одно мнимое число не есть вещественное; все рациональные. 
числа - вещественные; следовательно, ни одно рациональное число 
не является мнимым. (Модус Сеsаге.) д) Все квадраты - правильные 
многоугольники; ни один разносторонний прямоугольник не есть 
правильный многоугольник; следоват~льно. ни один разносторонний 
прямоугольник не есть квадрат. (Модус Camestres.) 
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t 47. У стйttовить непрйвильность нижесJtедующttх рассуждеttий 
{с помощью диаграмм Венна): 

а) Все целые числа - рациональнъ1е; некоторые дроби не 
являются целыми числами; следовательно. некоторые дроби не 
являются рациональными числами. б) Все ромбы - параллелограммы; 
все прямоугольники - параллелограммы; следовательно, все прямо" 

угольники - ромбы. в) Некоторые вещественные числа - рациональ
ные; некоторые рациональные числа не являются целыми; следова

тельно. некоторые вещественные числа не являются целыми. г) Ни 
v 

одна трапеция не есть правильныи многоугольник; ни один треуголь-

ник не есть трапеция; следовательно. ни один треугольник не есть 

правильный многоугольник. 
148. Ответить (с помощью диаграмм Венна), предварительно 

записав посылку и предполагаемое зак~чение на языке множеств, 

следует ли из посылки приведенного типа заключение. 

Посылка Заключение 

а) ~се А суть В 1) Все В суть А; 

2) Некоторые В суть А; 
3) Некоторые В не суть А; 
4) Некоторые А суть В?· 

б) Некоторые А суть В 1) Некоторые А не суть В; 

2) Некоторые В суть А; 
3) Некоторые В не суть А? 

в) Ни одно А не есть В 1) Ни=одно В не есть А; 

2) Некоторые А не суть В; 
3) Некоторые В не суть А? 

г) Некоторые А не суть В 1) Некоторые В не суть А; 

2) Ни одно В ве есть А; 
3) Некоторые В суть А; 
4) Некоторые А суть В? 
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149. По заданным значениям истинности какого-нибудь одного и 
" . 

высказывании а, е, i, о определить значения истинности высказы· 

ваний других типов (того же содержания). Заполнить таблицу ( есл1-
данное значение истинности высказывания не определяет однозначнс 

значение истинности другого высказывания, то ставится знак вопроса, 

так как это показано в таблице для случая, когда е имеет значе· 
ние Л): 

Дано Следует 

а . i о а е i о 

и - - - ' 

л - - - . 
- и - - ... 

- л - - ~ л и ~ . . 
. 
- - и -

-
- - л -

- - - и 

- - - л 

150. Ответить (с помощью диаграмм Венна), предварительнс 
записав посылки и предполагаемые заключения на языке множеств, 

r 

следует ли из посылки приведенного типа заключение. 

Посылки Заключение 

а) Все В суть С; все В суть А l) Все А суть С; 

2) Некоторые А суть С; 
3) Все С суть А; 
4) Некоторые С суть А? 
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Посылки 

б) Все В суть С; ни одно В 
не есть А 

в) Все С суть В; все А суть В 

r) Все С суть В; ни одно А 
не есть В 

11 А. А. Столяр 

Заключение 

1) Ни одно С не есть А; 

2) Некоторые С не суть А; 

3) Ни одно А не есть С; 

4) н~которые А не суть С? 

1) Все А суть С; 

. 2) Некоторые А суть С; 

3) Все С суть А; 

4) Некот?рые С суть А? 

1) Ни одно С не есть А; 

2) Некоторые С не суть А; 

3) Ни одно А не есть С; 

4) Некоторые А не суть С? 



\ 

Глава 4. ПРИМЕНЕНИЕ В МАТЕМАТИКЕ 

§ 21. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРЕДJIОЖЕНИЯ 

21.1. Состав математического предложения. Всякое 
математическое предложение состоит только из мате~ати

ческих и логических терминов или заменяющих их сим

волов. ft\атематические термины (или символы) обозначают 
объекты, изучаемые математической теорией, которой при
надлежит данное предложение. Логические термины (или 
символы) обозначают логические операции, с помощью 
~оторых из математических терминов образуются предло-

u 

жения и из одних ·предложении конструируются другие 

предложения. 

Рассмотрим несколько предложений, встречающихся 
в школьной геометрии. 

Прямая имеет вид туго натянутой нити. ( 1) 
Для любых двух точек существует прямая, проходя

щая через них. (2) 
Квадрат есть ромб с прямым углом. (3) 
Если многоугольник - правильный, то около него 

можно описать окружность" ( 4) 
Если около многоугольника можно описать окружность, 

то этот многоугольн~к правильнь!й. (5) 
Предложения (2) - (5) состоят только из геометри

ческих и логических терминов, поэтому естественно их 

считать геометрическими предложениями (выраженными на 
языке теории, известной под наЭванием «Элементарная гео
метрия»). 
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Пр~дложение ( 1) не является геометрическим, так как 
оно содержит, кроме геометрических и логических, еще 

другие термины (вид, туго натянутая нить). 
(На вопрос, какую роль в школьной геометрии играет 

это не принадлежащее геометрической теории предложе
ние, мы ответим несколько позднее.) 

Рзссмотрим вопрос: что известно из школьной геоме" 
трии о .предложениях (2) - (5)? 

О цредложении (2) известно, что оно принимается за 
«аксиому»; предложение (3) является «определением» 
квадрата; предложение ( 4) --:-- «теорема», оно «доказы" 
вается»; о предложении (5) обычно говорят (непра
вильно), что оно является «теоремой, обратной теореме (4)», 
и что «эта обратная теорема неверна» (вместо «(5) - пред
ложение, обратное ( 1 )», и «это обратное предложение не 
является теоремой»). 

Таким образом, хотя все предложения (2) - (5) - гео" 
v 

метрические, выражаются на язь1ке элементарнои геомет-
"' . 

рии, они играют в неи раз.чичные роли. 

Ниже мы уточним понятия «определение», «аксиома», 
«теорема» . 

21.2. Определение понятия. Каждое понятие объеди
няет в себе множество предметов или отношений (объем 
этого понятия) и характеристическое свойство, присущее 
всем элементам этого множества и только им (содержание 
понятия). 

Например, понятие «квадрат» соединяет в себе мно
жество всевозможных квадратов (объем этого понятия) 

u 

с характеристическим своиством - наличие четырех сторон, 

четырех вершин, четырех прямых углов (содержание 
понятия). 

с.одержание понятия раскрывается с помощью опреде
ления. 

Имеются различные способы определения понятия. Мы 
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рассмотрим эдесь наиболее часто встречающееся в мате
матике формально-логическое определение (известное 
в традиционной логике под названием определения «через 
ближайший род и видовое отличие»). 

Сущность этого определения в следующем. 
Если в множестве А имеются элементы, обладающие 

некоторым свойством Р, и элементы, не обладающие· этим 
свойством, то свойство Р осуществляет разбиение мно-
жества А на два класса: , 

в= м [хе А А P(x)J и В= м [хе А А P(x)J. 
х z . 

С помощью свойства Р мы выделили из множества А 
подмнож~ство В (на языке традиционной логики мьl опре
делили понятие В указанием «родового понятия А» 
и «видового признака (или отличия) Р» ). 

Если А - множество рОмбов, а Р (х): «Х имеет прямой 
угол», то В - множество квадратов, В= М [хеА А 

х 

АР (х)] - определение квадрата. 

Этим определением понятие квадрат сводится к другому 
понятию ромб, его содержание сос;тоит из содержания 
понятия ромб, дополненного еще одним свойством (нали
чием прямого угла). В свою очередь понятие ромб опре
деляется череэ понятие параллелограмм, понятие парал

лелограмм - череэ понятие четырехугольник и т. д. Но до 
каких пор «И т. д.»? 

Совершенно ясно, что процесс сведения одного понятия 
КО второму, втор~о - К третьему, Lтретьего - К четвер
тому и т. д. не может быть бесконечным. Поэтому 
в элементарной геометрии (да и в рамках любой другой 
математической теории) отка~ываются от попытки~ «.в~е 
определять» и некоторые понятия объявляются первичными· 
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(первоначальными, основными), не определяемыми череэ 
другие. 

В качестве первичных понятий в элементарной геомет~ 
рии могут быть приняты: множество геометрических эле
ментов (точек, прямых и плоскостей) и отношения «при
надлежит» ( «инцидентно» ), «Между» и «равно:. («кон~ 
груэнтно»). 

Однако известны- построения теории элементарной 
геометрии на базе других систем первичных понятий 
(в этих построениях некоторые ,из перечисленных выш.е 
понятий яв~яются определяемЬll\~fи). 

Первичные понятия, не определяемые через другие 
о 

понятия даннои теории, получают «косвенное опреде-
• 

ление» с помощью системы «аксиом» этои теории. 

21.3. Аксиомы· и теоремы. В обыденной речи термин 
• 

«аксиома» часто применяется в смысле «очевидная истина, 

не требующая доказательства». Однако в математике этот 
v 

термин имеет совершенно инои смысл. 

Уточнение понятий «аксиома» и «теорема», так же как 
и понятия «доказательство» (которое рассматривается 
дальше), невозможно без рассмотрения вопроса о том,· что 
представляет собой аксио~ическая теория. 

' 

Этот вопрос является предметом Оснований математики и мы 
рассматриваем его здесь бегло и в предварительном порядке, в той 
мере, в какой это нам необходимо для уточнения указанных выше 
понятий. Мы также не будем касаться истории развития аксиомати
ческого метода, представляющей большой интерес. 

Каждая математическая теория описывает некоторое 
множество объекта.в ~ введенными в него отношениями 
или операциями, а точнее структуру, определяемую 

в этом множестве введенными в него отношениями или 

операциями (или теми и другими). _ 
Так, элементарная геометрия . описывает структуру 
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мnожества геометрических элементов (точек, прямых 
и плоскостей), определяемую в нем отношениями «.инци
дентно», «между», «конгруэнтно». 

Арифметика натуральных чисел описывает структуру" 
определяемую в множестве N отношением « < » (меньше) 
и операциями « + » (сложения) и « · » (умножения). 

Это описание может быть осуществлено на различных 
u ~ 

уровнях: в виде «интуитивнои теории», «содержательнои 

(неформальной) аксиоматической теории» и «формальною 
u 

аксиоматическои теории». 

Интуитивная теория представляет собой множество 
u u о -

предложении, выражающих своиства изучаемои струк-

туры, истинность которых устанавливается «интуитивно», 

на базе непосредственных наблюдений и опыта .. Такая 
интуитивная теория вообще еще не считается «математи
.ческой» теорией в собстаенном смысле этого слова: Однако 
она всегда предшествует математической теории, 
является ее источником. 

Математическая теория Представляет собой множество 
u 

предложении, описывающее изучаемую структуру и опре-

деленным образом упорядоченное отношением логического 
следования. Последнее означает, что некоторые предложе
ния множества принимаются за исходные (аксиомы) так, 
чтобы все остальные предложения этого множества 
(rпе-оремы) логически следовали из них. 

Обычно математические теории строятся как «содержа
тельные (неформальные)» аксиомат~ческие теории', пред
ложения которых выражаются на естественном, словесном 

языке (с использованием, разумеется, соответствующих 
математических терминов и символов), а доказательства 
теорем представляют собой обычные рассуждения, в кото
рых используемые логические средства вывода не фикси· 
руютсJt (используется «интуитивная» логи~<:а). 

Так, в частност~, обычно строятся и элементарная 
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геометрия, и арифметика натуральных чисел, и другие 
математические теории. 

Но эти же математические теории могут быть по
строены как «формальные» аксиоматические теории на 
базе определенной, фиксированной логической системы. 
Для по~троения мно~их «формальных» математических 
теорий в качестве базовой логической системы приме
няется логика предикатов (с равенством). 

Следует отметить, что при этом сама логика предикатов строится 
как формальная аксиоматическая система, т. е. из множества 
общезначимых. формул выделяются цекоторые исходные (аксиомы) t 
из которых все остальные получаются с помощью некоторых исход

ных правил вывода. 

В та~ом случае логика предикатов дополняется первич-
u 

ными понятиями математическои теории: индивидуальными 

предметами и предикатами. Специфика этих предметов 
и предикатов описывается определенными предложениями, 

множество которых составляет систему аксиом теории. 

Эти аксиомы, так же как вь1водимые из них средствами 
логики предикатов теоремы, выражаются формулами логики 
предикатов, не являющимися общезначимыми. Эти формулы 
обращаются в истинные высказывания лишь для опреде
ленного класса предметных областей, обладающих однород
ными структурами, описываемыми данн~й теорией. 

Поясним описанные выше в общих чертах три типа 
теорий на одном достаточно простом примере. 

Рассмотрим на трех уровнях (интуитивном, содержа
тельно-аксиоматическом и формально=-аксиоматическом) 
фрагмент элементарной геометрии, предметом которого 
является изучение структуры множества точек и прямых 

(плоскости) с одним отношением «инцидентно» («Лежит на», 
«проходит через»), применимым к точке и прямой. 

1. И н т у и т и в н ы й у р о в е н ь. Непосредственно рас
сматривая множество точек и прямых на плоскости при 
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обычном представлении о точке как о «следе», оставляе· 
мом мелом на доске или карандашом на бумаге, и о пря
мой, как имеющей вид «туго натянутой нити», и обычном 
понимании слов «лежит на», или «проходит через», мы 

обнаруживаем целый ряд свойств: через любые две точки 
u u 

проходит прямая и только одна; на каждоlJ прямои 
u u u 

имеется по краинеи мере две точки; существуют по I}раи-

ней мере три точки, не лежащие на одной прямой; любые 
две различные прямые или не имеют ни одной общей 
точки, или имеют только одну общую точку (не имеют 
более одной общей точки) и др. _ 

Получаемое таким образом множество предложений, 
описывающее структуру, определяемую в множестве точек 

и прямых плоскости отношением «лежит на» («проходит 
через»), составляет интуитивную теорию принадлежности 
(инцидентности) плоскости. 

2. С одержат ель но -аксиом ат и чес кий у-р·о-
в е н ь. Вводятся первичные пон~тия: «точка», «прямая» 
и отношение «лежит на» («проходит через» или «инци
дентно» ), характеризуемые следующими аксиомами: 

п. 1. Через любые две точки проходит прямая; 
п. 2. Через любые две различные точки проходит не 

более одной прямой; , 
п. 3. Для любой прямой имеются по крайней мере две 

лежащие на ней точки; 
п. 4. Существуют по крайней мере три точки, не 

u u 
лежащие на однои прям:ои. 

(Эти аксиомы обычно называют аксиомами принадлеж
ности (или инцидентности), поэтому мы их обозначили 
буквой «П».) . 

Другое свойство, «подсказываемое» нам интуитивной 
u u 

теориеи, я~ляется уже здесь те9ремои. 

Теорема. Две различные nрямые не могут имель 
более одной общей точки. 
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До к а з а те л ь с т в о. Если предположить, что две 
различные прямые_ имеют две общие точки, то получиfс~, 
что через эти две точки проходят -две различные прямые, 
что противоречит аксиоме п. 2. 

(Мы не будем описывать дальнейшее развитие этой 
u u u 

содержательнои аксиоматическои теории, в которои дальrµе 

определяется отношение пересечения прямых, параллель· 

ности прямых, вводится еще одна аксиома, акс.иома парал

лельных, и доказываются новые теоремы.) 

3. Ф о р м а л ь н о - а к с и о м а т и ч е с к и й у --р о в е н ь. 
Первичные, неопределяемые понятия: «точка», «Прямая» 
и бинарное отношение (двуместный предикат) «инци-

u • 

дентно», применимое к точке и прямои. 

Обозначения: предметные постоянные: А, В, С, ... -
точки; а, Ь, с, . . . - прямые; предметные переменные: 
Х, У, Z - переменные для точек; х, у, z - переменные 
для прямых (вместо \введения двух категорий предметных 
переменных для точек и для прямых можно ввести два 

одноместных предиката: Т (х) - «Х - точка» и Р ( х) - «Х -
прямая»); предикатная постоянная: * , т. е. А* а обо· 
значает «точка А инцидентна прямой а». 

(Для большей компактнqсти записей мы будем поль· 
зоваться следующими сокращениями: А, В* а вм~сто 

А * а /\ В * а; А * а, Ь вместо А * а /\ А * Ь; А, В* а, 
Ь вместо А * а /\ А * Ь /\ В -Х- а /\ В * Ь.) 

Предикат * характеризуется следующими четырьмя 
аксиомами: 

п. 1. (уХ, У) (3х) [Х, У* х]; 

п. 2. (уХ, У) (ух, у) [Х ==У/\ Х, У* х, У=> х =у]; 

п. 3. (ух) (3Х, У) [Х == У/\ Х, У* х]; 

п. 4. (3Х, У, Z) (ух) [Х, У, Z * х]. 
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Множество предложений, выводимых из аксиом 
п~ 1 - п. 4 средствами логики предикатов с равенством 
составляет теорию инцидентности (принадлежности) плос
кости. 

Приведем в качестве примера доказательство теоремы: 

Т.1. (ух, у) (vX, У) [х ==у/\ Х, У .х- х, у=> Х ==У] 

(для любых двух различных прямых не существует более 
одной точки, инцидентной им). 

До к аз ат ель ст в о. 

1. (vX, У) (ух, у) [Х == У/\ 
/\ х, у* х, У= х ==у]; 

2. Х·== У/\ Х, У* х, у
=> Х =у; 

3. х ==у/\ х, у;\(- х, У==> 

=> х ==У; 

4. (\fX, у) (\f X, У) [х - lf /\ Х, У* 
*х, У=> Х ==У]. 

1. п. 2; 

2. вл ( 1); 

3. ПРК (2); 

4. вко (3). 

Как видно, это доказательство 1 представляет собой 
последовательность формул (предложений теории), каждая 
из которых либо аксиома (посылка), либо получается из 
предшествующих -по какому-либо правилу вывода (логики 
предикатов), а последняя формула ~-·доказываемая теорема. 

Любая формула, выраженная на языке данной теории 
(т. е. формула логики предикатов, содержащая предикат
ную постоянну10 *' переменные или постоянные для 
точек и прямых) является теоремой этой теории, если 
для нее существует хотя бы одно доказательство в ука-
занном выше смысле. / 

(При таком понимании теоремы каждая аксиома тоже 
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являет-ся теоремой теории. Ее док·аsаrельсtвd состоит и3 
самой этой аксиомы.) . 

Отметим весьма существенную особенность формальной 
аксиоматической теории. При построении такой теории 
. . о 

полностью отвлекаются от конкретнои природы первичных 
о о 

понятии, в нашем примере - от конкретнои природы точек 

и J;~рямых и конкретного смысла оТ!lошения «Инцидентно». 

В таком случае теория инцидентности описывает струк
туру не только того конкретного множества точек и пря

мых, о котором шла речь в интуитивной теории, но 
и любого другого множества объектов двух категорий, 
которые можно условно называть «точками» и «прямыми», 

обладающего такой же структурой. 
Например, дадим пеР.~ичным понятиям «точка», «пря" 

мая», «инцидентно» следующее толкование: 

«ТОЧКИ». - цифры 1, 2, 3; -
«прямые» - множества цифр { 1, 2}, { 2, 3 } , { 1, 3 } ; 
отношение «инцидентно» ( ) - теоретико-множествен" 

ное отношение принадлежности предмета к множеству (€)" 
Нетрудно проверить, что в выбранной системе объек

тов выполняются (истинны) все аксиомы п" 1 - п" 4. 
Действительно, для любых Двух точек. существует прямая, 
которой эти точки инцидентны (выполняется п·. 1 ), и не 
существует более одной такой прmАой (выполняется п. 2), 
и для любой прямой существуют две (различные) точки, 
инцидентные ей (выполняется п" 3), и существуют три 
точки, неинщ.1дентные одной прямой (выполняется п. 4). 

'Гакая система объектов (в данном случае состоящая 
из множества «точек» и «пря~tЫХ» с введенным в него 

отношением «инцидентно» ), для которой все аксиомы 
п. 1 - п. 4 являются истинными высказываниями, назы" 
вается моделью системы аксиом п. 1 - п. 4. 

Таким образом, система аксиом п. 1 - п. 4 допускает 
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и м9дели, отличные от той (естественной, элементарно
геометрической), для которой строилась первоначально 

u 
интуитивная теория и в которои прямая имела вид «туго 

u 
натянутом нити». . 

Отметим, что внутри аксиоматической теории (содержа
тельной· или формальной), к ее предложениям не приме" 
нимо понятие значения истинности. Теорема не может 
быть истинной или ложной (верной или неверной). 
Всякое предложение, выраженное в терминах некоторой 
теории, может быть теоремой этой теории (выводимой 
из ее аксиом) или не быть таковой" По отношению же 
к какой"нибудь модели аксиомы и теоремы становятся 
истинными высказываниями, а предложения, не являю

щиеся те,оремами, - ложными. 

Так, приведенное в 21" 1 предложение (5} является 
, . 

геометрическим лишь в том смысле, что выраже~о 

в геометрических терминах (на языке элементарной гео
метрии), но оно не принадлежит этой теории, не является ее 
теоремой. По отношению же к модели, в которой строится 
школьная геометрия, это предложение - ложное высказы

вание. 

В связи с построением аксиоматических теорий возникают глубо
кие проблемы, составляющие предмет Оснований математики, где 
современная математическая логика находит широкое применение. 

Теперь возвратимся к вопросу об уточнении понятий . 
«аксиома» и «Теорема». 

Из предыдущего следует, что аксиомы и теоремы -:-
пред.ложения аксиоматической теории, причем аксиомы -
исходные предложения теории, теоремы - предложения, 

выводимые из аксиом" 

Таким образом, аксиомы н.; доказываются вовсе не 
потому, что «они очевидны и не требуют доказательства», 
а потому, что они - исходные предложения теории 
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(и поэтому · невыводимы из других предложений этой 
теории, хотя «выводимы из, самих себя»). 

21.4. Обратные и противоположные предложения 
и теоремы. Математические предложения. часто формули-

u 

руются в виде импликации. 

Если импликация р==::.> q выражает некоторую теорему, 
то основание р импликации называется условием, а след

ствие q - заключением теоремы. 

Для импликации 

р-==> q 
. 

мы определим еще три импликации 

а) Если в ( 1) поменять местами 
ствие q, получим предложение 

q=>p, 

(1) 

следующим образом: 
основание р и след-

(2) 

называемое обратным по отношению к предлож~нию ( 1 ). 
б) Если в ( 1) заменить р и q своими отрицаниями 

р и q соответственно, получ_им предл~жение 

(3) 

называемое противополо~ным по отношению к предло

жению (1). 
в) Если в (1) произвести одновремен~о преобразования, 

указанные в а) и б), получим предложение 

q=>p, (4) 

называемое контрапозитивным (противоположно-обратным, 
или обратно"противоположным) по отношению к предло
жению (1). · · 

·Нетрудно заметить, что предложения (1) и (4), (2) и {3) - - - -
равносильны: Р==> q==::q==> р; q=> р=:= Р=> q (эти рав-
носильности выражают закон контрапозиции, на котором 

основано правило контрапозиции (ПК)). 
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Таким образом,_ если q.- теорема какой-нибудь 

теории, то и q= р- теорема этой же теории (доказа

тельство теоремы q => р получается из доказательства 

теоремы р:::=.> q добавлением одной строки, основанной 
на ПК), называемая контрапозитивной (противоположно
обратной или обратно-противоположной) теоремой по 
отношению к теореме р ==> q, и обратно" 

Так, например, предложение «Если многоугольник -
u 

правильныи, то около него можно описать окруж-

носты> - теорема элем.ентарной геометрии. Поэтому 
и контрапозитивное предложение «Если около много
угольника нельзя описать окружность, то многоугольник 

u u 

не есть правильныи» тоже теорема элементарнои геоме~рии. 

Если р= q - теорема некоторой теории, то обратное 
предложение q - р может и не быть теоремой этой 
теории" Это хорошо известно из школьной математики, 
где встречается много примеров, когда предложение, 

обратное некоторой теореме, также является теоремой 
(обратной теоремой), и много примеров, когда обратное 
предложение не является теоремой. В приведенном выше 
примере обратное предложение «Если около многоуголь
ника можно описать окружность, то этот многоугольник-:

правильный» не я~ляется теоремой. 
Во многих случаях мате~атические теоремы имеют вид 

импликаций ер=> 1ф, в которых основание или следствие 
имеет с.ножную структуру. В таких случаях представ
ляется целесообразным расширить понятие обратного 
предложения. 

Чаще всего в математических теоремах условия 
(иногда и заключения) выражаются в виде конъюнкции, 
реже - в виде дизъюнкции. Еслl! же условие (или заклю
чение) содержит знак импликации, то его сводят к другим 
операциям. 
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Например, если теорема сформулирована в виде импли
кации 

Р1 => (Р2 ==> q), 

то ее можно представить в равносильной формулировке 

Р1Р2 => q. (5) 

Пусть р1 обозначает: а 11 Ь, р2 - а _L а и q - Ь _l_ а. 
Тогда теорема 

а 11 Ь ==->(а _L а.:::::> Ь _L а) 

(если две прямые параллельны,. то из того, что одна из 
них перпендикулярна плоскости а, следует, что и вторая 

перпендикулярна этой плоскости) может быть сформули
рована и так: 

а 11 Ь /\ а _L а => Ь _L а 

(если две прямые параллельны и одна из них перпенди-
u 

кулярна плоскости а, то и вторая перпендикулярна этои 

плоскости). 
Если исходить из при-веденного выше <?Пределения 

обратного предложения, то для (5) имеется одно обрат
ное предложение 

. 
q ==> Р1Р2· (6) 

В нашем примере это предложение 

Ь _L а==> а 11 Ь /\ а _L а 

не является теоремой (оно явно абсурдно, если учесть, 
что имеется в виду общее предложение (уа, Ь, ci) [Ь J_ 
_L а==> а 11 Ь ;\а _L а]). 

Однако предложения 

а 11 Ь /\ Ь J_ а=> а _L а (p1q ==> р2); (7) 

а _L а /\ Ь _L а==> а 11 Ь (P2Q ==> Р1) (8) 
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/ 
1 

являются теоремами ((7) не выражает существенно новой 
теоремы по отношению к (5), (8) описывает новую .., 
ситуацию: «если две прямые перпендикулярны к однои 

плоскости, то они параллельны»). 
Таким образом, для предложения~ типа (5) целесообразно 

расширить понятие обратного предложения и отнести 
к обратным наряду с предложением (6) предложения (7) и (8). 

КаЖдое из предложений (7) и (8) следует из предло
жения (6). Докажем это для (7), т. е. что 

. 
q => Р1Р2 f- Р1 q-==> Р2 · 

Саг ласно Т Д достаточно доказать, что 

: q ==> Р1Р2, P1Q i--- Р2· 
1. P1Q; 1. п; 

2. q; 2. УК {1); 

3. Q=> Р1Р2; 3. п; 

4. пз (2, ~); 

5. УК (4). 

Доказательство для (8) совершенно аналогично. 
Таким образом, если {6)- теорема (обратная (5)), 

то (7) и (8) не дают существенно новых обратных теорем. 
В нашем примере (6) не является теоремой, (7) не дает 
существенно новой по отношению к (5) теоремы~ 
а (8) - теорема, отличная от (5). 

В~обще, если предложение имеет вид 

п 

·/\ P;,=>q, 
l = 1 

(9) 

то к обратным относят-~ все предложенИя, которые могут 
быть получены из (9), если пошнять местами заключение 
и любую часть условия. 
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ТакJ:iм образом, всего обратных предложений будет 
столько, сколько частей имеет множество {р1 , ••• , Рп} 
элементарных членов .конъюнкции, не включая пустую 

часть, т. е. 2п - 1. Разумеется, не все эти обратные пред· 
ложения независимы, некоторые из них являются след· 

ствиями других (как мы это видели для п ~ 2). 
Когда имеется теорема типа (9), то интерес представ

ляют лишь те обратные теоремы, которые не следуют из 
других обратных теорем (наиболее «сильные» обратные 
теоремы). 

Рассмотрим случай, когда условие теоремы представ
ляет собой дизъюнкцию: 

п 

V Pi ===> q. 
l = 1 

Обратным предложением будет 

Но так как 

п 

q=> V Pi· 
l т 1 

п п 

V Pi => q ==: /\ Pi V q; 
i=l . l=l 

п 

- /\ (Pi V q); 
i= 1 
п =- /\ (pi=> q), 

l = 1 

" то по существу "данная теорема распадается на п теорем вида 

.. Р1 -==-~ q, Р2 => q, · · ., Рп=> q. 

Для каждого из этих предложений Pt => q имеется 
обратное: q => pi, которое целесообразно отнести к пред· 
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ложениям, обратным данному. Например, для р1 V р2= q 
имеются три (неравносильных) обратных предл~жения: 

q= Р1 V р~; (10) 
q=> Р1; (11) 
q= Р2· (12) 

Так как (10) следует из (11) или (12), то если (11) 
или (12)- теорема, то (10) тоже теорема, но не пред
ставляет интереса и опускается. Если (11) и (12) - обе 
теоремы, то их можно объединить в одну: · 

-
=q V qp1 V qp2 V Р1Р2; 

-
=q.(И V Р1 V Р2) V Р1Р2; -

=q V Р1Р2; 
==q= Р1Р2·. 

21.5. Принцип полной дизъюнкции. При определенных условиях 
из серии теорем 

следуют все обратные им теоремы. 
Рассмотрим пример. Обозначим через а, Ь, с стороны треуrоль· 

ник а, лежащие против yr лов А , В, С соответственно. 
Из элементарной геометрии известны теоремы: 

Р1 ==> qi: L С== 90°=-> с2 =: а2 + Ь2 ; (1) 
Р2 q2: L С < 90° = с2 < а2 Ь2 ; (2) 
Рз => q3: L с> 90° ==> с2 > а2 -f- Ь2 • (3) 

Заметим, что условия этих теорем исчерпывают все возможные 
случаи, т. е. дизъюнкция этих условий р1 V р2 V р3 истинна, а за· 

ключения попарно иесовместны t т. е. "ii V q2 , q1 Vq3 , q2 V q3. 

При этих условиях все три обратных предложения будут теоре
мами: 
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Ч1 => Р1: 
'Ч2 => Р2: 
q3 => р3: 

с2 =-::: а2 + ь2 => L. с = 90°; 
с2 < а2 + ь2 => L. с< 90°; 
с2 > а2 + ь2 - L с> 90°. 

( 1 ') 
(2') 
(3') 

Эти обратные теоремы выводимы из данных и указанных выше 
условий. Докажем это для q1 = р1 , т. е. что 

Р1 => Ч1, Р2-=> Ч2, Рз = Чз, Р1 V Р2 V Рз, q1 V q2, q1 V-q3 , -Ч2 V 
-V Чз ~ Ч1=> Р1 

(доказательство того, что (2') и (3') следуют из этих же посылок, 
совершенно аналогично). 

Согласно ТД достаточно доказать, что 
- - - - -

Р1 ==> Ч1, Р2 =-> Ч2, Рз ==> Чз,_Р1 V Р~ \/ Рз' Ч1 V Ч2' Ч1 \j Чз, Ч2 \/ 

1 . 

2. 
3. 
4. 
5. 
6. 

7. 
8. 

\/ Чз, Ч1 ~ Р1· 
ч1; 
- -
Ч1 V Ч2; 
ч2; 

Р2=> Ч2; 

Р2; 
- -
Ч1 V Чз: 
q3; 
Рз => Чз; 

1. п; 

2. п; 

3. уд (2' 1); 
4. п; 

5. по (4, 3); 

6. п; 

7. Уд (6, 1); 
8. п; 

9. р3 ; 9. ПО (8, 7); 
10. Р1 V Р2 \,/ Рз; 10. п; 
11. Р1 V Р2; 11 . УД ( 1 О, 9); 
12. р1 ; 12. УД ( 11 , 5) . 

21. 6. Необходимые и достаточные условия. 1'точним 
смысл часто применяющихся . в математике выражений 
«необходимое условие», «достаточное условие» и состав
ленные из них «необходимое и достаточное услови.е», «не
обходимое, но недостаточное условие», «достаточное, но 
не необходимое условие». 

Рассмотрим ·несколько примеров. 
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1) Говорят, ~что пропорциональность сторон - необхо
димое условие подобия двух треугольников. Это надо по• 
нимать так: если это условие не выполняется, т. е. сто

роны не пропорциональны, то треугольники не будут по
добными. Иначе говоря, если ложно высказывание р: «сто
роны треугольников пропорциональны», или истинно его -
отрицание р, то ложно и высказывание q: «треугольники 

подобны», или истинно его отрицание q, т. е. истинно 
высказывание 

р=> q, - ( 1) 
или равносильное ему высказывание 

q=>p. (2) 

2) Говорят также, что пропорциональность сторон -
достаточное условие подобия двух треугольников. Это н~
до понимать так: если это условие выполняется, то тре

угольники подобны, т. е. если истинно высказывание р: 
«стороны треугольника~ пропорциональны», то истинно и 

высказывание q: «треугольники подобны». Иначе говоря, 
это означает, что истинно высказывание 

p=>q. (3) 

3) Из предыдущего следует, что пропорциональность 
сторон - необходимое и достаточное условие подобия двух 
треугольников, а это означает, что ~стинно высказывание 
- -
(р==> q) /\ (р => q), или равносильное высказывание (q=> 
=>р)/\ (p=>q). 

Но высказывание (q=> р) Л (р-=> q) равносильно эк
виваленции р <-=> q. Следовательно, выражение «р необ
ходимое и достаточное условие для q» имеет тот же смысл, 
что «р если и только если q» ;; или «р тогда и только 
тогда, когда q». 
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4) Говорят, что проnорциональность сторон - необхо:. 
димое, но недостаточное условие подобия многоугольников. 
Это означает, что если стороны непропорциональны. то 
многоугольники неподобны, но неверно, что если стороны про
порциональны, то многоугольники подобны (квадрат и не
прямоугольный ромб неподобны, хотя стороны их пропор
циональны). 

Если обозначить через р высказывание· «стороны про
порциональны» и через q высказывание «многоугольники 
подобны», то выражение «р необходимое, но недостаточ-

ное условие для q» означает, что истинно высказывание 

("ji => ёi) р => q, или равносильное высказывание (q => 
-

=> р) pq. 
5) Говорят, что правильность многоугольника - доста

точное, но необходимое условие, для того чтобы около не
го можно было описать окружность. Это означает, что 

u 

если многоугольник - правильныи, то около него можно 

описа~ь окружность, но неверно, что если он неправиль

ный,· то около него нельзя описать окружность (сущест
вуют и неправильные многоугольники, около которых мож

но описать окружность). 
Если обозначить через · р высказывание «многоуголь-

u 

ник - правильныи» и через q высказывание «около много-
угольника можно описать окружность», то выражение «р 

достаточное, но не необходимое условие для q» означает, 
что истинно высказывание 

(р===> q) р=> q, или (р => q)pq. 

Необходимое и достаточное условие в математике час

то называют признаком. 

Признак обычно формулируется с помощью слов «необ
ходимо и достаточно», или в виде эквиваленции, которая, 
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как известно, nредсtаt1има в виде конъюнкции двух им

пликаций. Одна из этих импликаций выражает теорему, до
казывающую необходимость признака, другая выражает 
теорему, доказывающую достаточность признака. 

Например, признак перпендикулярности двух плоскос
тей: «Для того чтобы две плоскости были перпендикуляр
ными, необходимо и достаточно, чтобы одна из них про-

u 

.ходила через прямую, перпендикулярную другои» может 

быть сформулирован и так: «две плоскости перпендику
лярны, если и только если одна из них проходит через 

u 

прямую, перпендикулярную другои», т. е. в виде эквива-

ленции 

а J_ р <~> (3а) (а*а /\а J_ р]. 

Но эта эквиваленция равносильна конъюнкции двух 
u 

импликации: 
-

(a _r Р=>(3а) [a*a/\aj_p]) /\ ((3а) [a*af\al_PJ-==-> 
==~а J_. р), 

первая из которых выражает теорему, доказывающую не

обходимость nризнака, вторая - теорему, доказывающую 
его достаточность. 

Упражнения 

151. В чем сущность ошибок в нижеследующих определениях: 
а) Параллелограмм есть многоугольник, у которого противопо

ложные стороны попарно параллельны. б) Параллелограмм есть че~ 
тырехугольник, у которого противоположные стороны попарно па· 

раллельны и равны. в) Параллельными называются прямые, не имею~ 
щие общей точки. г) Прямоугольник есть четырехугольник с равными 
диагоналями. д) Иррациональными называются такие числа, которые не 
являются рациональными. е) Квадрат, сторона которого равна какой-ни
бу дь линейной единице, называется квадратной единицей. ж) Пира-

u u 
мида называется правильнои, если в et; основании лежит правильныи 
многоугольник. з) Подобными называкtrся такие многоугольники, ко
торые имеют одинаковую форму. 
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152. Записать все возможные обратные предложения для каждого 
из нижеследующих: 

а) Р1Р2Рз => q; б) Р1 V Р2 V Рз ==> q; в) Р1Р2 ==> Q1Q2; г) Р1 V 
V Р2 ==> Q1Q2; д) Р1Р2 => Q1 V Q2; е) Р1 \/ Р2 ==> Q1 V Q2· 

153. Для каждой из нижеследующих геометрических теорем пос
ле записи ее в виде формулы на логико-математическом языке запи
сать все обратные предложения и выяснить, какие из них являются 
теоремами (элементарной геометрии): 

а) Если две прямые параллельны, то всякая плоскость, пересе
кающая одну. из них, 'пересекает и другую. б) Если прямая а не ле
жит в плоскости а и параллельна какой-нибудь прямой Ь, лежащей 
в плоскости а, то прямая а параллельна плоскости а. в) Если две 
плоскости перпендикулярны одной и ·той же прямой, то эти пло
скости параллельны. г) Если целое число делится на 15, то оно ·д~-
лится на 3 и делится на 5. . 

154. Доказать, что предложение, противоположное любому из 
обратных по отношению к предложению 

п 

/\ Pi => q 
l = 1 

(любое из контрапозитивных), рав.носильно данному предложению. 
155. Вместо точек в нижеследующих предложениях поставить од

но из выражений «необходимо, но недостаточно», «достаточно, но 
не необходимо», «Необходимо и достаточно» так, чтобы получилось 
истинное высказывание: . 

а) Правильность многоугольника . . . . . . t для· того чтобы 
около него можно было описать окружность. б) Равенство суммы про
ти13оположных углов четырехугольника 180° . . . . . . , для того 
чтобы около четырехугольника можно было описать окрул<ность. 
в) Правильность многоугольника основания . . . . , для того чтобы 
пирамида была правильной. г) Правильность многоугольника основа
ния и прохождение высоты через центр основания . . . . . . , для 
того чтобы пирамида была правильной. д) Для того чтобы 
(а +ь) : с . . . . . . , чтобы а ; с и Ь : с (знак : обозначает отно
шение «делится на»). е) Для того чтобы аЬ : с . . . . . . , чтобы 
а : с. ж) Для того чтобы аЬ : с . . . . . . , чтобы а : с или Ь : с. 
з) Для· того чтобы ":::. а - !_ ~ . . . . , чтобы sin а = sin ~- и) а 11 Ь 
и Ь 11 с . . . . , для того чтобы а 11 с. Записать высказывания д) -
и) в виде формул на логико·математическом языке. 
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156. Каждый из нижеследующих признаков записать в виде эк-
u 

виваленции и в виде конъюнкции двух импликации, указав, какая из 

этих импликаций доказывает неооходимость, какая - достаточность 
признака: 

а) признаки подобия треугольников; О) признаки делимости на 2, 
3, 4, ~ 5, 6; в) признак параллельности двух плоскостей; г) признак 
перпендикулярности прямой и плоскости; д) признак перпендикуляр
ности двух плоскостей; е) признак наличия вещественных решений 
квадратного уравнения. 

§ 22. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА 

22.1. Доказательство. Слово «доказательство», как и 
слово «рассуждение», применяется в обыденной речи в 
весьма широком (и недостаточно уточненном, расплывча-
том) смысле. . 

ГоворЯ «математическое доказательство», мы имеем в 
~ u 

виду доказательство математических предложении, или, 

точнее, доказательство предложений какой-нибудь матема-
u 

тическои теории. 

Дальше будем пользоваться термином «доказательство» 
в смысле «математическое доказательство». 

Из сказанного ясно, что о доказательстве имеет смысл 
говорить JJИШЬ в рамках какой-нибудь математической 

. теории. 
· Мы различим формаль"Ное и неформальное (содержа
тельное) доказательсщва, применяющиеся соответственно в 
формальных и содержательных матеl\Jатических теориях. 

Так как обычно математические теории вообще строятся 
как содержательные теории (формальные теории строятся 

u 

лишь для специальных целен, в частности для исследова-
u 

ния самого построения математическои теории и связан-

ных с этим построением проблем), то обычные доказа
тельства строятся как содержцJГельные (неформальные) 
доказательства, в которых используются обычные рассуж-
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дения и правила логического вывода не фиксируются. 
Однако и эти, обычные, доказательства могут быть не
сколько уточнены на базе строгого понятия формального 
доказательства (или вывода). 

· 22.2. Формальное и содержательное доказательства. 
Пусть некоторая формальная математи~еская теория по
строена на базе логики предикатов (пример .такого построе
ния кратко описан выше (21.3)). 

Доказательство предложения этой теории понимается 
как вывод этого предложения из аксиом, рассматриваемых 

как посылки, и определяется следующим образом: 
Доказательством предложения (-теоремы} Т называет

ся конечная последовательность предложений (данной тео
рии) ср1 , ср2, ••• , CJ>n, удовлетворяющая следующим условиям: 
1} каждое предложение cpi последовательности или аксио-

u 

ма, или получается из предшествующих предложении по 

какому-либо из правил вывода (логики предикатов), 
2) последнее предложение последовательности CJ>n есть Т. 

Ввиду того что в соотве_тствии с этим определением 
формальные доказательства являются очень длинными (со
стоят из большого числа предложений}, их сокращают 
(уменьшают число составляющих доказательство предло
жений), допуская в" качестве посылок наряду с аксиомами 
и ранее доказанные, теоремы (рдт) и определения (о). 

Приведем в качестве примера формальное доказатель
ство теоремы о трех перпендикулярах (см. рис. 34) 

АВ.1-а А а*а /\ aj_BC===>a.1-AC. 

Обозначим множество аксиом, ранее доказанных тео
рем и определений элементарной геометрии через Г. 

Тоrда нам необходимо построить вывод указанной тео
ремы из совокупности посылок Г, т.- е. 

Г r- АВ _L а /\ а * а /\ а J_ ВС ==-1> а _L АС 

185 



или, .используя т Д, 

Г, АВ J_ а !\ а * а !\ а J_ ВС r- а J_ АС. 

Доказательство 

1. АВ J_ а /\ а* а /\ а J_ ВС; 1. ri; 
2. АВ J_a А а-~а; 2. YK(l); 
3. АВ J_ а А а* а ===> а J_ АВ; 3. п (о); 

1 ' 

А 

рис. 34 

4. aj_ АВ; 4. пз (3, 2); 
5. aj_ ВС; 5. УК (1); 
6. а J_ АВ ;\ а J_ ВС; 6. вк (4, 5); 
7. а J_ АВ ;\а J_ ВС=> а J_ AIJC; 7. п (рдт); 

8. aj_ АВС; 8. пз (7, 6); 
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9. А -7<-АВС; 
10. С*АВС; 
11. А* АВС /\ С* АВС; 
12. А*АВС /\ С*АВС===> АС*АВС; 
13. АС*АВС; 
14. а J_ АВС /\АС* АВС; 

15. aj_ABC /\ AC*ABC==>aj_AC; 
16. ·а J_ АС; 

9. п (о); 

10. п(о); 

11. ВК (9, 1 О); 
12. п (аксиома); 

13. пз ( 12' 11 ) ; 
14. ВК(8, 13); 
1~. п (о); 
16. пз (15, 14). 

Отметим, что по существу, так как эта теорема пред" 
ставляет собой общее предложение, АВ, а, а, АС должны 
рассматриваться как переменные и формула, выражаю
щая эту теорему, должна начинаться с кванторов общности 
(V АВ, а, а, .АС). Поэтому к доказательству добавятся 
еще две строки: сначала мы должны освободиться от кван
торов, используя ВЛ, а в конце - ввести кванторы, исполь-
зуя вко. . 

Приведем теперь доказательство этой же теоремы в 
обычной, словесной (неформал·ьной, содержательной) форме: 

«Так как АВ J_ а и а* а, то а J_ АВ (по определению 
перпендя:кулярности прямой и плоскости). Из того, что 
а J_ АВ и а J_ ВС (по условию) следует, что а l_ АВС (по 
прИзнаку перпендикулярности прямой и плоскости), так 
как АВ и ВС- пересекающиеся (имеют общую точку В). 
Из того, что а l АВС и АС* АВС (так как две точки АС 
лежат в плоскости АВС) следует, что а ~L АС (по опре
делению пеnпендикулярности прямой и плоскости).» 

Анализ этого «словесного доказательства» показывает, 
u 

что оно состоит по существу из трех предложении, вхо-

дящих в приведенное выше формальное доказательство 
этой же теоремы под номерами 3, 7 и 15. 

Таким образом, обычное, содержательное, доказатель ... 
ство. теоремы о трех перпендикулярах (если и в нем ис-
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. 
пользовать логико-математический язык) запишется в трех 
строках: 

1 (3). <L4B J_ а А а* а ==> а J_ АВ (по определению); 
2 (7). а 1.'АВ /\а J_ ВС=> а J_ АВС (по признаку пер- ; 

пенДикуЛярности прямой и плоскости); 
3 (15). а J_ АВС /\АС* АВС =>а J_ АС (по опреде

лению). , 
(В скобках указаны номера предложений в формальном , 
доказаrельстве.) .' 

Сопоставление формального и содержательного дока-
0 о 

зательств однои и тои же теоремы показывает, что по-

следнее представляет собой определенным образом сокра
щенное формальное доказательство (не высказываются в · 
явном виде все посылки, отдельные однотипные шаги 

объединяются, не· фиксируются используемые правила вы
вода, некоторые шаги, как, например, удаление или вве

дение конъюнкции, опускаются и т. п.). 

С другой стороны, содержательное доказательство пред- ' 
ставляет собой обычное, заслуживающее доверия, рассуж- · 
дение, указывающее лишь на существование формального .' 
доказательства и подсказывающее путь его построения. 

22.3. l(освенное доказательство. В математике часто ; 
используются различные варианты косвенного доказатель- = 

ства · (известного из школьного курса под не совсе~ удач-:,, 
ным названием доказательства способом сот противного»). : 

Рассмотрим логические основы косвенного доказатель-:- ~; 
ства. ~ 

Косвенное доказательство некоторой теоремы Т состо-
ит в том, что исходят из отрицания Т, называемого до-~ 
пущением косвенного доказательства (дкд), и выводят из 
него ложное заключение. Это выведение называется «при.-, 
ведением к нелепости», или «Приведением к абсурду» (ла-). 
тинское название «reductio ad absurdит»). Наиболее рас-_' 
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пространенным случаем «приведения к абсурду» является 
выведение логического противоречия. · 

Противоречием в косвенном рассуждении .может слу--
жить любая конъюнкция типа rr (тождественно-ложная). 

Основная форма косвенного доказательства начинается 
- -

с Т и оканчивается предложением типа rr (в частности, r 
может быть аксиомой или ранее доказанной теоремой, 

- -
а рассуждение приводит к r, и следовательно, к rr (ВК)). 

В зав~ршение такого доказательства обычно говорят: 
«полученное противоречие доказывает .. теорему» . 

Выясним точный смысл этих ·слов., 
" $- • 4 • • 

Пусть Г - множество. пасыцок, · ,вкJiю_9:ающее аксиомы, 
определения и ранее доказаннЬJ:е :rеоремы теории, на язы

ке которой выражено :и. доказываемое предложение Т, а 
также все общезначимые формулы логики предикатов (ес
ли речь идет о формальной теории). Тогда косвенн_9е до-
казательство представляет собой вывод Г, Т ~ rr, где 

'€ г, или, используя ТД, г 1- Т-=> rr~ 
. -- -

Так как rr тождественно-ложно, то rr общезначимо, 
--

т. е. являет~я посылкой (rre Г), и после получения про~ 
тиворечия rr мы можем дополнить доказательство еще 

тремя строками, доведя его до вывода Т следующим об· 
разом: 

1. Т; 
• • • • • • 

п. rr; 
- -

п + 1. Т=> rr; 
--

п + 2. rr; 
п + 3. Т; 

1. дкд; 
• • • • • • 

п. вк (k, l); 

п+ 1. ТД(l, п); 

п + 2. п; 
п + 3. ПО (п + 1, п + 2). 

189 



Таким . образом, точный смысл слов «полученное про . 
тиворечие доказывает теорему» состоит в возможност :· 
достраивания доказательства после получения противоре

чия до вывода доказываемого предложения Т. 
Так как в математике доказываемое предложение очень. 

часто имеет вид импликации р- q, то допущением ко-. 

свенного доказательства в таком случае будет р=> q, иJiи,. 
равносильное предложение Pq. 

Приведем пример. Допустим, что а, Ь, с - различные 
прямые на пло<;,Кости, и мы хотим доказать предложение 

190 

Р= q:a\tcl\ bllc= al\b. (1)·. 

Косвенное доказательство начинается с допущения: 

pq: а 1\ с!\ Ь 11 с/\ а 11 Ь. 

Из этого допущения, применяя УК, получаем 

р: а 11 с;\ Ь 1\ с 
и 

q:a\(b. 
. 

Из определения параллельных прямых получаем 
1 

-
q==>r:a\lb=> (3С) [С*а, Ь]. 

Из (4) и (5) по ПЗ получаем 

r : (3С) [С* а, Ь 1; 
Из (3) и (6) по ВК: 

pr: а 11 с А Ь \1 с/\ (3С) [С* а, Ь]. 

Из аксиомы параллельных ~ледует 
t 

Р,: а 11 с ЛЬ \1 с;\ (3С) [С* а, Ь].°"''~ 

(2)' 

( 4) ~~ 

(5)-~ 

(6) 

(7) 

(8) 



Наконец, из (7) и (8) по ВК получаем противоречие 

pr pr, 

которое и доказывает теорему*. 
Часто при косвенном доказательстве предложения р ==> 

- -
===> q, исходя из pq, выводят р. Дальше можно различ-
ными способами вывести доказываемое предложение р==> q: 

-
во-первых, получением противоречия рр, которое и «до-

казывает теорему» (в уточненном выше смысле этих слов). 

Во-вторых, выводом контрапозитивного предложения q ==> 
- р. 

В последнем случае после получения р доказательство 
завершается следующим образом: 

1. pq; 
-2. q; 

• • • • • • • 

п. р; 

-
п + 1. q :== > р; 
п + 2. р=> q; 

1. дкд; 

2. YK(l); 
• • • • • '1 • 

п. . . . ; 
n+ 1. ТД(2, п); 
п+2.ПК(п+l). 

Сравним два варианта косвенного доказательства теоре
мы p~>q: L 1 == L 2=>aflb (рИt. 35). 

Первые· шесть шагов являются общими для обоих ва
риантов: 

1. pq: L 1 . L 2 /\ а 11 Ь; 1. дкд; 
--

2. q: а \1 Ь; 2. УК (1); 

* Здесь приведено лишь описание косвенного доказательства, 
но не построено само это доказательство в виде формального вывода, 
содержащего большое число шагов. 
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3. р: L 1 = L 2; 3. УК (1); 

4. q=>r:a1lb==>(3C)[C*a, Ь]; 4. п(о); 

5. r : (3С) [С* а, Ь]; 5. пз (4, 2); 

6. р: L 1 ==F L 2; 6. п (из 5 по рдт*). 

Рассмотрим два различных продолжения этого дока

зательства: 

рис. 35 

а) Использование про1Иворечия: • 

-7. рр: L 1 = L 2 А L 1 =#= L 2; · 7. ВК (3. 6); 
-

8. iP: L 1 = L 2 /\ L 1 =f=. L 2; 8. п (общезначимо); 
- -

9. pq==>pp: L 1 = L 2Ла 11 Ь=> 
LI = L2ALl==FL2; 9. тд (1,7); 

* Здесь используется теорема о &нешнем угле (1 или 2) треуголь
ника (АВС). 
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~ ·- . 

10. р(/: L 1 ~ L 2(\а 11 Ь; 10. по (9,8); 
. 11. p===>q: L 1 == L2-==::,..a 11 Ь; · 11. (из 10 PQ=P=>q) . 

б) Использование контрапозитивного предложения: 

7'~ q=>p:aab=>L1i=L2; 7'. ТД(2, 6); 
8'. fl=>q: L 1 = L2=>a 11 Ь; 8'. ПК(7'). 

Как видно, контрапозитивная форма косвенного дока~ 
зательства наиболее простая. 

Имеется ряд специальнь~х форм косвенного доказатель-· 
ства, одна из которых рассматрив~ется ниже. 

22. 4. Доказательство методом исключения. Эта специальная фор
ма косвенного доказательства состоит в следующем. 

Допустим, что нам нужно доказать предложение p=>q1, т. е. 
доказать, ЧТО Ггр->q1, или, ис~ользуя тд, r, РГQ1· 

Наряду с заключением q1 рассматриваются все остальные возмож
ности q2 , q3 , ••• , Qп, т. е. такие, что дизъюнкция Q1VQ1Vq3V 
V ... Vqn принадлежит к посылкам (т. е. является аксиомой, или 
определением, Или ранее доказанной теоремой). Затем доказывают, 
что каждая из остальных возможностей q2 , q3 , • " • ,qn ведет к про-
тиворечию, и таким образом получаiот q2 , %, .. . ,qn, [а следова.:. - - -
тельно, конъюнкцию q2 q3 • • .qn, или равносильное предложение 

Q2VQaV • • ·VQп· 
Из Q1VQ1VQзV " • ·VQп и q2VQ1V •• • \/qn, применяя lYдt 

получаем q1 • 

В качестве иллюстрации метода исключения опишем доказатель
ство этим методом теоремы: «~с~и любая плоскость, пересекающая 
прямую а, пересекает и прямую Ь, то эти прямые параллельны», т. е. 

r г p==>q1: r r- (уа) [ах а=:=>а х bj =>а 11 ь 

или, используя тд, 

Г, Р.АГ Q1:Г, (ya)faXa-:>a Х b}l-alf b. 

Исходим из формулы 

Q1Vq2Vqa:a11 Ь Va.x ЬVалЬ, (1) 
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как приttадлежащей t (рдt) ( х и А. оdозначают соотвеtствеttно 
отношения пересечения и скрещивания). 

Допущен.не q2;a Х Ь приводит к 

а Х Ь= (3а) [а Х а(\а Х Ь] 

(достаточно провести произвольную плоскость а через Ь, отличную 
от плоскости, определяемой пересекающимися прямыми а, Ь) или 

так как (3а) [а Х а(\а Х Ь] = (va) [а Х а==>а Х Ь], 

q2==>p:a Х Ь==> (Vci)fa Ха >а Х Ь]. 
-· 

Из q~==> р и р по ПО получаем 

q2:a Х Ь. 

Аналогично, допущение q8:алЬ приводит к 
- -

(2) 

(3) 

Q.->p:aл.b==>(va) [а х а.:=>а х Ь] (4) 
. 

(достаточно ч~рез Ь и какую·нибудь точку прямой а провести плос· 
кость а). _ 

Из (4) и р по ПО получаем 
--
q3:ал.ь. (5) 

Из (3) и ( 5) по ВК получаем 
. - -

q" Qз: а Х Ьf\ал.Ь, . ' 

или равносильное предложение 

Q2 v q3: а х ьv·а л ь. ' ( . (6) 

Из (1) и (6) по Уд получаем 
q1:a 11 Ь. 

Если заменить доказываемое предложение равносильным ему кон
трапозитив ным предложением, то может быть построено доказатель
ство «по случаям». 

Вместо теоремы (va) [а Х а->а Х bJ==>a 11 Ь доказываем кон
трапозитивную а 11 Ь ==> (3а) [а Х а(\а Х Ь]. 

Используя ТД, нам достаточно доказать, что 
f 

Г, ih.1-,0:r, а 11 Ь t--(3a) [ах а/\а х Ь]: 
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1. Q1\/q2Vq3:a11 ЬVа х ЬVалЬ; .1. п (рд~); 

2. q1:a 11 Ь; 2. п; 

3. Q2Vqз:a х Ь\jал_Ь; 3. УД (1 t 2); 

4. q2=>p:a Х b=>(ga) [а Х af\a Х bJ; 4. п (рдт); 

5. q3=>P: ал_Ь=>(Еа) [а Х а(\а Х bJ; 5. п (рдт). 

6. q2Vq3=>P:a х ЬVал.Ь=>(3а) [ах af\a х bJ; 6. до (4. 5);* 

7. р:(3а) [а Х af\a Х bj; 7. пз (6. 3). 

22. 5. Доказательство методом математической индук
ции. Метод математической индукции - специальный ме-

u 

тод доказательства, применяющиися к предложениям. типа 

(1) 

т. е. к предложениям, выражающим некоторое свойство Р, 
присущее любому натуральному числу п. 

Ввиду тог<;>, что непосредственная проверка наличия этого 
свойства у любого натура~ьного числа невозможна из-за 
бесконечности множества N, поступают так: устанавлива
ют наличие этого свойства Для п = 1 и доказывают, что 
из допущения о наличии его для п = k, где k·- произволь
ное натуральное число, следует наличие этого свойства 
и для п = k + 1, т. е. ·для числа, «непосредственно 
следующего за k». После этого заключают об истинности 
предложения (1), т. е. о том, что свойством Р обладает 
любое натуральное число. 

Выясним логическую структуру доказательства мето-
, u 

дом ~атематическои индукции. 

* Переход 5-6 требует применения правила · вывода 
q>1==>'Ф, ч>2=>'Ф 

V _ "1, , которое мы назвали ДО - диз'llюнкция оснований; 
<1'1 <1'2-> ..... 

законность этой схемы вывода обосновывается тем. что f-(q>1=>'Ф)/\ 
л ( <1'2- > 'Ф)= >( <1'2 \/ ч>2= > 'Ф) . 
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• 

Формальной основой этого метода служит одна из 
/ 

аксиом, характеризующих структуру, наделяемую множе-

ство N отношением «непосредственно следует за». 
J 

В множестве N выделяется элемент, называемый еди-
ницей и обозначаемый 1, и вводится двуместный предикат 
«У непосредственно следует за х», который мы обозначим , 
у= х. 

Структура [N'] характеризуется следующими аксиома
ми (в записи аксиом буквы х ,у используются в качестве 
переменных для элементов из N): 

а. 1. (ух) (1 = х') 
( 1 непосредственно не следует ни за каким натуральным 
числом); 

а. 2. (ух) (3у) [у= х'] 

(для всякого натурального числа существует непосре~
ственно следующее за ним натуральное число); 

а. 3. (ух) (уу) [х === У=>х' = у'] 
(для всякого натурального числа не существует более 
одного непосредственно ·следующего за ним натурального 

числа); 

а. 4. (ух) (уу) [х' = у'=>х =у] 
(всякое натуральное число непосредственно следует не 
более чем за одним натуральным числом); 

а. 5. P(l) /\(ух) [Р(х)=>Р(х')]=>(уу) Р(у) 
(если·· 1 обладает некоторым свойст,вом Р и для всякого 
натурального числа из того, что оно обладает этим свой
ством, следует, что и непо~редственно следующее за ним 

натуральное число обладает им, то всякое натуральное 
число обладает свойством Р). * 

, 
* Система аксиом а.1 - а.5 была Предложена итальянским мате

матиком и логиком Дж. Пеано в 1891 г. 
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Аксиомы а. 1 - а.5 характеризуют множество N на
туральных чисел только с точки зрения отношения не

посредственного следования. На базе этого отношения 1 

могут быть введены операции сложения и умножения с по
мощью специальных аксиом, одна из которых устанавли

вает, чтq х' = х + 1. 
Аксиома а.5, ~ называемая аксиомой математической 

индукции, выделяется среди аксиом a. l - а.5 своей слож
ной логической структурой и тем, что в ее записи содер
жится предикатная переменная Р. Формула (а.5) пред
ставляет собой высказывательную форму (выражает логи
ческую функцию), обращающуюся при подстановке вместо 
Р любого его значения (названия конкретного свойства) 
в истинное высказывание (поскольку принимается за ак
сиому). Поэтому по <;уществу а.5 представляет собой схе
му аксиом, из которой при различных значениях преди
катной переменной Р получаются конкретные аксиомы. 

Схема а.5 нам. подсказывает метод доказательства пред
ложений, выражающих свойства натуральных чисел: ес
ли нам нужно доказать предложение (VY) Р° (у), где у -
переменная для натуральных чисел («всякое натуральное 
число обладает свойством Р°» ), достаточно установить 
истинность вь1сказывания Р° ( 1) ( « 1 обладает свойством 
Р°») и доказать, что (V х) [Р° (х) -==-> Р0 (х')], т. е. для вся
кого х, если х обладает свойством Р°, то этим свойством 
обладает и число х', непосредственно следующее за х. 

Получается следующая схема доказательства методом 
математической индукции: 

1. Р0 
( 1); 

2. (Vx) [Р° (х)=> Р0 (х')]; 
3. P°(l) !\ (vx) [Р0 (х)==> 

=> Ро (х')] => (VY) [Р°(у)]; 

1. устанавливается про
. веркой; 

2. доказывается; 
3. из ~ а.5 подстановкой 

Р0 вместо Р; 
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4. P'(l) /\ (ух)[Р(х)=> 
=r> Р' (х')]; 

5. (уууро (у); 

4. вк (1, 2); 

5. пз (3, 4). 

Проиллюстрируем метод математической индукции на 
простом_ («школьном») примере: 

(ух)Р0 (х):(ух)[1+_2+з+".+х= x(xil)} 
Таким образом, 

по ( ) . x(x+l) 
r х .1+2+з+ ... +х= 2 • (1) 

Подставив 1 вместо х в (1), получаем 1 = 1~2 , т. е. 
Р0 (1)- истинное высказывание. Пусть теперь (1) верно 
для произвольнс;trо, но фиксированного х. Докажем. что 
оно верно и для х', т. .е. что " 

1 + 2 + 3 + ... + х' = х' (х'2 + l) • 

Действительно, 

1 + 2 + 3 + ... + х + х' = ( 1 + 2 + 3 + ... + х) + х'; 
= х(х: 1) + х'; 

хх' + 2х' ----· 
2 ' 

х' (х + 2) • =----2 ' 
х' ( (х + 1) + 1) . 

2 ' 
х' (х' + 1) ____ .....__, 

2 . 

Таким образом, мы доказалw истинность импликации 
Р°(Х);;;;;;> Р° {х')' для всякоrо·х, т. е._(ух)[Р0 (х)==> Р0 (х')]. 
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Дальше, следуя приведенной выше схеме (обычно при
менs;~емой в неявном виде), получаем (уу) Р0 (у), или, пе
реименовав переменную, (V х) Р° (х). 

Упражнения 

157. Исходя из известного· содержательного доказательства, по
строить формальное доказательство теоремы: 

а) Диагонали параллелограмма делятся точкой пересечения попо-. 
лам. б) Средняя арифметическая двух неравных цоложительных чисел 
больше их среднего геометрического. в) Если одна из двух параллель
ных прямых перпендикулярна некоторой плоскости, то и вторая пря
мая перпендикулярна эrой же плоскости. г) Если одна из двух па
раллельных плоскостей перпендикулярна некоторой:прямой, -то и вто-
рая плоскость перпендикулярна этой прямой. . 

158. Провести логический анализ косвенного доказательства (по-
добно проведенному выше (22.3 - 22.4)) теоремы: · 

а) Обратной теореме Пифагора. б) Если прямая вне плоскости па
раллельна какой-нибудь прямой на плоскости, то она параллель~а и 
плоскости. в) Не существуеТ' рационального числа, квадрат которо
го равен 2. r) Если две плоскости параллельны, то они пересекаютс~ 
любой третьей плоскостью (непараллельной им) по параллельным пря
мым. д) Если две плоскости перпендикулярны одной прямой, то эти 
плоскости параллельны. 

159. Провести логический анализ (показать осуществление схемы) 
доказательства методом математической индукции следующих предло-

0 

же нии: 

а) (ух€ N) [l + 3 + 5 + ... + (2х - 1) = х2]; б)-(vх € N) [12 + 22 + 
2 х (х + 1) (2х + 1) ] . + ... +х = 6 ; в) <vxe_N)[x>2=>2x>xJ. 

§ 23" ЭRВИВАJIЕНТНОСТЬ И ПОРЯДОК 

Особую роль в математике играют бинарные отноше
ния двух типов: отношения эквивалентности и отноше

ния порядка. 
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. 
23~1. Отношение эквивалентности. Рассмотренное нами 

(гл. 3, 17.3) отношение равенства, понимаемое в смысле 
совпадения, обладает свойствами': 

а) рефлексивности 

(ух) [х = х]; 

б) симметричности 

(ух) (ItY) [х = У=> у== х]; 
в) транзитивности 

(ух) (V:Y) (yz) [х =у А у= Z=> х ~ z]. 
. 

В мат~матике встречается много примеров бинарных 
отношений такого типа, т. е. обладающих такими же свой
ствами. 

Например, отношение подобия геометрических· фигур 
тоже является рефлексивным: (у F) [F С\? FJ, симметрич_
ным: (yF1) (VF2) [F1 =" F"=> F2 С\? F1] и транзитивным: 
(yF1) (yF2) (уFз) [F1 r.\:) F2 л F2 С\? Fз => F1 ~ F3]. 

Другим примером рефлексивного, симметричного и тран
зитивного отношения является отношение «Х сравнимо с у 

по модулю m», определенное на множестве С2 всевозмож
ных пар целых , чисел следующим об~азом: «Х сравнимо 
с у по модулю т, если и только если при делении на 

т (m_e N) числа х и у дают один и тот же остаток». Это 
отношение обозначается символом х=:=,у (mod т) или, крат
ко, х ==у, если всюду в записях и~еется в виду ~дин и 

тот же модуль т. 

Из определения этого отношения непосредственно сле
ду~т eFo рефлексивность; симметричность и транзитивность. 

Эти и другие, подобные им (обладающие такими же 
свойствами), .бинарные. отношения являются примерами от
ношения ~мивалеюпности~ , которое определяется· этими 

tJ 

своиствами., · 
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Определение. Всякое рефлексивное, симметрttчное и 
транзитивное отношение, определенное на множестве М2 

всевозможных па,р элементов некоторого множества М, 
называется отношением эквивалентности. 

Необходимо отметить, что элементы множества М, на
ходящиеся в отношении эквивалентности, вообще не сов" 
падают всеми своими свойствами (совпадение является 
частным случаем эквивалентности). 
· Например, в подобных фигурах совпадает лишь фор

ма (величины углов, отношения сторон), но различны их 
размеры. Сравнимые по модулю т числа вообще различны, 
совпадают лишь их остатки от деления на т. Отношение 
равносильности уравнений (или неравенств) тоже являет
ся отношением типа эквивалентности. Но равносильные 
уравнения (или неравенства), н~пример, уравнения 

х2 -Зх+2=0 (1) 
и 

(х - 1) (х- 2) =О, (2) 

рассматриваемые на множестве D, не совпадают, они име
ют различную структуру, совпадают лишь их· множества 

решений (области истинности определяемых уравнениями 
(1) и (2) предикатов): 

М[х2 -Зх+2=0]=М[(х-l)(х-2)=0]= {1, 2}. 
х х 

Всякое отношение типа эквивалентности, определенное 
на М2, разбивает множество М на классы, называемые 
классами эквивалентности. 

Рассмотрим пример. Пусть ·отношение «х сравнимо с у 
по модулю 3» - х::::::;: у (mod 3) - определено на множестве 

N~ всевозможных пар целых неотрицательных чисел,, т. е. 
2 

(х, у)е N 0 • 
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Если взять любое число из N0 и разделить · на 3, по 
лучим в качестяе остатка какое-нибудь число из множест 
ва В8 = {О, 1, 2,} . 

КаЖдому элементу rеВз соответствует класс чисел и 
N0 , дающих при делении на 3 остаток r. Рассматриваемо 
отношение разбивает множ.ество N0 на 3 класса: 

1. {х0 } - класс ,чисел, дающих при делении на 3 оста 
ток О, или кратных 3. Очевидно, что переменную х0 дл 
таких чисел можно представить в виде 3k, где 'Jг€N0, т. е.·. 
{х0 } = {3k}. 

2. {х1 } - класс чисел, дающих при делении на 3 оста
ток 1. Очевидно, что этот класс можно представить так: 
·{х1 } = {3k + 1 }. 

3. {х2 } - класс чисел, дающих при делении на 3 оста
ток 2. Очевидно, что этот класс можно представить так: 
{х2 } = {3k + 2}. 

Действительно, 

и 

{3k}U{3k + l}U{3k + 2} = N0 

{3k + i}n{3k + j} = 0, 
где i, iеВз и i =F j. 

Нетрудно заметить,. что это разбиение множества н0 · 
на классы характеризуется следующими двумя свойства- , 
ми: ~) всякие два числа, принадлежащие одному классу, 
сравнимы по модулю 3 и б) всякие два числа, принадле
жащие различным классам, несравн~мы по этому модулю".~ 

Разбиение множества на классы эквивалентности часто · 
используется в математике для образования новых поня- ~ 

v 
тии. 

Приведем пример. 
Построение теории рациональных чисел, известное под . 

названием «теории пар», основаIJО на разбиении множест· . 
ва С Х (С"' {О}) на классы эквивалентности. 
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В множестве СХ(С" {0}), т. е. между парами (х,'.у), 
r де хеС и уеС" {О}, вводится отношение R следующим 
образом: 

(х1, Y1)R(x2, У2) = Х1У2 = У1Х2· 
Df 

Легко устанавливается, что R - отношение эквивалент
ности. 

Действительно, это отношение: 

а) рефлексивно, т. е. (v(x, у)) [(х, у) R(x, у)], так как 
ху =ух; 

б) симметрично, т. е. (V(X1, У1), (х2, У2)) [(x1,Y1)R(x2, 
У2)=> (..t2, Y2)R(x1, У1), так как Х1У2 = У1Х2==> Х2У~. · 

в) транзитивно, т. е. (V(X1, У1), (х2, У2), (хз, Уз)) [(х1, 
Y1)R(x2, У2) Л (х2, У2)R(хз, Уз)-= (х1, У1)R(хз, Уз)], так как 
Х1У2 = У1Х2 /\ Х2Уз = У2Хз== Х1Уз == У1Х3 . 

. 
Таким образом, отношение R разбивает множество 

Сх( С" {О}) на классы эквивалентности. Каждый из этих 
классов называется рациональным числом. 

Например, пары (1, 2), (2; 4), (3, 6), ... принадлежат 
одному классу, одному рациональному числу а= {(1, 2), 
(2, 4), (3, 6), ... } (все эти пары эквивалентны в указан~ 
ном выше смысле). 

1 2 3 
Обычно эти пары записывают так: 2 , 4 , 6 , ~ .. и назы-

вают дробями, эквивалентность пар называют равенством 
дробей, а класс эквивалентности для упрощения заменяют 
каким ... нибудь элементом («представителем») этого класса, 
чаще всего наиболее простым (несократимой дробью), на ... 
зывая его рациональным числом. 
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Такое. упрощение допустимо, так как рациональное 
число, как класс эквивалентности, однозначно. опреде

ляется любым элементом этого класса, а операции над 
рациональными числами, как над классами пар, опреде· 

ляются через операции над «представителями» этих клас" 
u 

сов так, что результаты этих операции не зависят от вы-

бора представителей. 
23.2. Отношение порядка. Рассмотренное нами (гл. 3, 15.2) 

отношение х < у является: 
а) антирефл~ксивным, т. е. (ух) [х < х]; 
б) антисимметричным, т. е. (ух) (уу) [х <у=> у_< х]; 

в) транзитивным, т. е. (ух) (уу) (yz) [х <у Л у< z ==> 
=>Х <z). 

Эrими же свойствами обладает и отношение строгого 
включения между множествами: 

а) (уХ) [Х сХ]; 

б) (уХ)(уУ)[ХсУ=~У сХ]; 
в) (уХ) (у У) (yZ) [Х с ул у с z => х cZ]. 

Эrи ~ подобные им (обладающие такими же свойства
ми) отношения являются примерами отr-~ошения порядка. 

Общее отношение порядка (в указанном смысле назы
ваемое также ·отношением сп~рогого порядка) «Х предшест
вует у» можно определить следу~щим образом. 

Определение. Всякое антирефлексцвное, антисиммет
ричное и транзитивное бинарное отношение, определенное 
на множесп~ве М2 всевозмо31сных rшр элементов некоторо
го множества М, называется отношением порядка (или 
строгого порядка). 

Если отношение порядка «Х предшествует У» обозна
чить хРу, то ·характеризующие ~его свойства запишутся 
так: 
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(ух) [хРх]; (а) 

. (ух) (уу) [хРу => уР х]; (б) 
· (ух) (УУ) (yz) [хРу /\ yPz=> xPz]. (в) 

Мы говорим, что некоторое множество М упорядочено 
отношением Р, если, кроме (а) - (в), в нем истинно и вы
сказывание 

(ух) (уу) [х = у=> хРу V уРх]. (г) 

Отношение порядка в широком (нестрогом) смысле не 
исключает равенства. Примерами· такого отношения яв
ляются х ~у, х ?;;- у, х ~У. 

Отношение порядка в широком смысле в отличие от 
отношения строгого порядка является рефлексивным. На
пример, отношение х ,<( у характеризуется следующими 

о 

своиствами: 

(ух) [х ~ х]; (а') 

(ух) (уу) [х ~ iJ /\ у -<х =>· х =у];~ (б') 
(ух)(уу) (yz) [х ~ у Л у-< z-==-> х ~ z]. (в') 

. 
Обратим внимание на различные выражения свойства 

антисимметричности (б) и (б'). 

Но (ух) {УУ) [х < у Л у~ х => х = у] ::=(Ух) (уу) [~ = --= у /\ х ~у=> у-<. х] (по закону расширенной контрапо" 
зиции), следовательно, формула (б') отличается от (б) тем, 
что в посылку импликации включается условце различия 

элементов. Это необходимо потому, что к рефлексивному 
отнош~нию формула (б) неприменима в случае, когда х 
и у обозначают имена одного элемента. Действительно, 

если в х<у=> у-<. х вместо х и у подставить а, полу" 
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_ __.._ Мfл;р а Ьn'NS8 

чим а < а.=-> а ~ а, что раnl!осильно а ~ а, а это про" 
тиворечит свойству рефлексивности (ух) [х ~ х]. 

Отношея:ие порядка, как впрочем и другие отношения, 
не может рассматриваться в отрыве от множества, меж

ду элементами которого оно установлено. 

Известные из школьного курса числовые множества 
N, С, R, D упорядочены отношением «меньше» (или «боль
ш~» ). Однако структуры порядка 

[N, < ], [С, < ], (R, < ], [ D, < ], 
определяемые отношением «меньше» в этих множествах, 

различны, хотя, разумеется, обладают общими свойства
ми (а) -(г) . 

. Приведем два примера различий между этими струк
турами. 

1) Высказывание (3х) (VY) [х <у], выражающее су
ществование наименьшего элемента мн9жества, истинно 

в множестве N и ложно в каждом из множеств С, R, D, 
так как у них нет на:именьше~о элемента. Это свойство 
(отсутствие наименьшего элемента) выражается отрицани
ем высказывания (3х) (уу) [х ~у], т. е. высказыванием 

(ух) (ЗУ) [х >у]. 

2) Свойство, ВJ?Iраженное аксиомой а.2, (ух) (3у) [у= 
= х'] (22.5), называется дискретностью м,ножества N. Ег<? 
можно выразить и через отношение «меньше»" 

Если за п.ервичное принять отношение «меньше», то 
отношение «Непосредствен-но следует за» определяется так: 
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Таким образом, свойство дискретности может быть за
писано следующим образом: . 

(ух) (3у) [х <у/\ (yz) [z < х /\у< z]. · (1) 

Свойством дискретности обладает и множество С. 

В множествах R и D высказывание ( 1) ложно. В этих 
множествах ложно и высказывание 

(3х) (3у) [х <у/\ (yz) (z < х V у~ z)], (2) 

следующее из ( 1) и выражающее более «слабое» свойство. 
В множествах R и D исти~но отрицание высказыва

ния (2): 

(3°Х) (3у) [х < у/\ (yz) (z < х V у < z)], 

или 

(ух) (уу) [х <у V (yz) (z ~ х V у< z)]~ 

или 

(ух) (уу) [х <у===> (3z) (х < z/\ z <у)], 

или, используя сокращенну~ запись х < z < у конъюнкции 
х < z/\ z <у, , 

(ух) (уу) [х <у=> (3z) (х < z <у)]. (3) 

Высказывание (3) выражает с&ойство плотности мно
жеств R и D, состоящее в том, что «между» любыми 
двумя различными числами содержится число (число z 
содержится «между» числами х и у, если х < z < у или 
у< z < х). . , 

(Различие между структурами [.k, <1 и [D, <J мы 
эдесь не рассматриваем.) - · , . 
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Упражнение 

160. Какие из ниже приведенных бинарных отношений явлнются: 
1) рефлексивными; 2) симметричными; 3) транзитивными? 

а) Отношение параллельности прямых; б) отношение перпендику
лярности прямых; в) отношение пересечения прямых; г) отношение 
делимости целых чисел; д) отношение взаимной простоты натураль" 
ных чисел; е) отношение следования предложений; ж) отношение 
равносильности предикатов; з) отношение между точками плоско~ти 
«лежать по одну сторону от данной прямой плоскости». Какие из 
пер~численных бинарных отношений являются эквивалентностями? 
отношениями_ порядка? 

§ 24. ИЗОМОРФИЗМ 

Возможность описания различных предметных областей с помощью 
одной и той же математической теории, а также применения аппарата 
одной математ_ической теории к другой, объясняется наличием внут
реннего, глубокого сходства между некоторыми множествами предw:. 
метов различной природы при полном отсутствии «внешнего сходства» 
между этими множествами. Это - структурное сходство, получившее 
точное математическое описание с помощью понятия изоморфизма 
(дословно - одинаковая структура, форма), играющего фундаменталь-

... 
ную роль в современнои математике. 

Мы рассмотрим несколько конкретных примеров, затем дадим 
общее определение понятия изоморфизма. 

24.1. Примеры изоморфизма. 1 . Элементы ,множества D вещест
венных чисел и множества Т точек прямой различной природы , 
первые - числа, вторые - точки. В множестве D введено отношение 
порядка «< » («Меньше»), а в множестве Т - отношение порядка 
«-= » («Предшествует»). Эти отношения (первое - между числами, 
второе - между точками) имеют, разумеется, различный смысл. 
Однако эти отношения определяют в множествах D и Т однородные 
структуры: [D, <J и [ Т, -= ] . Это обнаруживается следующим 
образом. 

. Введением координатной системы на прямой определяется отобра-

жение D ~ Т, обладающее следующими двумя свойствами: 
1) оно биективно (взаимно однозначное соответствие); следова-

1 1-1 
тельно, существует обратное отображение T--+D; 
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2) (ух, у€ D) [х <у <=> t (х) -с f (y)J или (ух, у€ Т) [х-< 
-< у ,-1 (х) < г~ (у)]" 

Отображение f (или f-1) называется изоморфизмом, сохраня1ощим 
отношение порядка, или переводящим отношение «Меньше» в 

отношение «предшествует» (или «предшествует» - в «Меньше»). 
а множества D и Т, между которыми установлен изоморфизм, назы
ваются изоморфн,ыми (относительно порядка). 

Ввиду того что изоморфизм.- взаимно однозначное соответствие, 

направление отображения (DL. Т или Т!_~ D) уже не существенно. 
Поэтому и говорят, что изоморфизм установлен ~ежду множествами 
D и Т. 

Для наглядности обозначим этот изоморфизм -следующим образом: 

f . 
[ D, <J ;;::~ [ Т, -< ] . 

1-1 
В силу этого изоморфизма все предложения, выражающие свой

ства одной из структур [D, <1 или [Т, -< ], будучи переведенными 
на соответствующий язык, выражают и свойства другой. 

Например, предложение (ух, yeD) [х <у=> (3z) (х < z <у)] 
выражает свойство плотности множества D. Если заменить в нем D 
через Т, а < через -с , получим предложение 

(ух, У€Т) [х-< у~> (3z) (х-< z -с у)}, 
выражающее свойство плотности для [ Т, -с ] • 

Как видно, [D, <J и [Т, -<] по существу описываются одним 
и тем же множеством предложений (с точностью до названий эле
ментов и отношений), т. е. одной математической теорией. Поэтому 
как математические объекты они неразличимы (в теории, использую
щей лишь отношение порядка). 

2. Мы рассмотрели· пример изоморфизма, сохраняющего отноше
ние порядка. Понятие изоморфизма распространяется и на случаи, 
когда в множествах определены операции. 

f 
Рассмотрим отображение N--+ Е, где Е - множество положи-

тельных четных чисел, определенное следующим образом: 

f:x - 2х, xeN. 
Функция f - изоморфизм относительно «<», так как: 
1) f - биективное отображение; 
2) (ух, У€ N) [х <у<=> f (х) <f (у)], так как х <у<==> 2х < 

<2у. 
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. 
Но f обладает еще одним свойством. 
3) (vx, у€ N) [f (х +у)== f (х) + f (у)], так как 2 (х +у)== 

= 2х+ 2у. 
В та~р~ случае говорят, что f (или f-1)- изоморфизм, сохраня· 

ющий отношение порядка «<» и операцию сложения «+». 
Для наглядности мы запишем этот изоморфизм так: 

f 
[N, <, +J ;:~ [Е, <, +J. 

f-1 

3. Рассмотрим множество D с отношением порядка «<» и опера
цией «+»: [D, <, ·+1 и множество D+ положительных веществен
ных чисел с тем же отношением порядка и операцией « • » (умноже-

+ f ' 
ния): D+, <. ·] . Определим отображение D -+ D следующим 
образом: 

f: х ~ log~ х, х € D+ (а> 1). 

• 
Эта функция - изоморфизм, сохраняющий отношение «<» и пере--

водящий операцию « · » в операцию «+» (f-1 переводит «+» в « · » ): 
1) f- биективное отображение; 

2) (ух, yeD+) [х<у <=> logax<Iogay]; 
3) (ух, у€ D+) [loga ху = loga х + loga у] 

(или (ух, yeD) [ах+и = ахаУ]). 
Этот изоморфизм обозначим 

(D+, <, f ·~ ... 

. ]-;::~ [D, <, +J . 
f-1 

При а< 1 получаем 

. - [D+, <, 
f 

• ] .,.____!:. [D' >, +J . 
f-1 

24.2. Общее определение изоморфизма. Обобщим теперь ТО понятие 
изоморфизма, которое мы разъяснили ВЬ!Ше на нескольких примерах. 

В каждом примере изоморфизма учаетвуют два множества с оди
наковым числом введенных в них отношений и операций. Отношения 
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и операции можно представить в виде предикатов. Так, бинарНАя 
операция в некотором множестве М представляет собой отображение 

М2 "-+- м или же трехместный предикат М3 -+- {и t л} . 
Например, операцию сложения в D можно представить как 

D 2 -+- D: (х, у) -+- х +у, (х, у)€ D 2 ,. х +у€ D, или же как трех· 

местный лредикат 

D 3 -+- {И. Л} : ( х. у. z) -+- S (х, у. z), ( х, у. z) € D 3 , 

S(x, у, Z)€ {И, Л}, 

где S (х, у, z) обозначает х +у= z. 

В самом общем виде имеем множество А с предикатами 
(m ) 

, Р п п и множество В с таffИМ же числом п предикатов р(т1) 
1 ' • • • 

R\т1>, ..• , R~тп>, причем каждому тk·местному предикату 

Pkmk> соответствует точно один тоже mk - местный предикат Rkmk>: 

СА р(т1) р<тп>] [В R(m1) R(mn>] 
'1 t•••t п и t 1 t•••t п . 

f 
Отображение А -+ В называется изоморфизмом относительно пре· 

р(т1) р<тп> ( R(m1) R(mn>) . 
дикатов 1 , • • • , п или ( , . . . , п , если. 

1) l - биективное отображение (взаимно однозначное соответ

ствие), 

. 2) для всех k = 1, 2, ... , п 

(ух1 • • ••• Xmli €А) [Pkmk) (х1 , ••• , Хтk) <=> Rkmk) (f (х1), 
• • • ' f (Хтk))) 

или 

в . [R(mk) ( (mk) -1 
(vx1, ... ' Xmk€ ) k Х1, ••• ' Хтk) <=> pk (f (х1), 

. • • ' f-1 (Хтk))) • 
Для наглядности этот изоморфизм можно обозначить так· 

(m1) <mп> f (m1) <тп> 
[А, Pt •... , Рп J ;::~(В, Ri •••• , Rп ]. 

1-t 
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. 
НетрудJ-10 заметить, что это общее определейие изом·орфизма 

охватывает любые конкретные случаи, в том числе и рассмот~ 
ренные выше (первый пример (24. 1) может быть записан так: 

f f . 
[ D, Р\2>] -;::::::! Т, Р12>], второй~ (24. 2) - [N, Р\2>, Р~3>] ;::-+ [ Е, ,-1 ,-1 

f 
Р\2>, Pk3>] третий (24. 3) - [ n+, Р\2>, Р~~>] +-~ [D, Р\2>, Rk3

) ]) • ,-1 

1 
f 

" 



ОТВЕТЬI 

Г л а в а 1. Множества 

20. Е1 U Е2 =С; Е1 П Е2 = { 3, 4t 5, 6t 7}. 21. а) 0 1 U 02 = 
=J- оо, 5]; 01 n 0 2 = [- 3, 2]. 22. м [ 1х1<1] = м fx>- 1] n 

' х х 

nM[x<lJ; M(lxl>lJ=M(x<-lJUM[x>lJ. 23. а) (-1, 3]; 
х х х х . 

в) ] - оо, - l] U (3, + оо [. 31. 01 U 02 = (2, 4]; 01 n 01 = {3}. 
37. а) [2, + оо [; д) ] - оо, 1 [ U] 5, + оо f. 40. а) Множество 
неотличников; в) множество студентов t являющихся не отличниками 
или неспорт~менами; г) множество студентов, являющихся неотлич
никами и неспортсменами; д) множество студентов, являющихся 
отличниками или спортсменами. 45. 59; 2; 23; 39; 20. 4 7. а) 19; б) l . 
48. а) l; б) 4; в) 50; г) 34. 57. А= В. 

66. х Y//to f1jts/tзjft f 51 f в / f 1 1 f s I f В 1f10 f 11 1f12 f 1з 1f14 .f 15 

~а а а а а а а а а а ь ь ь ь ь ь "ь ь 

а ь а а а а ь ь ь ь а а а а ь ь ь ь . 
ь а а а ь ь а а ь ь а а ь ь а а ь ь 

ь ь а ь а ь а ь а ь а ь а ь а ь а ь 

68. а), в), г), е)- биективные отображения; . б), д) не являются 
биективными. 

69. а) f11 :у--+ х= уtб, YeD; б) f21 : у-+ х= logzy, yeD+. 
70. l ~ 1 1 ~ 2 1 ~ 3 - 1 ~ 1 

f1 = 2~2 ; /2 = 2~3 ; fз = 2~1 ; f4 = 2~3 . , 
3~3 3 --+ 1 3~2 3~2 

1~3 1 ~ 2 -

fs= 2~2 . f -' 6 -
2~1 

3~1 3~3 
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о f 1 f 2 f з f 4 f s f в 

•, f 1 f 1 1 f 2 f з f 4 f s f в 

f 2 f 2 f з f 1 f в f 4 f s 

f з f з f 1 f 2 f s f в f 4 

f 4 f 4 f s f в 
1 f 1 f 2 f з 

f s f s f в f з f я 

f в f в f s f з 

Г л а в а 2. Высказывания 

7 4. а) Если р или q, то r; д} р или q. 77. д) Это число делится 
на 3, если и только если оно не простое; ж) если это число целое -
и делится на 3, то оно не простое; к) это число целое, nоложи--тельное и простое или делится на 3. 78. а) р (q V r) =>в; -б) P==>(q<=>r); в) P1VP2VPз=>q. 82. а) (р- q)r<==> 

=> q V r=> (р => q). 83. 1) р= Л(q и r-любые); 
2) р == q =И, r = Л; р =И, q = r == Л. 

86. д) е) р q ., qVr q=>qVr р-=> q p=>r (p=>q)\j(p=>r) 

и и и и и и и и 

и и л и и и .л и 

и л и и и л и и 

и л л л л л л л 

л и и и и и и и 
' 

л и л и и и и и 1 

л л и и и fи и и . 
л л л л и и и и 
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91. а) р V q V r; б) р; в) р; г) р Vq; д) р V q. 92. (- .- (\); (-, V); 
(-, =>). 93. р= qr v· s = р <iiV Г) S. 94. а) pq; в) <"PV q} r. 
97. pq == r =: Р,: = q; р (q V r) => s =: ps -> qr-. 100. а), б), в), Я{). 
103. а), г), ж), __ з), и), к) - да; б), ~), д), е)- нет. 

104. ер у_Ф ,· ер Ф ,· - ер Ф_ ,· ер~ Ф . 107. а) Нет: 
ерф _ ерVФ ерVФ ерф 

(р V q) р => q не является тождественно-истинной формулой, при 
р = q = И она принимает значение Л; б) да; в) нет; г) да. 
108. Обозначения: р1 - «целое число больше 1 », р - «целое число -
простое», q- «целое число --составное», р2-«целое число, больше 2», 
r - «целое число - четное» . 

Р1 ==> Р V q, Р2 ==> Р1' Р2' == Р 1- Р2' = q; 

Р1 == > Р V q, Р2 ==> Р1 , Р2' ==> Р, Р2' t-- q; (Т Д) · 

Вывод: 

-1 . Р2' ==> р; 1 . п; 

2. P2r; 2. п; 

3. р; 3. пз (1, 2); 

4. Р2 ==> Р1; 4. п; 

5. Р2; 5. YI( (2); 

6. Р1; 6. пз (4, 5); 
7. Р1 == PV q; 7. п; 

8. pVq; 8. пз (7' 6); 
9. q; 9. УД(8, 3). 

Г л а в а 3. Предикаты 

115. Областью истинности предиката может быть любая часть 
. области определения. Следовательно, на п-элементном множестве 
можно определить столько предикатов, сколько частей имеет это 
множество. т. е. 2п. 
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. 117. х 
1 

у z Р (х, -у, z) 

о о о и 

о о 1 л 

о 1 о и 

о 1 1 л 

1 о о и 

1 о 1 л 

1 1 о л 

1 1 1 и 

М [ Р (х, у, z)] = {(О, О, О) , (О, 1 , О) , ( 1 , О, О), ( 1 , 1, 1)} . 
(х, у, z) 

122. 1) а) AnB.fe;; б) А СВ; в) В~А; г) AnB=eJ. 
124. а) (ух, У€ С) (3z €С) S (х, у_, z); б) (ух, у, z, t €С) [S (х, у, z) /\ 
/\ S (х, у, t) => (z = t)]; з) (ух, у) [R (х, у)<==> (gk € N) S (х, 
k, у)]; к) (ух, у€ R) [R (х, у)=> (3z € R) (R (х, z) /\ R (z, у))]. 
125. а) «Все натуральные числа - целые» (И); б) «Некоторые нату
ральные числа- целые» (И); в) «Все целые числа- натуральные» (Л); 

л) «Всякое простое число нечетное» (Л). 126. б) (3х) Р (х); 

в) (3х, у) [Р (х) /\ Р (у) А (х .f у)], или (ух, у) [Р (х) /\ Р (у)=-> 
-==-> (х =у)]; г) (3х) [Р (х) /\ (уу) (Р (у)=> (х = у))]; е) (ух, у, z) 
[P(x)/\P(y)f\P(z)=>(x=·z)V(y=z)], J27. а) (уА, В)(3а) 

[A*af\B*a]; б) (уА, В)(уа, b)[A=Bf\A*af\B * af\ 
А А -)Е- Ь /\ В * Ь => (а= Ь)]; в) (уа) (3А, В) [А -j(- а /\В * а /\ 
/\А= В]; г) (3А, В, С) (3а) [А* af\ В* af\ С* а]. 131. Если 
каждое иэ двух произвольных целых чисел не делится на 3, то 
и их сумма не делится на · 3. ОтрицанАе этого предложения: 

- -
(3х, у) [D (3, х) /\ D (3, у) /\ D (3, х +у)] - «Существуют два це-
лых числа таких, что каждое иэ них не делится на 3, а их сумма 

делится на 3». 132. (уа) (у А) [А * а==> (3Ь, с) (А * Ь /\А* * с /\ Ь 11 а /\ с 11 а/\ Ь =с)]; (3а) (3А) [А * а '\ (3Ь, с) (А · Ь /\ 
/\A*cf\bllaf\cllaf\b=c)J. - 133. limf(x).:fl (3в>О)(уд> 

Х-+-Х0 

>О) (3х +Хо) [ 1 х- Хо 1<д/\1 f (х) - l r ~в]. 136. (vx1, Х2) Ix1 < 
<х2=> f (х1) > f (x2)J; (3х1, Х2) [х1 <х2 /\ f (х1) <f (х2)] • . 
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Г л а в а 4. Применение в математиttе 

152. а) q == Р1Р2Рз; P1q => Р2Рз; P2q => Р1Рз; Рзq ==> P1/h; 
P1P2q => Рз; Р1Рзq ==> Р2; Р2Рзq => Р1; б) q ===> Р1 V Р2 V Рз; 
q = р1 ; q => р2; q => Рз· 153. а) (уа, Ь) (уа) [а 11 Ь Л а Х а=> 
=>а Х Ь]; обратные предложения: (уа, Ь) (уа) [а Х Ь-=> а 11 Ь Л 
Л а Ха] - не является теоремой; (уа, Ь) (уа) [а Ха/\ а Х Ь => 
=>а 11 Ь] - теорема (обратная данной); (уа, Ь) (уа) [а 11 Ь Л а Х 
Х Ь ==>а Ха] - теорема (другая формулировка данной теоремы). 
155. а) Достаточна, но не необходима; б) необходимо и достаточно; 
в) необходима, но недостаточна; е) достаточно, но не необходимо; 
ж) необходимо и достаточно. 160. а) 4, 6, 7, 8; б) 1, 2, 3, 5, 7, 
8; в) 1, 41 6, 7, 8. 
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